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PREFAZIONE AL SECONDO VOLUME 


Il secondo volume del mio trattato di Scienza delle costruzioni riguarda 
quegli argomenti di ordine più elevato, e diversi problemi speciali, che 
— pur rientrando nel vivo della disciplina — richiedono mezzi d’indagine 
e procedimenti risolutivi di carattere specifico, oppure impongono, ai fini 
pratici, artifici di calcolo atti ad evitare le eccessive complicazioni dei 
metodi generali. 

Tali argomenti, per il loro carattere complementare e applicativo, e per 
le conseguenti difficoltà di inquadrarli in un'esposizione organica e siste- 
matica, si trovano raramente riuniti în uno stesso trattato. Essi sono disse- 
minati în vari testi, con preponderanza di alcuni argomenti o di altri, 
secondo le tendenze e le preferenze dei diversi Autori. Molti fra i progressi 
più recenti — ma non meno importanti — devono addirittura ricercarsi in 
contributi speciali, dispersi in numerosissimi articoli di riviste, non sempre 
facilmente accessibili e comprensibili. 

La vasta mole di materia è stata per me fonte di frequenti titubanze, 
sulla opportunità di includere o di tralasciare argomenti particolari — e 
a volte anche secondari —- che pure si prestano a utili applicazioni. Il 
desiderio di riunire i metodi più interessanti, e di istituire tra di loro gli 
opportuni confronti, ha avuto il sopravvento nella maggior parte dei casì; 
tanto più che l'esposizione di diversi procedimenti diretti a uno stesso fine 
non solo non costituisce un’inutile ripetizione, ma rappresenta anzi il mi- 
gliore dei mezzi per penetrare nell’essenza teorica e pratica dei diversi 
problemi: ogni metodo, con le sue peculiari caratteristiche, ha un suo 
proprio campo d’applicazione più opportuno, che è del più alto interesse 
di discutere e di individuare. 

In questo modo però la mole dei capitoli sì è andata accrescendo, în una 
misura che in un primo tempo non ritenevo di dover raggiungere. Penso 
tuttavia che, in argomenti del genere, la completezza della trattazione costi- 
tuisca un elemento importante, e tale da giustificare anche un aumento di 


mole oltre il previsto. 


VI PREFAZIONE AL SECONDO VOLUME 


Continuando a seguire le direttive del primo volume, ho conservato, per 
quanto possibile, la massima semplicità anche nello studio delle questioni 
di carattere più elevato, e ho costantemente fatto precedere l'esame intuitivo 
e fisico alle impostazioni matematiche. Anche qui ho dato largo sviluppo 
agli esercizi numerici, svolti secondo le stesse intenzioni di chiarimento teo- 
rico e di effettiva utilità pratica. 

Per non uscire dal campo della Scienza delle costruzioni, e per non 
aumentare a dismisura la mole dell’opera, ho dovuto limitarmi allo studio 
teorico dei singoli schemi statici, senza occuparmi del progetto del loro 
insieme, nè delle questioni pratiche riguardanti la loro effettiva esecuzione 
e la relativa tecnologia. Riserbo questi argomenti a un’ulteriore opera dedi- 
cata alla Tecnica delle costruzioni, la quale, condotta con gli stessi criteri, 
verrà a costituire il naturale completamento del presente trattato. 
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CAPITOLO XVII. 


LA TEORIA DELL’ELLISSE DI ELASTICITÀ 


348. Generalità. 


La teoria dell’ellisse di elasticità, ideata da Culmann e applicata 
poi sistematicamente da W. Ritter, costituisce il metodo più ele- 
gante per lo studio delle deformazioni delle travi ad asse rettilineo o 
curvilineo e di sezione costante o variabile; studio della massima impor- 
tanza, sopra tutto perchè rappresenta, come sappiamo, il solo mezzo 
per ottenere le reazioni nelle travi staticamente indeterminate. Questa 
teoria riunisce in sintesi tutte le proprietà della deformazione delle 
travi, consentendo di determinare rapidamente le rotazioni e gli sposta- 
menti di una sezione provocati da date forze, oppure le forze neces- 
sarie per provocare dati spostamenti. E consente anche di prevedere 
facilmente e intuitivamente le caratteristiche qualitative della defor- 
mazione stessa. Così che spesso col suo impiego si risolvono in modo 
immediato, e con evidente controllo visivo, problemi che presentereb- 
bero difficoltà talvolta notevoli, se affrontati per altre vie (1). 

Inoltre, come il principio dei lavori virtuali e il teorema di Casti- 
gliano, questa teoria tiene conto, quando si voglia, anche dell’influenza 
dello sforzo normale e dello sforzo di taglio, senza che per questo il 
procedimento risuiti sensibilmente complicato o modificato. 

La teoria dell’ellisse di elasticità è fondata sulla proporzionalità fra 
le forze e gli spostamenti, cioè sul principio della sovrapposizione degli 
effetti. Quindi per la sua validità è necessario (n. 330 a) non solo che 
il materiale della trave si deformi rispettando la legge di Hooke, ma 
anche che le forze esterne non siano influenzate dalla deformazione della 
trave, ossia che le loro rette d’azione non siano da essa sensibilmente 
modificate; ciò che fa escludere i casi analoghi a quelli studiati nel 
Cap. XIII, B) e C) (?). 


(1) Molti degli esercizi del presente capitolo, quasi tutti originali, sono tali da porre in luce 
questo particolare pregio della teoria dell’ellisse di elasticità, e da rendere inoltre familiari i 
ragionamenti proiettivi occorrenti. 

(3) In altri termini, la legge di Hooke non deve valere soltanto per il materiale, ossia fra 
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Per un orientamento più rapido, questa teoria (secondo l'esposizione auot- 
tata) si può considerare costituita dalle seguenti parti essenziali: 
1°) Dimostrazione dell’esistenza dell’ellisse e della proprietà che la definisce. 
2°) Deduzione dei teoremi fondamentali (supposta già nota l’ellisse), che 
costituiscono la parte utilizzabile della teoria. 
3°) Determinazione dell’ellisse di elasticità nei vari casi. 
4°) Le principali applicazioni. 


349. Corrispondenza fra le rette delle forze e i centri di rotazione. 


a) La trave che si studia è, in generale, ad asse curvilineo (a pic- 
cola curvatura (*)) e di sezione variabile (non rapidamente), comunque 
vineolata, e soggetta a una forza P agente in una sezione A. L'asse 
geometrico della trave è contenuto in un piano, che contiene anche la 
forza P. Le sezioni rette sono tali che per la deformazione della trave 
l’asse geometrico non esca dal suo piano; ciò che avviene, in partico- 
lare, se tutte le sezioni sono simmetriche rispetto al piano suddetto; 
oppure, in generale, quando la flessione è dappertutto retta (n. 135 c), 
ossia quando il piano dell’asse e della forza P (piano di sollecitazione) 
contiene uno degli assi principali d’inerzia di ciascuna sezione. Lo spo- 

stamento di ogni punto della trave 
a) avviene quindi parallelamente a tale 
piano. 

La forza P agente sulla sezione A 
può avere qualunque retta d’azione 
nel piano dell’asse geometrico, e può 
essere trasmessa alla sezione per mez- 
zo di un braccio rigido (cioè del quale 
è trascurabile la deformazione); oppure 
può essere la risultante di un sistema 
di forze applicate direttamente alla se- 
zione A. 

Spesso la trave è a mensola, e la 
sezione A è quella terminale e libera 
(fig. 607 a); ma, in generale, la trave può essere invece vincolata 


Fig. 607. 


le tensioni e, 7 e le deformazioni interne 2, y, ma anche per la trave, ossia fra le forze esterne 
P e gli spostamenti è dei vari punti o le rotazioni 9 delle varie sezioni; per cui raddoppiando 
tutte le P, devono diventare doppi 3 e @. 

I casi di eccezione si studiano meglio con altri procedimenti. Volendo nondimeno impiegare 
questa teoria, occorre modificarla come fu indicato da G. ANTONINI: Le variazioni dell’ellisse 
di elasticità ecc., « Annali d. Lav. Pubbl.», 1932, fasc. 7°. 

(*) Per l’estensione della teoria dell’ellisse di elasticità alle travi a grande curvatura si veda 
il Cap. XIX, 5). . 
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ai due estremi, o anche in altri punti, e A è una sezione intermedia 
ualsiasi (fig. 607 b) (4). 

b) Nelle condizioni precisate in a) la deformazione della trave è 
dunque piana; per cui la traccia della sezione 4 non esce dal piano 
dell'asse geometrico. Quindi lo sposta- 
mento della sezione A (che si considera 
rigida (5)) da A in A; (fig. 608) si può 
considerare una rotazione piccolissima in- 
torno a un centro C contenuto in tale 
piano, ed è determinato quando si conosce 
la posizione di C e l’angolo © di rotazione. Fig. 608. 

Il centro C dipende soltanto dalla retta 
d'azione r della forza P e non dalla sua intensità, perchè se si rad- 
doppia P raddoppia l’angolo 0 della rotazione, che avviene intorno allo 
stesso centro C; quindi a ogni retta d'azione r corrisponde un unico 
centro C. Viceversa, a due rette d'azione r, ed 7, non può corrispondere 
lo stesso centro C, altrimenti scegliendo due opportuni valori P, e P, 
delle forze agenti secondo 7, ed r,, tali da produrre angoli di rotazione 
uguali, la risultante di P, e di — P., che non è nulla, lascierebbe 
ferma la sezione A; ossia la trave non si deformerebbe. 

Viene così definita nel piano dell’asse geometrico una corrispondenza 
biunivoca fra le rette r d’azione delle forze P agenti sulla sezione A e i 
punti C centri di rotazione della sezione A. Corrispondenza che gode 
delle proprietà che dimostreremo nel n. 350. 

c) Quando la sezione A è quella terminale libera della trave (fig. 607 a), 
se l’altra sezione estrema B è perfettamente incastrata, la rotazione di A intorno 
a C è lo spostamento assoluto di A, perchè la sezione B è fissa. Se invece anche 
la sezione B è libera (o vincolata in modo diverso da un incastro), la rotazione 
di A intorno a € è lo spostamento relativo di A rispetto alla sezione B (n. 365), 
ed è dovuta soltanto alla deformazione elastica della trave AB. 

Nel primo caso la forza P provoca in B una reazione R, = — P; nel secondo 
caso, oltre alla forza P in A, si deve applicare anche la forza — P in B. 


(‘) La seguente (nn. 349-353) generazione sintetica dell’ellisse di elasticità è dovuta a W. 
Ritter (appendice del terzo volume dell’opera citata nel n. 368). Essa è valida per travi del 
tipo a) e del tipo b) (n. 357 e), mentre la generazione analitica di Culmann (n. 357) sussiste sol- 
tanto per le travi del tipo a). 

Nei ragionamenti che seguono disegneremo di solito, per semplicità, la trave del tipo della 
fig. 607 a); tuttavia essi sono validi (salvo avviso contrario) anche se la trave è del tipo della 
fig. 607 b). 

(*) A rigore, anche la sezione A in generale si deforma, cioè non si conserva piana (n. 175). 
Tuttavia (se la sezione è piccala rispetto alla lunghezza della trave) questa deformazione è pic- 
colissima rispetto allo spostamento della sezione stessa; e quindi si può ammettere che la sezione 
si mantenga rigida. 

Inoltre (nella stessa ipotesi) la deformazione della trave, e quindi anche lo spostamento 
della sezione 4, per il principio di Saint-Venant. dipendono soltanto dalla forza P e non dal 
mudo con cui la P è distribuita sulla sezione 4. 
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350. Le proprietà di tale corrispondenza. 


a) Anzitutto il centro C di rotazione non può mai essere sulla 
corrispondente retta r d’azione della forza P, perchè la rotazione farebbe 
spostare il punto d’applicazione della forza normalmente alla forza 
stessa; la quale perciò, pur deformando la trave, non compirebbe lavoro. 
Quindi la corrispondenza non ha elementi autoconiugati. 

b) Siano 7, r, le rette d’azione di due forze P,, P. applicate alla 
sezione A (fig. 609), e C,, C.i corrispondenti centri delle rotazioni di A, 
di angoli piccolissimi 01, 93. Facciamo agire entrambe le forze, cioè la 
loro risultante R, di retta d’azione r passante per il punto d’incontro 
di r, ed r,: la sezione A subisce entrambe le rotazioni, cioè una rota- 


Fig. 609. Fig. 610. 


zione unica, di angolo ®, + @:, intorno a un centro € che, com'è noto 
dalla Cinematica, è il baricentro dei centri C, e C., caricati di masse 
uguali agli angoli 9, e 92; per cui C è allineato con C, e C,. Se si varia 
l'intensità di una delle due forze P; o P., la retta r della risultante È 
ruota intorno al punto d’incontro di r, ed r,; e varia anche uno degli 
angoli ©; 0 @3, per cui il centro C si sposta lungo la congiungente di C, 
e C,. Pertanto, a un fascio di rette r corrisponde una punteggiata di 
punti C. 

c) Sia C, il centro di rotazione corrispondente a una forza P, di 
retta r,, e sia P, una seconda forza di retta r,, passante per C, (fig. 610). 
Se applichiamo la P, quando la P, è già applicata, la P., non compie 
lavoro indiretto L.; (n. 333 a), perchè il suo punto d’applicazione si 
sposta normalmente a r.. Quindi, se invece applichiamo la P, quando 
la P, è già applicata, per il teorema di Betti (n. 333 è) anche il lavoro 
indiretto L,, della P, dev'essere nullo. Perciò il centro C, dev'essere 
sulla r,. Dunque la corrispondenza in esame è tale che se una retta r. 
passa per C, corrispondente a r,, anche la r, passa per C, corrispondente 
a r.; ossia la corrispondenza è involutoria. 

Questa proprietà comprende anche quella dimostrata in bd), perchè a tutte 
le rette passanti per C, corrispondono dei punti che sono sulla 7, . In partico- 
lare, alla retta 7; passante per €, e C, corrisponde il punto d’incontro C; di 7, 
ed r,; ossia il triangolo C,C,C; è autoconiugato. 
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851. L'ellisse di elasticità. 


a) La corrispondenza definita nel piano dell’asse geometrico fra 
le rette r d’azione delle forze P applicate alla sezione A e i centri C 
di rotazione della A gode dunque delle seguenti proprietà: 

1°) è biunivoca; 

2°) è involutoria; 

3°) non ha elementi autoconiugati. 

Perciò la corrispondenza è una polarità, e la sua conica fondamentale 
è immaginaria. 

Se alla sezione A applichiamo una forza agente secondo la retta all’in- 
finito del piano, cioè (n. 33 d) una coppia, il centro C di rotazione coincide 
col centro O della polarità (centro elastico della trave). Esso è certa- 
mente un punto proprio, perchè C non può mai essere sulla retta della 
forza (nel caso speciale, se 0 fosse all’infinito, la sezione A subirebbe 
una traslazione, che non farebbe compiere lavoro alla coppia agente). 

b) Consideriamo ora la nuova polarità fra le rette » e i simme- 
trici 0° dei punti C' rispetto al centro elastico 
O (fig. 611); polarità la cui conica fondamen- 
tale è reale e ha lo stesso centro 0. 

La conica è un’ellisse: Infatti, non è una 
parabola, perchè ha il centro proprio; e non 
è un’iperbole, perchè entrambi gli assintoti sa- 
rebbere autoconiugati, ossia conterrebbero il 
corrispondente C’ nella nuova polarità, e quindi Fig. 611. 
anche il centro C in quella primitiva. 

Questa ellisse (di Culmann (*)) si chiama in generale ellisse di elasti- 
cità relativa alla sezione A. Quando la trave è a mensola (fig. 607 a) e la 
sezione A è quella terminale della trave, si ha l’ellisse degli spostamenti 
terminali o ellisse terminale di elasticità. Essa giace nel piano dell’asse 
geometrico e delle forze. 

Dunque, per quanto si è detto, l’ellisse di elasticità è quella conica 
rispetto alla quale le rette r d'azione delle forze applicate alla sezione A 
e i rispettivi centri C di rotazione della A si corrispondono come rette e 
antipoli, o come punti e antipolari. 

Data la trave e fissata la sezione A che interessa, l’ellisse è complo- 
tamente determinata (nn. 360 e 366). 


(‘) K. CULMANN: Die graphische Statik, 2» edizione, Zurigo, Meyer-Zeller, 1875, parte quarta, 
Capp. II, III, IV; ediz. francese: Traité de Statique graphique, Parigi, Dunod, 1880. 

Si noti la completa analogia di tutto il ragionamento che si è fatto nei nn. 350 e 351 con 
quello «he si fece nei nn. 37 e 33 per dimostrare l’esistenza dell’ellisse centrale d’inerzia di un 
sistema di masse. 
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c) Quando è nota l’ellisse di elasticità, data una forza P appli- 
cata alla sezione A si ottiene dunque il centro C di rotazione della A 
tracciando l’antipolo della retta d’azione r della P. Viceversa, si ottiene 
la retta d'azione r che deve avere una forza capace di far ruotare la A 
intorno a un dato centro C tracciando l’antipolare di C. Perciò il pro- 
blema elastico, sia diretto che inverso, si trasforma in un problema geo- 
metrico semplicissimo, di risoluzione immediata (n. 92 a). 

In particolare, se la forza agisce secondo la retta all'infinito, cioè 
se alla A si applica una coppia, il centro di rotazione è il centro ela- 
stico O (centro dell’ellisse). 

Una forza P passante per 0, cioè 
agente secondo un diametro d dell’ellisse 
(fig. 612), ha l’antipolo all’infinito nella 
direzione del diametro coniugato d,. 
Quindi lo spostamento della sezione A è 
una traslazione secondo la normale t a 
questo diametro d,. (Tale traslazione ha 
dunque, in generale, una direzione diversa 
da quella della forza, salvo il caso in 
cui questa agisca secondo un asse dell’ellisse). Viceversa, affinchè la A 
subisca una traslazione in una data direzione t, occorre una forza agente 
secondo il diametro coniugato al diametro normale a &. 

Queste relazioni consentono di eseguire un rapido esame preventivo 
del comportamento elastico della trave, inteso a fornire un primo orien- 
tamento qualitativo nello studio dei vari problemi (es. 548, 550, 551, 
561, 562 bd), 563, 564, 565, 571, 588 d). Anche il lato quantitativo dei 
problemi stessi trova poi la sua soluzione in alcune proposizioni fon- 
damentali, singolarmente sintetiche, che stabiliremo nei nn. 352, 353 
e 357. 


852. Rotazioni e spostamenti provocati da coppie o da forze. 


Studiata in un primo tempo la corrispondenza fra le rette r d’azione 
delle forze agenti sulla sezione A e i centri C di rotazione della stessa 
sezione, dimostrato che essa è una polarità, e stabilita l’esistenza del- 
l’ellisse di elasticità e la sua definizione, sarebbe logico in un secondo 
tempo costruire l’ellisse, e quindi in un terzo tempo dedurre i teoremi 
fondamentali, che costituiscono la parte utile della presente teoria. 
Tuttavia è preferibile invece supporre da prima che l’ellisse sia già 
nota, e stabilire tali teoremi, perchè poi essi suggeriscono una carat- 
teristica interpretazione dell’ellisse di elasticità che ne facilita notevol- 
mente la costruzione. Tanto più che spesso si può applicare la teoria 
senza costruire l’ellisse. 
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I teoremi in questione esprimono le rotazioni e gli spostamenti 
della sezione A provocati da coppie o da forze: 

a) Rotazione provocata da una coppia. Sulla sezione A agisca una 
coppia M nel piano dell’asse geometrico (fig. 613). La A (come pure 
ogni punto a del piano, collegato rigidamente con essa) ruota intorno 
al centro elastico O dell’ellisse (n. 351 a), di un angolo © proporzionale 
al momento M della coppia (n. 348); per cui, indicando con @ una 
costante opportuna, si ha 


(507) o=M-9. 


La costante @ si chiama il peso elastico della trave, che per la (507) 
è definito da 


(508) e=t; 


ossia è l’angolo 0 provocato dal momento M = 1. Le sue dimensioni 
fisiche sono quelle dell’inverso di un momento, cioè F-!L-!, Il peso 
elastico dà una misura dell’attitudine che 
ha la trave a deformarsi. Esso dipende 
evidentemente dalle caratteristiche geome- 
triche (lunghezza, dimensioni delle sezioni 
rette) e fisiche (modulo di elasticità) della 
trave (n. 358 db). 

b) Spostamento provocato da una cop- 
pia. Determiniamo lo spostamento che un 
punto a della sezione A, oppure collegato 
rigidamente con essa (fig. 613), subisce per Fig. 613. 
effetto della coppia XY. Ruotande la se- 
zione A intorno al centro elastico 0, lo spostamento è avviene in 
direzione normale alla congiungente 0a = d,; ed essendo la rotazione ® 
piccolissima, esso vale 


(509) $=9d,=M-Gd,. 


Più spesso si vuol conoscere la componente è, dello spostamento 3 
secondo una data direzione x (proiezione ortogonale di 3 su x). Se « è 
l’angolo che « fa con la direzione di 3, si ha 


$., = è cosa = MGd, cosa. 
Ma d, cos « è la distanza d, di 0 da ©; per cui si ottiene 
(510) $.= M-Gd,. 


c) Rotazione provocata da una forza. Sulla sezione ‘A agisca ora una 
forza P avente una retta d’azione r qualsiasi (fig. 614). La rotazione 
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della sezione A, e di ogni punto collegato rigidamente con essa, avviene 
intorno all’antipolo C della r. Per determinare l’angolo 9, trasportiamo 
la P parallelamente a sè stessa a passare per il centro elastico 0 e 
aggiungiamo una coppia M = Pd,. La forza P passante per 0 pro- 

i duce una traslazione (n. 351 c), e quindi 
nessuna rotazione; la coppia M produce, 
per la (507), una rotazione 


(511) gq=P-Gd. 


Noti il centro C e l’angolo @, il mo- 
vimento della sezione A è completamente 
determinato. 

d) Spostamento provocato da una 
forza. Un punto generico a rigidamente 
collegato con la sezione A subisce uno 
spostamento $ normale alla congiungente Ca = d/, misurato da 


(512) $ = qd/=P-Gd,di. 


La componente $, dello spostamento $ secondo una data dire- 
zione x risulta 
$, = è cosa = PGA, di cosa}; 


ed essendo d/cos« la distanza d; di C da @, si ottiene 
(513) è, = Po Gddi. 


e) I quattro risultati fondamentali, che danno la rotazione e lo 
spostamento provocati da una coppia o da una forza, sono dunque i 
seguenti: 


(511), (513) pe P-Gd,, dò, = P-Gddi. 


Questi risultati che consentono di studiare quantitativamente le 
deformazioni, insieme con le relazioni geometriche riassunte nel n. 351 c) 
che si prestano per una rapida indagine qualitativa del comportamento 
elastico della trave, costituiscono la parte utilizzabile della teoria del- 
l'ellisse di elasticità. 


853. I teoremi fondamentali. 


a) I quattro risultati suddetti hanno espressioni notevolmente 
semplici; tuttavia essi si enunciano in forma ancora più sintetica me- 
diante i seguenti teoremi. 
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Immaginiamo che il peso elastico @ della trave, espresso quantita- 
tivamente dalla (508), sia distribuito nella trave stessa come fosse un 
sistema di masse dG 0 AG, in maniera tale che la sua ellisse centrale 
d’inerzia coincida con l’ellisse di elasticità relativa alla sezione A (v. n.355). 
In tal modo il centro elastico 0 è anche il baricentro G della distribu- 
zione del peso elastico G = ZAG; e l’antipolo C di una retta r è anche 
il baricentro dei momenti statici delle particelle dG o AG di peso ela- 
stico rispetto alla retta r (nn. 86 a, 88). 

Quindi il fattore Gd, che moltiplica M nella (510) e il fattore GA, 
che moltiplica P nella (511) rappresentano, per la (12), il momento 
statico del peso elastico rispetto alla retta # o alla retta r; mentre il 
fattore Gd,d; che moltiplica P nella (513) rappresenta, per la (62), il 
momento centrifugo del peso elastico rispetto alle rette r e 2. 

b) Pertanto, si ottengono i seguenti teoremi: 
1°) La rotazione della sezione A e di ogni punto collegato rigida- 
mente con essa, provocata da una coppia M agente in A, è uguale al pro- 
dotto di M per il peso elastico dell’intera trave: 


(507,) o = M - Gi. 


2°) Lo spostamento secondo una direzione x di un punto a colle- 
gato rigidamente con la sezione A, provocato da una coppia M agente în A, 
è uguale al prodotto di M per il momento statico del peso elastico rispetto alla 
retta x passante per a; 


(5101) do=M-S,. 


3°) La rotazione della sezione A e di ogni punto collegato rigida- 
mente con essa, provocata da una forza P agente in A, è uguale al pro- 
doito di P per il momento statico del peso elastico rispetto alla retta r 
d'azione della forza: 


(511,) o=P-S,. 


40) Lo spostamento secondo una direzione x di un punto a colle- 
gato rigidamente con la sezione A, provocato da una forza P di retta 
d’azione r agente în A, è uguale al prodotto di P per il momento centri- 
fugo del peso elastico rispetto alle rette r e x: 


(513,) S.=P-Iu. 


854. Osservazioni. 


a) A differenza dagli altri metodi, la teoria dell’ellisse di elasticità. 
consente di determinare direttamente le rotazioni e gli spostamenti in 
funzione delle forze esterne, cioè senza lo studio preventivo delle solle- 
citazioni interne. 


10 CAPITOLO DICIASSETTESIMO 


b) Nell’applicare il secondo, o il terzo, 0 il quarto teorema non 
è possibile equivocare sulle rette rispetto alle quali si calcolano i mo- 
menti statici o quello centrifugo, perchè nel caso del secondo teorema 
è in giuoco soltanto la retta x secondo la quale si valuta lo spostamento; 
nel caso del terzo è in giuoco soltanto la retta r d’azione della forza; 
nel caso del quarto sono in giuoco le due rette r e a. 

c) Se la trave è del tipo della fig. 607 a), determinati i pesi ela- 
stici dG 0 AG delle varie parti della trave (tronchi ds o As se è a pa- 
rete piena, aste se è reticolare) e le ellissi parziali di elasticità dei vari 
tronchi (nn. 358, 359), di solito non si costruisce l’ellisse totale di ela- 
sticità o d’inerzia dei pesi elastici; ma si calcolano i fattori S,, S,, Ja 
che figurano nelle (510,), (511,), (513,) sommando i momenti statici 0 
centrifughi dei pesi elastici delle varie parti rispetto alle rette r e x 
(v. anche i nn. 357, 361 a, db). (Se la trave è del tipo della fig. 607 b), 
si veda il n. 355 d). 

d) Le distanze dalle rette x, r che intervengono nel calcolo dei mo- 
menti S,. S,, J,, Sia che si proceda sommando i momenti parziali dei 
vari pesi elastici, sia che si calcolino globalmente mediante le (510), (511), 
(513) quando si conosce l’ellisse complessiva, ossia i punti G=0 e C, sono 
sempre quelle normali (nn. 72 a, 78a, 80); come risulta dalle figg. 613, 614. 

e) Se il punto del quale si cerca lo spostamento è quello d’appli- 
cazione della forza P e se si vuole la componente dello spostamento 
nella stessa direzione della P (ossia se x = r), il momento centrifugo 
J,, GAiventa il momento d’inerzia J, rispetto alla retta comune della 
forza e dello spostamento. Quindi lo spostamento del punto d’applica- 
zione della forza P, valutato nella direzione della forza, è uguale al pro- 
dotto di P per il momento d’inerzia del peso elasiico rispetto alla reita 
d'azione della forza: 


(5131) Oo=PoIn 


Î) Se r passa per O, la (513) diventa indeterminata, perchè si ha d,= 0 
e d{=co. In tal caso, essendo J,-= 7, (n. 86 c), si impiegano invece le distanze 
finite (purchè anche x non passi per 0) d, di 0 da 2 e d/ dell’antipolo di x da r. 
Oppure si usa l’artificio indicato nel n. 95 (fig. 121 b). 

Se r e x passano per O, si calcola 7,7 rispetto a due rette 7’ e x’ parallele 
are a 2, poi si applica la (35). 

L’inconveniente non sussiste se invece si calcola J7,, sommando i momenti 
dei pesi elastici parziali (potrebbe tuttavia capitare lo stesso caso singolare per 
una delle porzioni AG). 

g) Nel case della fig. 614, se si fa agire invece la forza P secondo la retta x 
e si calcola lo spostamento del punto al quale prima era applicata la P, secondo 
la direzione r, si ritrova le stesso risultato, in virtù di J,,= J,,; ciò che con- 
ferma ancera una volta, e per altra via, il teorema di Maxwell. Per cui si ha 


8, = P-J= P-G4d,df= P-J,=P-Gd,di. 
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Nel caso della fig. 613, se si fa agire invece una forza P = 1 secondo la 
retta x e si calcola la rotazione ©, essendo r = x e quindi S,= $,, il risultato 
è uguale allo spostamento è, secondo la retta x provocato dalla coppia M = 1; 
in armonia con l’estensione del teorema di Maxwell del n. 335 db). 

h) Il lavoro di deformazione nel caso di una coppia M e nel caso di una 
forza P si può esprimere rispettivamente con 


cs Mo _M°G_ @ _ PS, PI, dè 
iti L= 3290 13733033 


355. La coincidenza dell’ellisse di elasticità e dell’ellisse d’inerzia dei pesi 
elastici. 


a) Caso delle travi incastrate in B e libere in A. In questo caso (fig. 807 a) 
la diffusione del peso elastico nella trave (n. 353 a) non è soltanto una finzione 
intesa a dare espressioni più sintetiche (n. 353 d) ai risultati (510), (511), (518), 
ma è una realtà, poichè ciascun tronco ds o As della trave (o ciascuna asta, se 
è reticolare) possiede effettivamente una particella 4G 0 AG den definita del peso 
elastico G totale (spesso si indica AG con w e dG con dw). Infatti, se si pensa 
che sia elastico soltanto un tronco ds (fig. 615 a) e che tutto il resto della trave 
sia rigido, applicando una coppia M in A la parte fra B e ds non si muove, 
mentre per effetto della deformazione del tronco ds la parte fra ds e A subisce 
una rotazione do ben definita intorno al centro elastico parziale 0 del tronco ds; 
quindi dG è dato (508) da dG = do/M, ossia dall'angolo do se M = 1. Di due 
tronchi ds ha peso elastico maggiore quello che per azione dello stesso M contri- 
buisce alla rotazione totale © della sezione A con un 
angolo do maggiore. 

La rotazione complessiva della sezione A risulta 
dalla deformazione di tutti i tronchi della trave, e 
l'angolo totale 0 = M-G è la somma degli angoli 
parziali do, cioè X M - dG = M-£dG. Quindi anche 
il peso elastico @ è la somma dei dG. In questo caso, 
in cui le deformazioni dei vari tronchi si sommano 
per accrescere lo spostamento della sezione terminale, 
si dice che i pesi elastici parziali, e così pure i tronchi 
ds, sono disposti in serie. 

La distribuzione del peso elastico @ è dunque Fig. 615. 
definita naturalmente; per cui o la coincidenza delle 
due ellissi sussiste spontanea, o non sussiste, nel qual caso non sarebbe lecito 
ammettere (n. 353 a) la coincidenza stessa. Orbene, nel nostro caso tale coinci- 
denza sussiste e si può riconoscere nel modo seguente. 

b) I centri delle due ellissi coincidono: Infatti, il centro O dell’ellisse di 
elasticità è il centro della rotazione di A provocata da una coppia M; quindi, 
com'è noto dalla Cinematica, è il baricentro dei centri o delle rotazioni parziali, 
caricati degli angoli do. Invece il centro G dell’ellisse d’inerzia dei pesi elastici 
è il baricentro (n. 88) dei baricentri parziali o dei vari tronchi (?), caricati dei 


(*) Mentre per l’intera trave la coincidenza delle due ellissi si deve dimostrare per il motivo 
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pesi elastici parziali dG. Ma (507) gli angoli do = M - dG sono proporzionali ai dG, 
essendo M costante per tutti i tronchi; per cui (n. 74) i baricentri 0 e G coin- 
cidono. 

Le due ellissi coincidono: Infatti, una retta r generica del piano, considerata 
come retta d’azione di una forza P, ha per antipolo rispetto all’ellisse di elasticità 
il centro C di rotazione, ossia il baricentro delle rotazioni parziali do applicate 
nei centri parziali e (fig. 615 b). Considerata invece la 7 come semplice retta del 
]Jiuno, essa ha per antipolo rispetto all’ellisse d’inerzia dei pesi elastici il bari- 
centro dei momenti statici dGd, rispetto a essa, applicati nei baricentri par- 
ziali e (*). Ma (511) gli angoli do = P-dGd, sono proporzionali ai momenti 
statici dG d,, essendo P costante; per cui i due baricentri coincidono. Quindi, 
avendo ogni retta del piano lo stesso antipolo rispetto a entrambe le ellissi, queste 
devono coincidere (5). 

c) La coincidenza delle due ellissi, oltre a suggerire l’interpretazione sin- 
tetica di Culmann (n. 353) dei risultati (510), (511), (513), consente soprattutto, 
in questo caso della trave a mensola, di sostituire la costruzione dell’ellisse di 
elasticità (che richiederebbe uno studio elastico della trave, sia pure limitato a 
pochi casi, n. 366) con la costruzione di un’ellisse centrale d'inerzia, che si ese- 
guisce facilmente, quando sia nota (nn. 358, 359) la distribuzione dei pesi elastici 
dei vari tronchi o delle varie aste della trave. 

d) Caso generale. Quando invece la trave è vincolata in modo multiplo 
(fix. 607 bh), e A è una qualunque sezione intermedia (n. 349 a), la distribuzione 
del peso elastico G nella trave è fittizia e convenzionale, e ha soltanto lo scopo 
di estendere ai risultati (510), (511), (518) gli enunciati 
sintetici dei teoremi del n. 353. Infatti, pensato elastico 
soltanto un tronco generico ds o As della trave (fig. 616), 
2 di solito la sezione A non può muoversi, qualunque sia la 

Fig. 616. coppia o la forza che si applica in A (*); per cui un tronco 
ds non possiede un peso elastico parziale. 

In questo caso è dunque lecito immaginare il peso elastico G distribuito in un 
moo qualsiasi, e quindi anche in modo che la sua ellisse d’inerzia coincida con 
quella di elasticità, che invece è ben definita (n. 351 è). L’unica utilità di questa 
coincidenza è quella suddetta, mentre invece l’ellisse di elasticità si deve costruire 
direttamente, mediante un opportuno studio elastico della trave (nn. 366, 367). 


A 


ds 


detto in a), non sussistendo lo stesso motivo per un tronco ds. è lecito ammettere per il tronco 
la coincidenza delle due ellissi; e quindi anche dei loro centri o, e degli antipoli c di una retta r 
rispetto a entrambe le ellissi. 

In altri termini, per un tronco ds è ben definita l’ellisse di elasticità, mentre non lo è quella 
d’inerzia di 4G, perchè non è definita la distribuzione di d4G nel tronco (v. la nota 13). 

(8) In sostanza, la distribuzione dei pesi elastici 4G o dei loro momenti statici 4Gd, non 
è dunque altro che la distribuzione degli angoli parziali dyw di rotazione provocati da .M o 
da P, a meno dei fattori costanti M o P. Quindi. in altri termini, si trasferiscono a elementi 
geometrici e fisiei dipendenti soltanto dalla trave (i pesi elastici parziali) le operazioni che si 
dovrebbero eseguire sugli elementi cinematici dg dipendenti anche dalle forze; coi vantaggi di 
ottenere risultati indipendenti dalle forze stesse, e che servono poi per studiare gli effetti di 
qualsiasi altra forza, e di ricondurre il problema a costruzicni note (n. 355 c). 

(*) Non è così quando la trave è vincolata con una cerniera fissa a un’estremità e un ap- 
poggio scorrevole all’altra. Tuttavia il peso elastico relativo alla sezione 4 non è il complesso 
dei pesi elastici dei vari tronchi, e la sua distribuzione è ancora fittizia. 
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Se si considerano separate le due parti della trave collegate fra loro in A 
(mediante un taglio praticato in A), i loro pesi elastici (che sono effettivi, perchè 
ora le estremità A sono liberate) si dicono disposti in parallelo nella trave data; 
e le parti stesse si dicono collegate in parallelo. 

e) È evidente la netta differenza di comportamento di una struttura costi- 
tuita da due @ più travi (o tronchi di trave, n. 355 a) collegati in serie (fig. 617 a), 
e di una struttura costituita da due o più travi collegate in 
parallelo (fig. 617 b). A 

Nel primo caso, la forza applicata in A agisce per in- È D 
tero su ciascuna trave. Inoltre, queste si deformano libe- 
ramente, come fossero indipendenti. Infine, le loro defor- 
mazioni si sommano, contribuendo tutte ad aumentare lo 
spostamento della sezione terminale A. Il peso elastico com- 
plessivo è la somma dei pesi elastici delle parti componenti 
la struttura. 

Nel secondo caso, invece, la forza applicata nell’estremo 
A comune a tutte le travi si fraziona, ossia si decompone 
in più componenti (di solito in modo staticamente indeter- Fig. 617. 
minato, Cap. XX); e ciascuna di queste sollecita una delle 
travi, che perciò si deforma meno che nel caso precedente. Inoltre, le deforma. 
zioni delle varie travi non avvengono liberamente, ma si contrastano a vicenda, 
causa il vincolo mutuo esistente fra gli estremi A; ciò che costituisce un motivo 
più importante di ulteriore diminuzione della deformazione della struttura. Di 
solito, il peso elastico complessivo è assai minore dei pesi elastici delle travi 
componenti la struttura (es. 591, 594, 596, 597, 600). 


856. L'utilità della teoria dell’ellisse di elasticità. 


La determinazione dell’ellisse di elasticità di una trave rappresenta 
un lavoro preparatorio da fare una volta tanto, dopo di che essa serve 
per studiare in modo rapido e sintetico qualunque questione qualita- 
tiva o quantitativa riguardante la deformazione della trave (n. 352 e). 

Nel caso generale della fig. 607 b), pur dovendosi costruire l’ellisse 
di elasticità direttamente (n. 355 d), tuttavia la sua determinazione si 
fa dipendere dallo studio di tre soli casi di deformazione, scelti inoltre 
fra i più semplici (n. 366 d). Per cui essa consente ugualmente una note- 
vole economia di lavoro, prestandosi poi per lo studio della deforma- 
zione dovuta a qualsiasi forza (mentre invece lo studio diretto sarebbe 
diverso per ogni nuova forza considerata), nonchè per utili indagini 
qualitative rapide e intuitive sul comportamento della trave. 

Invece nel caso della fig. 607 a), la determinazione dell’ellisse non 
richiede nemmeno tale studio cinematico preliminare, ma è ricondotta 
alla costruzione di un’ellisse d’inerzia (n. 355 ec). Inoltre si risparmia 
di solito anche questa costruzione, bastando conoscere le caratteristiche 
elastiche dei vari tronchi o delle varie aste (nn. 354 c, 361). 
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L’ellisse di elasticità costituisce dunque un documento della trave 
che caratterizza e riassume le sue proprietà elastiche, il possesso del 
quale consente di studiare con risparmio di tempo e di fatica, e con 
la massima evidenza, la deformazione della trave provocata da qual- 
siasi forza agente sulla sezione A. Per cui conoscere l’ellisse equivale 
ad aver risolto qualunque problema elastico, sia diretto che inverso (!°). 


357. I teoremi fondamentali stabiliti direttamente. 


Quando la trave è incastrata in B e la sezione A è quella terminale e libera 
(fig. 607 a), i teoremi del n. 353, nonchè la relazione geometrica fra le rette r 
e i centri C, si possono anche ottenere analizzando la deformazione dei vari 
tronchi della trave (11). Indichiamo anche questa generazione, che contribuisce 
a porre meglio in luce l’essenza della presente teoria. 

a) Rotazione provocata da una coppia. Decomponiamo la trave in tronchi Às 
abbastanza corti da potersi considerare prismatici. Se in A agisce una coppia M 
(fi. 618 a), un tronco As si deforma in modo che una delle sue sezioni estreme 
ruota, rispetto all’altra, intorno al punto di mezzo o dell’asse geometrico del 
tronco (n. 358 a), di un angolo Av proporzionale a M. Quindi, indicando con 
AG 0 w una costante di proporzionalità dipendente dalle caratteristiche del 

a tronco e variabile in generale da tronco a tronco 
(peso elastico del tronco), si ha Ag = M-w. De- 
formandosi l’intera trave, la rotazione della sezione 
A risulta pertanto 


(507») o=ZAo=ZMw=M-XZw, 


e corrisponde al primo dei quattro teoremi. 

Il centro di tale rotazione è il baricentro G dei 
centri o caricati degli angoli Ao: oppure, per la co- 
stanza di M, caricati dei pesi elastici w. Ossia G è 
il baricentro dei pesi elastici w. 

b) Spostamento provocato da una coppia. Per 
effetto della deformazione del tronco As, un punto 4 
collegato rigidamente con A (fig. 618 a) subisce uno 
spostamento la cui componente secondo nna dire- 
zione x vale A3,=A0-d,= Mud,. Quindi lo spostamento totale risulta 


Fig. 618. 


(5105) S,= ZAS,=ZMuwd,= M-Zwd,, 


e corrisponde al secondo teorema, poichè Ywd, è il momento statico dei pesi 
elastici w rispetto a 2. 


(1°) Vale la pena di insistere sulla semplicità veramente singolare (che giunge talvolta fino 
a far risparmiare qualsiasi calcolo) con la quale si risolvono certi problemi. c della quale sono 
esemri eloquenti gli esercizi.550, 551, 552, 561, 562 d). 563, 564, 565, 571, 538 dD). 

(11) È questo il procedimento originale di Culmann. 
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c) Rotazione provocata da-una forza: Se in A agisce una forza P di retta 
d’azione r (fig. 618 b), il momento flettente medio nelle sezioni del tronco As 
vale M = Pd,: quindi la rotazione dovuta alla deformazione del tronco vale 
Ao = Mw= Pd,w. La rotazione totale risulta perciò 


(511,) g=ZAo=YPd,w=P-Xwd,, 


e corrisponde al terzo teorema, poichè X w d, è il momento statico dei pesi ela- 
stici w rispetto a r. 

La rotazione è nulla se è nullo il momento statico, ossia se la forza passa 
per il baricentro elastico G. 

Il centro della rotazione parziale è un punto e distinto da 0 (v. la nota 13). 
Il centro della rotazione totale è il baricentro C dei centri c caricati degli 
augoli Ag; oppure, per la costanza di P, caricati dei momenti statici wd, dei 
pesi elastici w rispetto a r. Quindi C è il baricentro dei momenti statici (12) dei 
pesi elastici rispetto a 7; ossia (n. 88) è l’antipolo di 7 rispetto all’ellisse centrale 
d'inerzia dei w. 

d) Spostamento provocato da una forza. Per etfetto della deformazione del 
tronco Às, un punto a collegato rigidamente con A (fig. 618 b) subisce uno spo- 
stamento la cui componente nella direzione 7 vale A3, = Ag: d/= Pd,wd{. 
Quindi lo spostamento totale risulta 


(513,) d,= ZA3, = XY Pd,wd{= P-Xwd,d{, 


e corrisponde al quarto teorema, poichè X wd,d{ è il momento centrifugo dei 
pesi elastici w rispetto a r e a 2. 

e) Pertanto, l’analisi della deformazione della trave, risultante dalla defor- 
mazione di tutti i suoi tronchi As, conduce per via diretta a dimostrare gli stessi 
teoremi del n. 353, e a stabilire poi (n. 357 c) la relazione di antipolarità, rispetto 
all’ellisse centrale d’inerzia dei pesi elastici w, fra le rette 7 delle forze P agenti 
in A ei centri 0 di rotazione della A. Tale ellisse d’inerzia si assume quindi 
come ellisse di elasticità, senza dover ammettere o dimostrare (nn. 353 a, 355) 
la coincidenza delle due ellissi. 

Per contro, la generazione sintetica di W. Ritter dell’ellisse di elasticità 
(on. 349-351), e la successiva deduzione dei teoremi fondamentali (nn. 352-353), 
sono valide comunque sia vincolata la trave (fig. 607 a,b) e qualunque sia la 
sezione 4; mentre il procedimento di Culmann ha senso (n. 355 d) soltanto nel 
caso della fig. 607 a). 


358. Travi a parete piena: le caratteristiche elastiche di un tronco pri- 
smatico. 


Supposto che la trave sia del tipo della fig. 607 a), consideriamo 
da prima il caso delle travi a parete piena, ad asse generalmente curvo 
(a piccola curvatura) e di sezione generalmente variabile (lentamente). 


(**) Essendo lecito ammettere (nota 7) che c sia il baricentro del momento statico wd, di w 
rispetto a r. 
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Decomponiamo la trave in tronchi ds (o in tronchi As abbastanza corti 
da potersi considerare prismatici), e determiniamo le caratteristiche 
elastiche di un tronco (1) (baricentro elastico, peso elastico, semiassi 
dell’ellisse parziale di elasticità); oppure, ciò che è lo stesso, di una trave 
prismatica e omogenea di lunghezza l. 

a) Baricentro elastico. Consideriamo dunque una trave prismatica 
lunga 2 e applichiamo in A una coppia M (fig. 619 a). Elementi uguali ds 
della trave, soggetti al momento flettente costante M, contribuiscono 
alla rotazione © della sezione A con angoli uguali do; quindi la rota- 
zione complessiva avviene intorno al punto di mezzo G dell’asse della 
trave (o del tronco As), che è quindi (n. 351 a) il suo baricentro elastico. 

Allo stesso risultato si giunge ricordando le (259), (260), dalle quali 
si deduce che il centro G della rotazione di A dista da A di 


MB2FJ _1 


= MET 32 


Î pps 
do 2° 

b) Peso elastico. Se @ è il peso elastico della trave, se J è il mo- 
mento d’inerzia della sezione rispetto all’asse di flessione, che è normale 
al piano della coppia o della figura (flessione retta), e se E è il modulo 
di elasticità, l’angolo @ di rotazione della sezione A provocato da JM 
si può esprimere mediante la (507), o mediante la (124): 

MI 
eek, #57 


Dal confronto, si deduce il peso elastico della trave 


aa _4 
(515) G= EI: 
Nel caso di un tronco ds 0 As, il suo peso elastico è 
ds _ gn _— De 
dG = EI ’ AG =w = EI . 


(33) Anche un tronco ds o 4s possiede un’ellisse parziale di elasticità, poichè il centro € 
della rotazione di una delle sue sezioni estreme rispetto all’altra dipende dalla retta d’azione r 
della forza P che lo sollecita. Infatti, mentre quando agisce una coppia il centro c coincide col 
centro elastico o del tronco, quando invece agisce una forza esso si sposta trasversalmente 
per effetto della componente di P normale alle sezioni ed eccentrica (n. 260), e si sposta longi- 
tudinalmente per effetto della componente parallela alle sezioni, cioè per effetto della variabi- 
lità del momento fiettente lungo il tronco se questo è finito (punto D delia fig. 312), e per 
effetto del taglio (che da solo produrrebbe una traslazione relativa delle due sezioni, n. 175). 

D’altra parte, mentre ciascun tronco ds (o 4s) possiede un peso elastico 4G (o 4G) ben 
definito (nn. 355 a, 358 b) (perchè si suppone che la trave sia del tipo della fig. 607 a), nulla 
invece definisce la legge di distribuzione di esso nella sezione longitudinale del tronco: nè trasver- 
salmente (perchè una particella di volume 5 dh ds non possiede un peso elastico), nè longitu- 
dinalmente (nel caso di ds infinitesimo). Per cui è lecito pensare dG (o 4G) distribuito in modo 
che la sua ellisse centrale d'inerzia coincida con l’ellisse di elasticità del tronco, e determinare 
quindi, mediante il quarto teorema, l’ellisse parziale d’inerzia in luogo &i quella di elasticità. 
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Come si era previsto (n. 352 a), il peso elastico dipende dalle carat- 
teristiche geometriche (1, J) e fisiche (E) della trave o del tronco. 

c) Semiasse trasversale (che spesso indicheremo con g;). Una forza P 
agente secondo l’asse 2, della trave (fig. 619 b) provoca in A una tra- 
slazione secondo la P stessa. Perciò l’ellisse cercata ha un asse coinci- 
dente con P (n. 351c), ossia con l’asse della 


trave (ciò che è evidente anche per la simmetria). M A | 
Se 92, 0 Pi è il semiasse trasversale dell’el- è 
lisse (che è anche il raggio d’inerzia rispetto 4A e 
a #), lo spostamento della sezione A si può i BS 
i » RA 4‘ è Fe — fe”! 
esprimere mediante la (513;), o mediante la (84): Ù b) 
n _ PI mÙ 
ò, = P'Ia=P- Go da, “i 
Dal confronto, si deduce bia 
so Li : sue t :_ 1 
Go = Ei! ossia (515) pj = pa) 
da cui 
ù JT Îe 
(516) Pa, = P1= | Ss» Fig. 619. 


Questo semiasse è indipendente dalla lunghezza della trave o del 
tronco, e dipende soltanto dalla sezione. 

d) Semiasse longitudinale (che spesso indicheremo con pg;). Una 
forza P agente secondo l’asse y (fig. 619 c) provoca in A uno sposta- 
mento che si può esprimere mediante la (513), o mediante la (262) 
e la (201): 


3, =P-J,=P|In+9(3)|=P(6%+95): 


PR, ., PI 


è, = TG 


Dal confronto, si deduce 
l 2 \ __ aa l sei a — 4 E.J. 
miti =umtia ossla Po itXG' 3 
da cui (516) 
(ALT) Puo = PI =|& Cobgla ini 


Quando 1 è abbastanza grande rispetto a Pz; Il secondo termine 
diventa trascurabile; ciò che conferma la decrescente influenza di 7 


O. BELLUZZI — Scienza delle costruzioni — II 2 
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rispetto a quella di M (n. 326 d). Quindi si ha 
da 1 As 
(DIT1)) pay = PL. = = 0,2891, oppure go.= via 
e il semiasse è indipendente dalla forma e dalle dimensioni della sezione (1%). 


Nel caso della sezione rettangolare, se E/G = 5/2, risulta 


1 y/l? 
Py = P1= 3 Va + h?. 
Quando il troneo è di lunghezza ds infinitesima, rimane p,, = p1 = VYE/Gpe 
Il taglio non ha influenza su G e G (definiti mediante M), nè su pi- 


359. Travi reticolari: le caratteristiche elastiche di un’asta. 


Nel caso delle travi reticolari, le parti costituenti sono le aste; e 
non è necessario decomporre queste in elementi minori poichè, per la 
costanza dello sforzo e della sezione lungo un'asta. è facile determi- 
nare le caratteristiche elastiche del- 
l’asta intera. 

a) Baricentro elastico. Una coppia 
M applicata all’estremità A della trave 
reticolare (fig. 620) provoca in ogni asta 
uno sforzo S e fa variare la sua lun- 
ghezza; per cui, se si pensa elastica 
soltanto un’asta s, la parte di trave 
compresa fra A ed s ruota intorno al 

Vig. 620. polo m dell’asta. Quindi m è il bari- 
centro elastico dell’asta s. 

b) Peso elastico. Se r, è la distanza di m da s, l’asta s sopporta 
lo sforzo S= M/r,, e la sua variazione di lunghezza è As = Ss/EA = 
= Ms/EArn. L'angolo Ao che ne consegue si ottiene dividendo As 
per tm, per cui Ag = Ms/EArg. Quindi per la (508) risulta AG = 
= Ao/M, ossia 


(518) AG = = 


— 5. — +È 
EArR” 


espressione omogenea con la (515). 


(34) A scanso di equivoci, giova osservare alcune coincidenze casuali: 

Il semiasse 0; è uguale al semiasse dell’ellisse d’inerzia della sezione retta situato sul’asse 
di sollecitazione. 

Se si trascura il taglio, il semiasse 0, coincide col semiasse longitudinale dell’ellisse d’inerzia 
della sezione longitudinale (che è rettangolare) della trave o del tronco. 

Infine, se la sezione retta è rettangolare. il semiasse 0; coincide anche col semiasse trasver- 
sale dell’ellisse d’inerzia della sezione longitudinale. Quindi nelle due ipotesi l’ellisse di elasti» 
cità coincide con l’ellisse d’inerzia della sezione longitudinale. 
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che pr = Pr: Ps = Psr si riconosce facilmente che nelle equazioni dei nodi 3 
e 4 posti sull'asse di simmetria si raddoppiano i coetticienti di gs e g;. Invece 
nelle equazioni dei piani si raddoppiano i coeflicienti di @1. @2: Ps: Psr 
oppure si dimezzano i coefficienti di 
Pz: Pis Un Ha ® i termini noti. 
Quindi la tabella risulta (non è sim- 
metrica come lo è la tabella gene- 
rale, perchè questa è ridotta) 


i 
rr 


Esercizio S47. — Scrivere la tabella per la struttura simmetrica della fig. 995, 
con un numero dispari di campate, soggetta a sole forze orizzontali. 


Soluzione. Anche in questo caso si ha gy = @>: Pg = Pa: Ps = Ps Nelle 
equazioni dei nodi 2, 3, 5 prossimi all’asse di simmetria si usa (Wy = 6£/1) 


[os] = 2(É1+ É0+ Em + for) + for = Q2+ Eso, [os]= 05 + S3a»  [0s]=05+ és. 


Nelle equazioni dei piani si dimezzano i coefficienti di 3, 49, “3 e i termini noti. 
Quindi la tabella risulta 


Fig. 995. 


Esercizio S48. — Studiare la struttura simmetrica della fig. 996, soggetta a 
sole forze orizzontali. I dati sono J, = 0,020 m*, J, = 0,012 m', /, = 0,009 m* 
per i piedritti, e I, = 0,050 m*, I, = 0,040 m*, I; = 0,030 m* per le travi; inol- 
tre si ha 1= 10 m, f}= 8 m, h7=h3=6m; P,= P, = 2000kg, P3= 1000 kg. 

Soluzione. Le incognite sono pi, Ps: Pa: Ur: Uta, Uz. Le caratteristiche È delle 
varie membrature, i coefficienti [o] e X, e i termini noti S valgono 


E, = 0,0050 = E, = 0,0040 = Egy = 0,0030 
E, =0,0025 È =0,0020  é& =0,0015 
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g) Per travi a correnti paralleli di forma semplice è facile determinare 
l’ellisse complessiva di elasticità, deducendola da quella di un tronco prismatico 
(es. 542). 

Anche per le travi ad aste sovrabbondanti, purchè di forma semplice, si 
ottiene facilmente l’ellisse di ciascuno scomparto (es. 543). 


360. Costruzione dell’ellisse di elasticità. 


a) Consideriamo per ora il caso delle travi del tipo della fig. 607 a), 
nelle quali i pesi elastici dei vari tronchi sono disposti in serie (n. 355 a). 

Determinati (nn. 358, 359) i pesi elastici parziali w di ciascun tronco 
o di ciascuna asta, i loro baricentri parziali, e (nel caso delle travi a 
parete piena o nel caso del n. 359 e) le ellissi parziali di elasticità 0 
d’inerzia dei pesi elastici, per ottenere l’ellisse totale di elasticità basta 
(n. 355 a, bd. c) costruire con procedimento analitico o grafico (nn. 93, 94) 
l’ellisse centrale d’inerzia dell'intero sistema. 

Spesso tale costruzione risulta molto semplificata per l’esistenza di 
simmetrie o di altre circostanze speciali, oppure in virtù di particolari 
considerazioni, come vedremo negli esercizi che seguono. 

In ogni caso è sufficiente (n. 92) tracciare gli assi dell’ellisse, oppure 
una coppia di diametri coniugati. 

b) Per il caso generale (fig. 607 b) si vedano i nn. 366, 367. 


861. Impiego della teoria senza costruire l’ellisse. 


a) Se la trave è del tipo della fig. 607 a), di solito non è neces- 
sario costruire l’ellisse complessiva della trave. In tal caso, i momenti 
statici, o centrifughi, o d’inerzia (occorrenti per l’applicazione dei teo- 
remi del n. 353) non si determinano in modo sintetico secondo le (507), 
(510), (511), (513), ma si calcolano invece sommando i valori parziali 
relativi ai diversi tronchi o alle diverse aste, secondo le (507,), (510), 
(511.), (5135). 

Se i tronchi hanno lunghezze infinitesime ds, tali somme diventano 
degli integrali, che spesso però non si calcolano agevolmente. Se invece 
i tronchi sono finiti, si può procedere mediante sommatorie. Si possono 
usare le sommatorie che sostituiscono gli integrali, con i AG al posto 
dei d@, essendo i AG calcolati mediante Y delle sezioni medie dei tron- 
chi As. Ma è preferibile calcolare invece gli integrali stessi mediante la. 
formula di Simpson (Cap. XIX, n. 405 c), che dà un’approssimazione 
molto migliore. Oppure si possono tracciare dei poligoni funieolari, che 
presentano particolari vantaggi (n. 361 c). Le lunghezze As dei vari 
tronchi possono essere maggiori dove la trave ha minore curvatura e 
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dove le sezioni variano più lentamente, ossia dove tali tronchi si sco- 
stano meno dalla forma prismatica supposta nel n. 358. 

L’esame qualitativo del comportamento della trave (n. 351 c), reso 
possibile dalla conoscenza dell’ellisse, si può ugualmente effettuare, 
essendo sufficiente per tale uso tracciare l’ellisse in modo grossolano. 

b) Se la forza agisce su di una sezione intermedia D della trave 
(fig. 622 a), questa diventa la sezione terminale, 
perchè la forza deforma soltanto il tratto DB. 
Lo spostamento di un punto del tratte AD si 4 
ottiene considerando il punto rigidamente col- 
legato con D. 

Se invece la forza agisce in A, ma si vuol 
conoscere lo spostamento di un punto d di una 
sezione intermedia D, o collegato rigidamente 
con D (fig. 622 b), la sezione D è ugualmente 
la sezione terminale, poichè tale spostamento 
dipende dalla deformazione del solo tratto DB. 
Il tratto AD si considera come un collegamento rigido che trasmette 
la forza in D (perchè la retta d’azione della forza non è sensibilmente 
modificata dalla deformazione). 

In questi casi, essendo l’ellisse complessiva variabile con la lun- 
ghezza del tratto DB, ossia con la posizione della sezione D, s'impone 
naturalmente il procedimento indicato in a). 


P 


Fig. 622. 


c) Come esempio del procedimento grafico, nella fig. 623 sono tracciati i 
diagrammi degli spostamenti verticali 7) e orizzontali £ dei vari punti dell'asse 
di una trave, provocati da una forza verticale 
P agente nell'estremo libero A. Divisa la trave 
in tronchi As, dei quali si determinano i pesi 
elastici w e le ellissi parziali, si calcolano nu- 
mericamente (per risparmiare un poligono fu- 
nicolare) i momenti statici wd, rispetto alla 
retta 7 di P e si applicano, come forze fittizie 
verticali e orizzontali, negli antipoli di r ri- 
spetto alle varie ellissi. Tracciato il poligono 
di tali forze e assunto un polo O, si collegano 
le forze con un poligono funicolare p avente 
i lati paralleli alle proiettanti, e con uno pj 
avente i lati normali. Questi poligoni, riferiti 
al primo lato, sono i diagrammi degli sposta- 
menti n e % cercati, a meno del fattore Pi. 
Infatti, se n° (0 %’) è un’ordinata corrispon- 
dente a uno dei punti D di divisiene dei tronchi 
As (che è esatta nonostante la scomposizione 
in tronchi finiti, n. 198 b, d) (letta come lun- 


ghezza nella scala del disegno) e ) è la distanza polare fletta nella stessa scala 
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di rappresentazione dei wd,, che hanno la dimensione F-!), il prodotto n 
(o €72) è il momento statico rispetto alla verticale y (o all’orizzontale x) dei mo- 
menti statici wd, compresi fra D e B: ossia è il momento centrifugo /,, (0 J,,) dei 
soli 2 che concorrono a far spostare il punto D. Quindi si ha n= P-J,,= Pin, 
E = P-J,,= PE. Se si è assunto X = 1/P, le ordinate n’ e É’ rappresentano 
gli spostamenti n e È ridotti nella scala del disegno. Per ingrandirle n volte 
(n. 211 b) basta assumere X = 1/nP (1°). 

Rispetto al calcolo numerico, il procedimento grafico ha il vantaggio di valere 
per ogni punto D, poichè tiene conto automaticamente di quei w che contribui- 
scono allo spostamento di D, il cui numero varia con D, e della variazione della 
verticale y. 

Altre costruzioni grafiche si trovano negli esercizi 544, 586. 

d) Se la trave è del tipo della fig. 607 a), si può applicare la teoria 
dell’ellisse di elasticità anche se agiscono parecchie forze in diversi punti 
lungo la trave, anzichè una sola forza nella sezione terminale: 

Ogni tronco ds o As è sollecitato dalle sole forze che lo precedono, 
aventi una risultante di retta d'azione r. Perciò si determina per ogni 
tronco l’antipolo e di r rispetto all’ellisse del tronco, e si applica in c 
il momento statico wd, di w rispetto a r. Se di un punto d collegato 
con una sezione D si vuole lo spostamento secondo una retta 2 pas- 
sante per d, detta d/ la distanza di c da x si ha (n. 361 D) 


D 
(a) S,=XYR-wd,di. 
B 
Il prodotto Rd, è il momento flettente M nel tronco ds o As; per cui 
conviene scrivere 


D 
(521) S,= Mud. 
B 


In tal modo si ha però l'inconveniente che la risultante F e la sua retta r 
variano coi tronchi As, perchè varia il numero delle forze che li precedono. Quindi 
si dovrebbe determinare per ogni tronco l’antipolo ec di rette r variabili; con in 
più l’aggravante che se si cambiano le forze agenti, cambiano tutte le rette r 
e cambiano gli antipoli c. Perciò è preferibile usare il seguente artificio (1°): Il 
momento centrifugo J,, di uno qualunque dei w non cambia se si calcola prima 
il momento statico wd, rispetto a 7, poi si applica questo nell’antipolo e, di x 
rispetto all’ellisse del tronco e si moltiplica per la distanza d, di c, da r. Quindi 
in luogo della (a) si ha 


(b) $,= SR-wd,d{. 


LIS) 


(*) In virtù del teorema di Maxwell, questi diagrammi sono anche le linee d’influenza 
(n. 378) dello spostamento verticale di A provocato da un carico verticale od orizzontale che 
si sposta sulla trave. 

(3?) C. F. JopI: Sulle equazioni di elasticità dell’arco incastrato, «Il Cemento armato », 1935, 
n. 7, pag. 73. . 
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Il prodotto È d; è il momento flettente calcolato nell’antipolo c, di x; anzichè 
nel baricentro del tronco. Indicandolo con M'’, si ottiene 


D 
$. = Z M'ud,. 


(522) 


In questo modo le distanze d, dei baricentri dei tronchi da x, e gli antipoli (A) 
della x, sono indipendenti dalle forze e si determinano una volta tanto. Mentre 
il momento flettente M' rispetto ai punti c, si calcola senza difficoltà (se si ha 
il diagramma M, esso dà anche gli M°). 

La sostituzione di M con M' equivale a tener conto della deformazione pro- 
dotta dallo sforzo normale N e dallo sforzo di taglio T; come nella (521) se ne 
tiene conto mettendo d{ invece di d, (n. 362). 


Esercizio 581. — Calcolare l’abbassamento dell’estremo A della trave di 


sezione costante della fig. 624 a). 

Soluzione. La forza P deforma soltanto il tratto DB, ad ec n ee i 
mentre il tratto AD collega rigidamente A con la sezione fa Rpg pane pun | Ì 
terminale D; per cui interessa l’ellisse del tratto DB. 1 

Trascurando l’influenza del taglio, e accettando P D de pe 
quindi la (517,), per la (513) e la (70) l'abbassamento Al mar ri 
cercato risulta 

b b 2 Fig. 624 
INI . . 
=P -- (a +30). 
ò EJ 2 3 


Per tener conto dell’influenza del taglio basta calcolare 9; mediante la (517) 
e sostituire 20/3 con d/2 + gf : (6/2). 


Esercizio 582. — Calcolare l’abbassamento di un punto D della trave di 
sezione costante della fig. 624 b). 

Soluzione. La forza P deforma l’intera trave, ma lo spostamento di D è 
dovuto alla deformazione del solo tratto DB; per cui D va considerata come se- 
zione terminale, e quindi interessa l’ellisse del tratto DB. Il tratto AD (la cui 
deformazione non modifica la retta d’azione di P) si considera come un braccio 
che trasmette la forza alla sezione D. 

Per la (513) e la (517,), l'abbassamento cercato risulta 


3 (+3) + 


ed è uguale (Maxwell) al risultato dell’esercizio 531. 
Sostituendo a con x e d con Z—z, si ottiene l’equazione della linea ela- 
stica. 


è=P 


b212 ) 
a +b/2)’ 


Esercizio 533. — In una mensola di sezione costante calcolare l’abbassa- 
mento dell’estremo A soggetto a una forza verticale P passante per il baricentro 
elastico (fig. 625 a). 
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Soluzione. La sezione A non ruota (n. 351 e). Per la (513), il suo abbassa- 
mento è dato da (36,) 

P 1 3a_ PR 
o EJ 12° 125EJ° 


Ma = PIyg= PJ 


Esercizio 534. — Studiare il movimento dell'estremo A quando la forza ver- 
ticale che agisce su di esso passa per l'estremo B incastrato (fig. 625 Db). 
Soluzione. Il centro di rotazione di A è l’antipolo C della retta P, distante 1/3 
da A. Per la (511), la rotazione di A è data da 
1 


Pa= PI 


a) ILA 


db _ PI? 
32° 263° 

La rotazione di A è destrogira, altrimenti P si alze- 
rebbe. Quindi il punto A si alza di 


__1_ PE 
«=Reg 7 r* 


n 
Per ogni altra sezione distante b da B basta sostituire d a 1A 


Esercizio 535. — Calcolare l'abbassamento dell’estremo A della trave della 
fi. 626a), e determinare l’equazione della linea elastica. a 


Soluzione. a) Considerati elastici i diversi tronchi dx, 4 EPMENID III ERTIIA 
per la (513) si ha -——x — dx a) B' 


b) Considerati elastici i diversi tronchi dZ che seguono 
il punto di ascissa 2 (fig. 626 b) del quale si vuole l'abbassamento, si ha 
U - 
P£ de 
n= / I°EI 
e 


ISINAAI 


(£-2)= SII (314 — 408x + 24). 


Esereizio 536. — Calcolare la rotazione e gli sposta» 
menti verticale e orizzontale di A provocati dalla forza P 
(fig. 627) (si sono esagerate le larghezze delle due travi 
per rendere più chiara la figura). 

cai Soluzione. Pesi elastici delle due travi: G = V/EJ, 
Fig. 627. G,= NEI. 
Non è necessario costruire l’ellisse complessiva, purchè 
siano tracciate quelle parziali di ciascuna trave (n. 358 c, d), rispetto alle quali 
determiniamo gli antipoli C e 0, della retta r di P (GC = pi/d,, GC,= pi:/dr)- 

Rotazione della sezione A (511,): P, = P(G4, + G;d). 

Spostamento verticale di A (513;): = P(G4,d; + Gt, dir). 

Spostamento orizzontale di A ur pa =P-G; d,, dia» 
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Esercizio 537. — Determinare con procedimento analitico il peso elastico, il 
baricentro elastico e l’ellisse terminale di elasticità di una pila di pietrame 
(fig. 628 e) alta R = m 24, avente le sezioni rettangolari di lunghezza costante 
a= m 4,00 (normalmente al piano della figura) e di larghezza variabile linear- 
mente da è, = m 1,60 a db,h=m 2,40. 

Soluzione. Se 0 è il punto in cui concorrono i due lati inclinati del trapezio 
(fig. 628 a), la larghezza e il momento d’inerzia di una sezione generica distante y 
da o valgono 


e le distanze di o dalle due basi della pila risultano 


bi ba 


"EE" S°E-h h. 
Peso elastico di un tronco dy: 
dy 1248 dy 
dG = FJ Ea(b,— bt} y°° 
Peso elastico dell’intera pila: 
Va Lia, Fer 
1238 "dy — 6(b, + bo) 
G= =f IG = Fat, =D J 4 Eabdbg * Da; 6 
Va 


Momento statico dei pesi elastici rispetto all’orizzontale @ per 0: 


1278 dy _ 12h? 
fue = za I 7 Eabb,b,— db) * 


Distanza del baricentro elastico dalla retta x: 


Lena, 
oe ga 


Momento d’inerzia dei pesi elastici rispetto alla verticale vo: 


y 
_ [2 5_ (bd) 12%8 ° dy h ba, 
In -/ù g= 124% —Ea(b,—b,) i Ea(b, — bi) log bi” 


e quindi Pi = OPRICA 

Momento d’inerzia dei pesi elastici rispetto all’orizzontale x per o (trascu- 
rando l’influenza del taglio, ossia supponendo nulli i semiassi verticali 9, delle 
ellissi parziali dei tronchi dy): 


1273 Py 1238 
; | = log 


E, * 2 PEeD 2 
Ja = J Vé& = ma] mi 
Vi 


by 
b. 


1 
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Quindi si ricava g7; poi (32) si deduce Pi, rispetto all’orizzontale vo per G: 
J 
pi= > Pi 
Coi dati numerici, supposto E = 105 ke/emq = 10° kg/mq, si ottiene 
Y,= 72 m, G = 9,7656 - 10-9° kgm-, va = 57,60 m; 
Ty, = 3,041-107° kg1m, O» = 05580 m; 
Ja = 32842,7-10-* s ,  p,,=6,7335». 
(G è, in radianti, la rotazione in sommità provocata da M = 1 kem). 


L’ellisse di elasticità è così pienamente determinata (fig. 628 c, disegnata nella 
scala 1:500). 


Esercizio 538. — Risolvere l’esercizio precedente mediante sommatorie, de- 
componendo la pila in tronchi finiti. 

Soluzione. a) Decomponiamo la pila in quattro soli tronchi di uguale lunghezza 
Ah=6 m (fig. 628b), per giudicare della facoltà di approssimazione del pro- 
cedimento per sommatorie. I valori parziali sono 


Tronchi 1 2 3 4 

b m 1,70 1,90 2,10 2,30 

J mi 1,638 2,286 3,087 4,056 

w = AREJT kgm7! 3,663 - 10- 2,625 - 10-9 1,944 - 10-9 1,479 - 10-98 
pì = b?/12 m? 0,2408 0,53008 0,3675 0,4408 

gi = Ah?12 m? 3,00 3,00 3,00 3,00 


Peso elastico dell’intera pila: G = Yu = 9,711 -10-9 kgm-1. 
Momento statico dei pesi elastici rispetto all’orizzontale 2’ per la base infe- 
riore (distanze y= 21-15-9-3 m): 


Zy'w = 138,231 - 1079 kg. 


Distanza del baricentro G dalla base inferiore 


, Zy'w 
Yin “e” = 14,234 m; 
mentre dalla soluzione analitica si ha y@ = 72 — 57,60 = 14.40 m. 
In =Zp?w= 3,038-10-* kgtm,  py= VING = 000 m. 

Rispetto all’orizzontale x’ per la base si ha 

Jy = Z(y'° + p?)w = 2405,92 - 10-9 kg-tm,  pîr= 2 — 247,752 m?; 
da cui si ricava (32) il raggio d’inerzia rispetto all’orizzontale x, per G: 

pi, = Pe — ve? = 45,145 m3, pa, = 6,719 m. 


b) Un’approssimazione molto migliore si ottiene calcolando invece gli inte- 
gra] -!!sercizio 537 mediante la formula (573) di Simpson (Cap. XIX, n. 405 c). 
Si trova, ad es., G = 9,768 - 10-? kgm, YG= 14,41 m. 
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Esercizio 589. — Costruire l’ellisse terminale di elasticità del portale sim- 
metrico (svincolato in A) della fig. 629, costituito da tre travi prismatiche. 

Soluzione. Il peso elastico della trave orizzontale è G = EJ, e quello di 
ciascun piedritto è G, = R/E,J,. Se si trascura l’influenza del taglio, i semiassi 
trasversali o, e longitudinali g, valgono 


pe= VI/A, pi=YV12; 
fu 3 VI; 41, On 3 


Il peso elastico complessivo è l 
Distanza del baricentro G dall’asse della trave ni ® 
orizzontale: © ly CA 


= 2Gh2  __ Gi Fig. 629. 
d=g+:g7G+36,"° 


Rispetto all’asse orizzontale 2, e a quello verticale %, per G si ha 


Ja 
Tzo = G(oî + d?) + 2G.[0î + (h/2— d)] s Pao = | po Ò 


Esercizio 540. — Calcolare le rotazioni e gli spostamenti dell’estremo libero A 
(fig. 629) provocati da una forza verticale P, o da una forza orizzontale P,. 
Soluzione. Se C' e C”' sono gli antipoli delle rette y e x (GO'= p? (Ga, GO”= 
= (A Gb), indichiamo con uno o con due apici le distanze di 0” o di C”' dalle 
rette che interessano, e senza apici le distanze di G. 
Movimenti provocati da P,: 


o=P,'Gd,, d,= P,-Gd,dj, do Pi Gib 
Movimenti provocati da PL: 
= Po Gd,, d,= P,'Gddy , do, = P,-Gdd'. 


(Per le forze particolari considerate si ha d/= d,, 
dy= d,; quindi per calcolare d,(P,) = è,(P,) basta cono- 
scere la posizione di G, senza che occorra l’ellisse). 


Fig. 630. 


Esercizio 541. — Costruire l’ellisse terminale di elasticità del sistema della 
fig. 630, costituito da due travi prismatiche uguali ad angolo retto. 

Soluzione. Peso elastico di ciascuna trave G'= 1/EJ. Peso elastico totale 
G = 2G'= 21/EJ. 

Il baricentro elastico è il punto di mezzo della congiungente G’G’ dei bari- 
centri parziali. 

Trascurando l’influenza del taglio, i momenti d’inerzia del peso elastico di 
una trave rispetto all’asse trasversale & e a quello longitudinale 7 valgono 


1 ar i # i 
CS ir: = &_ La € af . = 
S=Ge= Fr na3= RD n=9= E 47 FA 
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Per le (56), essendo cos?45° = sen? 45° = 1/2, i momenti d’inerzia del peso 
elastico di un’asta rispetto agli assi 2, e y risultano 
J{+43, 13 3 
2 - (1+12-3)- 
2 24EJ A? 


J,=J 


Quindi rispetto agli assi baricentrici 2, e Y, sì ha 


; B NPA; @ 
In=2%,= wpI(1 +! ): Pan = | G* 

ict IV li MER; Tu 
In= (+e (7a) eo=lg. 


Se si trascura anche l’influenza dello sforzo normale, ossia il secondo termine 
della parentesi rispetto all’unità, risulta 


f, a ! raf l 
to 12EJ’ Pro Tavo” vo 7 35J” Po" VE” 


Esercizio 542. — Determinare l’ellisse complessiva di elasticità di una trave 
a correnti paralleli (fig. 631 a), aventi la sezione A costante in tutta la lun- 
ghezza l; con diagonali ugualmente inclinate nei due sensi e di sezione co- 
stante A, (18). 

Soluzione. a) Una coppia applicata nell'estremo libero sollecita le sole aste 


dei correnti (449), per cui la rotazione @ è dovuta alla loro deformazione. Quindi 
il peso elastico è uguale a quello di un tronco prismatico lungo 1 (515), la cui 
sezione abbia lo stesso momento d’inerzia di quella dei due correnti, ossia 
J= = 2A(h/2)}= Ah*2. Risulta perciò 
523 21 
Av NANA] sb SEM 
DE Per lo stesso motivo, il baricentro elastico è nel 
a centro di figura. 
ra b) Una forza P assiale sollecita soltanto i eor- 
D'ALTA! renti, per cui la trave oppone @ tale forza la sezione 
2A. Quindi, per la (516), il semiasse trasversale del- 
Fig. 631. l’ellisse risulta 
(524) pi= h2. 

e) Una forza P agente secondo la verticale per l’estremo libero deforma 
le aste dei correnti mediante il momento flettente, e quelle di parete mediante 
il taglio. Il primo termine della seconda espressione di $, del n. 358 d), per 
J = Ah?/2, diventa $/= 2P1/3EAh?. Il secondo termine di è, va sostituito con 
lo spostamento dovuto alla deformazione delle diagonali: In ognuna di queste la 
forza P provoca uno sforzo Sj = P(d/h); per cui l’addendo cercato vale (470,) 

ld Pda d _ Pd 
RR EA; " EA” 


d,=ZS,Sp=% 


(3*) V. appendice del terzo volume dell’opera di W. RITTFR citata nel n. 368. 
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essendo x il numero delle diagonali. Ma si ha n= l/f, e quindi dj/= PdijEA hf. 
Pertanto l’intero spostamento risulta 


_ 2PR_, Pal 
© 3EAh? EA,h?j° 


Uguagliandolo alla prima espressione di è, (n. 358 d), si ottiene 


dy 


(525) p1= | 23 PERA 


d) Nel caso di una trave con diagonali e montanti (fig. 631 b), di sezione 
costante A,,, si ha invece 
172 Ad AR 
2 = i A Zé 
vessa) Pi=|73 +34, + 34,3 


Esercizio 548. — Determinare l’ellisse di elasticità di uno scomparto di una 
trave reticolare a correnti paralleli (19) di uguale sezione A, con diagonali e 
eontrodiagonali di sezione A,, e montanti (fig. 632). 

Soluzione. La struttura è iperstatica; tuttavia il suo studio diventa deter- 
minato, se si ritiene trascurabile la deformazione dei montanti (2°), e i risultati 
sono gli stessi sia che i carichi agiscano nei nodi 
superiori che inferiori. 

a) Una coppia M agente nell’estremo libero pro- 
voca nei correnti due sforzi uguali e contrari S= M/h, 
e fa variare la loro lunghezza di Af=Sj/EA= Mj/EAh. 
Quindi l'estremo ruota dell’angolo © = Af: (7/2) = 
= 2Mj/EAR*, e il peso elastico dello scomparto ri- 
sulta (508) 


2} 
(526) G= 7 
Il baricentro elastico è nell'incontro delle due Fig. 632. 


diagonali. 

b) Se i due punti a a non fossero collegati dal montante, e quindi fossero 
liberi di avvicinarsi, una forza P, assiale di trazione (ossia due forze P,/2 agenti 
nei punti a a) affaticherebbe soltanto i correnti. La presenza del montante, sup- 
posto rigido, obbliga invece i punti a a a spostarsi orizzontalmente; quindi 
anche le diagonali devono allungarsi. 

Se Ad è l’allungamento di una diagonale, lo spostamento orizzontale del 
suo estremo a è (d/f)Ad. Uguagliando all’allungamento Af del corrente, si ha 
Ad:Af= f:d. Se S ed S; sono gli sforzi nel corrente e nella diagonale, si ha 
sai Sd Si Aaî? 


Te? dal ile. da cui Sa= Sar * 


(!*) Per il caso di travi con diagonali, controdiagonali e montanti, di altezza variabile, si 
vedano i nn. 38 db) e 40 del secondo volume dell’opera di W. RITTER citata nel n. 368. 

(**) In generale questa ipotesi è ammissibile, perchè (n. 310 a) in queste travi i montanti 
hanno sezioni molto maggiori di quelle richieste dai piccoli sforzi che li sollecitano. Comunque, 
la deformazione dei_montanti ha pecca influenza sulla deformazione dell’intera trave. 
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S + Sa de a! 
quindi sostituendo si ha 
PP E 
Wp el — ce ini Sec 
S+ S Ad 3» da cui S 51 1 A,F/48) 


Uguagliando l’allungamento Af= Sj/EA all'espressione Aj= P,: Go. si 
oi tiene 
a R/R 
sani e=3 VaR +4: 


c) Una forza P, verticale applicata in un punto generico del montante a a 
viene trasmessa da questo in parti uguali nei due punti a a, che in questo caso 
si comportano come fossero indipendenti. La forza P,/2 affatica il corrente e 
la diagonale con 

B,..f P,.d 
2 


reti, Reis, 
è 2 h’ hi h 


Quindi lo spostamento verticale di ciascuno dei punti @ risulta (470,) 


i Peh.i 4A, A Py (È P 
R 2h EA h 2h EA; 2ER ). 


E So= 
ò, = Ba Bp e dg 1 


Uguagliandolo all’espressione (n. 358 d) d, = Py G(oî + 12/4), sì ottiene 
È Ad | y/Ad 
(528 ee aLe. 
iù e=Vigi 72/4 

Esercizio 544. — Costruire la linea elastica di una trave (fig. 623 a) tenendo 
conto dell’influenza del taglio (21). 


Soluzione. Avendo presente il teorema di Mohr (n. 210), per il quale la linea 
elastica è la funicolare (fig. 633 b) del diagramma M pensato come carico fittiz:0, 


Fig. 633. 


per tener conto del taglio basta scegliere opportunamente le verticali d’azione 
delle forze fittizie M Ax che misurano le aree delle striscie del diagramma M. 


(®) V. il primo volume, n. 36, dell’opera di W. RITTER citata nel n. 368. 
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Divisa la trave in tronchi Ar, si determinano le ellissi parziali, o i soli semi- 
assi 0, dati dalla (517) per 1= Ax. Prolungati i lati del diagramma M sotto- 
stanti ai Az, si ottengono dei punti come a (o b), per i quali passano le risul- 
tanti R della reazione A (o B) e dei carichi che precedono (o che seguono) i 
vari Ax (nn. 20 d, 197 b). La rotazione relativa delle due facce di un tronco Ar, 
per effetto della risultante E che lo sollecita, avviene intorno all’antipolo della R 
rispetto all’ellisse di Ax (per il secondo tronco si è determinato l’antipolo gra- 
ficamente). Quindi le forze fittizie MA si devono applicare secondo le verticali 
per questi antipoli (n. 214 b) (22). 

La distanza polare è E//n, come si disse nel n. 211 bd). 


862. L'influenza di N e di 7 sulla deformazione. 


a) Quando si calcolano i momenti centrifughi dei pesi elastici dei 
vari tronchi As rispetto alle due rette r e x per mezzo di sommatorie, 
oppure di poligoni funicolari (fig. 623), gli spostamenti che si devono 
far subire ai momenti static’, applicandoli negli antipoli c della retta r 
anzichè nei baricentri o dei tronchi, non presentano alcuna difficoltà. 
Quando invece si procede per mezzo di integrali (ciò che è possibile solo se 
la curva d’asse e la variazione dei momenti d’inerzia delle sezioni hanno 
espressioni analitiche abbastanza semplici), le distanze degli antipoli e 
dalla retta x risultano sensibilmente più complicate delle distanze dei 
baricentri 0, perchè di rado le ellissi parziali hanno uno degli assi paral- 
lelo alla retta r. 

b) Spesso si trascurano tali spostamenti; cioè si applicano anche 
i momenti statici rispetto a r nei baricentri o dei tronchi, come se le 
ellissi dei vari tronchi si riducessero ai baricentri stessi. 

Nel caso di tronchi infinitesimi ds, ciò equivale a trascurare la defor- 
mazione dovuta allo sforzo normale e allo sforzo di taglio, perchè si 
suppone che la rotazione relativa delle due sezioni estreme di un tronco, 
provocata da una forza, avvenga intorno al baricentro o del tronco 
(come avviene quando agisce soltanto una coppia M). Quindi è ammis- 
sibile nel caso di travi snelle (n. 326 d). Invece nel caso di tronchi 
finiti As ciò equivale a supporre, inoltre, che _M sia costante lungo il 
i. neo; per cui l’approssimazione è tanto peggiore quanto più i tronchi 
sono lunghi. Quindi se le lunghezze As sono considerevoli, si deve tener 
conto almeno del semiasse 0, e spostare conseguentemente c. 

Nello studio degli archi si trascura spesso l’influenza di 7°, assumendo 
(517) p.=As/V/12, e si tiene conto di quella di N (nn. 326 d, 405 d). 

c) Se d, è la distanza del baricentro o di un tronco generico ds dalla retta r 
della forza P applicata in A (fig. 618 b), si ha Pd,= M; e se d, è la distanza 


(3) Per la (19), far agire le forze M4r secondo le verticali passanti per i baricentri delle 
st:.-vie del diagramma M (n. 210), di forma trapezia, equivale ad assumere 0 


02= 4r°/12, ossia 
(517,) a trascurare l’influenza di 7. 
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di o dalla retta x secondo la quale si valuta lo spostamento di un punto a, pensata 
una forza P,= 1 agente secondo 2, si ha (n. 340 d) d,= 1da,= M, = dM/dPa. 
Perciò, ritenendo c = 0, ossia trascurando l’influenza di N e di 7, si ha 


È È ds f ds 
3, = P| d,d, dG =] Pd, 14.7} =| MM, }* 
s s s 


Quindi la teoria dell’ellisse di elasticità è equivalente, in sostanza, al metodo 
dedotto dal principio dei lavori virtuali o dal teorema di Castigliano. 

Dell’influenza di N e di 7 si tiene conto nella presente teoria mediante lo 
spostamento da o in e del momento statico d,dG; e nell’altro metodo mediante 
gli integrali contenenti N e 7. 

d) Procedimento semplificato. Il seguente artificio (2) consente di tener 
conto dell’influenza di N e, parzialmente, di quella di 7, semplificando in modo 
notevole le espres ini delle distanze degli antipoli c dalla retta x (n. 362 a). 

Il semiasse trasversale pg, delle ellissi parziali tiene conto dell’influenza di N, 
e vale pg = VJ/A = (raggio d’inerzia della sezione rispetto all’asse di fles- 
sione). Il semiasse longitudinale g, tiene conto della variabilità di M lungo il 
tronco (supposto di lunghezza finita, nota 13), e dell’influenza di T se si assume 
l’espressione esatta (517); trascura invece l’influenza di 7 se si assume l’espres- 
sione approssimata (517,). Per tronchi infinitesimi ds si ha nei due casi 


pi= ps pi=pVvyE/G,  pi=0- 

fattore VYE/G è sempre maggiore di 1 (ad es., per sezioni rettangolari 
vale /3). Perciò se si assume 
(529) pi= => 
si tiene conto dell’influenza di N e, parzialmente, di quella di T'; ciò che è pre- 
feribile a trascurarla totalmente. Tanto più che nel 
caso frequente degli archi aventi la curva delle 
pressioni quasi assiale, il procedimento diventa esatto 
(n. 407 bd). 

In tal modo le ellissi parziali diventano dei cir- 
coli di raggio p, per cui l’antipolo U di una retta « 
(fig. 634) è sempre sulla normale a v passante per 0, 
e dista da o di To = 9*/d,. 

Per due rette u, v generiche, formanti un an- 
golo «, si ha 


Fig. 634. 


= sa 2 
d/= HR+FU=d,+5 cosa. 
Perciò il momento centrifugo di dG rispetto a u e a v diventa 
(530) Juw= dGd,d/= dGd,d, + dGp* cosa = dGd,d, + La cosa, 


ed è indipendente dagli angoli che gli assi dell’ellisse formano con gli assi u e v. 


(3) O. SESINI: Calcolo semplificato di solidi elastici scomponibili in tronchi prismatici, « R, 
Ace. d. Scienze », Torino, 1927. 
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Il momento d'inerzia dell'intera trave rispetto a un asse 2 (u=v=r, 
cos «= 1), e il momento centrifugo rispetto a due assi x e y ortogonali (cos a = 0) 
risultano 


ds 


(531), (532) L=(#E+(£ roy. 


2 a 

1° 7° |A? ! 

8 8 s 

Il procedimento è conveniente anche nel caso di tronchi finiti As, purchè 
sia > A /V12, cioè A_< 3,464 A <— A se la sezione è rettangolare). 


Esercizio 545. — Costruire l’ellisse terminale di elasticità di un anello circo- 
lare aperto (fig. 635), omogeneo e di sezione costante. 

Soluzione. Ciascun tronco ds ha un peso elastico dG = ds/EJ proporzionale 
a ds (per la costanza di EJ), che si può considerare concen- 
trato nel punto di mezzo di ds (se si trascura la deformazione 
provocata da N e da T, n. 362 b). Perciò l’ellisse centrale 
d’inerzia del sistema dei dG coincide con quella del sistema 
dei ds, ossia col circolo d’inerzia della circonferenza di rag- 
gio r (asse geometrico dell’anello). 

Il momento d’inerzia polare della circonferenza 27r rispetto 
al centro vale J, = 27r - r*= 273; quindi il momento d’inerzia Fig. 635. 
rispetto a un diametro risulta Jj= rr, e il raggio d’inerzia 
g, ossia il raggio del circolo d’inerzia, è definito da p? = J,/2rr = r8,/2; da cui 


toga. 


(a) p= = 0,707. 


Il peso elastico dell’anello risulta 


6) G=|26-73(0=77. 


Esercizio 546. — Determinare lo spostamento della sezione A (fig. 636) pro- 
vecato aa una forza qualsiasi, o da forze aventi particolari rette d’azione. 
Soluzione. a) Forza qualsiasi (fig. 636 a). L’an- 


z tipolo C della retta di P si trova sul diametro nor- 

ne A G male a P, e si ha GC = r?/2d,. La sezione ruota 

B log B P intorno a C dell’angolo @ = P - Gd,, e si sposta nor- 
a) » malmente a CA. 


b) Forza passante per G (fig. 636 b). L’antipolo 
C della retta di P è il punto all’infinito del diametro 
normale a P. Quindi A subisce una traslazione pa- 
rallela alla forza, misurata (36,) da $=P-J,= 
= P-Gr?2= P-rr3/EJ. In particolare, una forza 


fR M orizzontale diametrale (fig. 636c) provoca una tra- 

A (-9) slazione orizzontale della sezione A, dello stesso 
8 B valore. 

0) D e) Forza verticale passante per A (fig. 636d). 

Fig. 636. L’antipolo C si trova sul diametro orizzontale, e 
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dista 7/2 da G. La sezione A, ruotando intorno a 0, subisce uno spostamento 
verticale $ = P-J,= P- Gr(3r/2) = P- 37r8/EJ. 

d) Forza passante per A e inclinata di 45° (fig. 636 e). La retta di P è 
tangente al circolo di elasticità; per cui l’antipolo C è il punto diametralmente 
opposto al punto di contatto, che dista r/2 dall’orizzontale per A, e 3r/2 dalla 
verticale per A. Quindi lo spostamento di 4 ha una componente verticale tre 
volte maggiore della componente orizzontale. 

e) Coppia applicata in A (fig. 636 f). La sezione A ruota intorno a G, del- 
l'angolo fg = M-G = M-2rr/EJ, e il suo baricentro si sposta lungo la circon- 
ferenza. 


Esercizio 547. — Costruire l’ellisse terminale di elasticità di un arco semi- 
circolare (fig. 637), omogeneo e di sezione costante. 

Soluzione. Se si trascura l’influenza di N e di 7, per la costanza di EJ basta 
(es. 545) costruire l’ellisse centrale d’inerzia della semicirconferenza (asse geo- 
metrico dell’arco). 

Il baricentro elastico è definito da (17) 


OG = 2r/z = 0,6366r. 


Il momento d’inerzia rispetto al diametro verticale 
è metà di quello dell’intero anello rispetto a un dia- 
metro, e la lunghezza dell’asse (massa del sistema) è 
pure metà; per cui il raggio d’inerzia o, è uguale a 
quello dell’intero anello, ossia (es. 545) è p,, = 7/V2- 

Per la stessa ragione, anche il raggio d’inerzia rispetto al diametro x oriz- 
zontale è r/N/2; per cui (32) il raggio d’inerzia Pz è definito da 


Fig. 637. 


12 (2 \3_n°_8 
ap) 
Quindi si ha 
(533) e, = —==0,7077, p,= VES,.= (90854 


vV27r 
Il peso elastico e i momenti principali d’inerzia valgono 


Tr Trs Ti_8_ 3 


G=x3 In" 707 n EI 


(534), (535), (536) 
Esercizio 548. — Determinare la rotazione e gli spostamenti della sezione 4 
provocati da una coppia M, o da una forza verticale P,, od orizzontale P, 
(fig. 637). 
Soluzione. a) La coppia M provoca una rotazione 9 di A intorno a G, e quindi 
uno spostamento normale alla congiungente GA, avente una componente verti- 
cale è, e una orizzontale 3;: 


Mr Mr? Mr? 


(97) get =: è&=% Er 


(Ii 
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b) La forza P, provoca una rotazione © di A intorno all’antipolo C* 
{GO'= r/2), e quindi uno spostamento normale alla congiungente C0'A4, di com- 
ponenti è, e 3, (24): 

Pi ri 3 Pr o Pi 73 
sie “x E° 2 ar 


(538) 


c) La forza Po provoca una rotazione © di A intorno all’antipolo 0° 
(GO7= Pi, OG = (n2— 8)r/4r, 00” = 0G + GO”= xr/4), e quindi uno sposta- 
mento normale alla congiungente CA, di componenti è, e È;: 


ge p3 
(539) g= 22% peg te Leh 0h 


(La componente è, è maggiore della componente è, tanto nei primi due 
easi, come pure nel terzo, benchè la forza P, sia orizzontale; ciò che risulta 
anche dalla posizione che ha il centro di rotazione G, o C”, o C”.) 


Esercizio 549. — Sulla sezione A agiscono, mediante un braccio rigido, una 
forza verticale P,, oppure una forza orizzontale P,, passanti per @ (fig. 638 a, b). 
Determinare gli spostamenti di A. 

Soluzione. a) L’antipolo della retta P, è il punto all’infinito dell’asse oriz- 


Fig. 638. Fig. 639. 


zontale x; quindi la sezione A subisee una traslazione verticale, misurata (36,) da 


Tr r \2 nr 
è.= Pol = PF} (a —Pe3EI' 


b) L’antipolo della retta P, è il punto all’infinito dell’asse verticale 0; 
quindi la sezione A subisce una traslazione orizzontale, misurata (36,) da 


_ Vat-8, ?_p (n°_8} 
è, = Pal = P 55 ( Nos tea” 


Esercizio 550. — Che forza occorre affinchè la sezione A (fig. 639) rnoti in- 
torno al centro 0? Oppure intorno al proprio baricentro A? 


(*) Si noti che per calcolare d, dovuto a P, (o è, dovuto a P,) non occorre conoscere 
l’cllisse, perchè la distanza di C‘ dalla retta 48 è uguale a quella di G (come nell’esercizio 540). 
Ciò è vero anche per la (35). 
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Soluzione. a) Il centro di retazione è in 0 se la forza P agisce secondo l’anti- 
polare di 0, che è l’orizzontale o (fig. 639 a) passante per l’antipolo C’’ del dia- 
metro orizzontale x. L’angolo di rotazione risulta 


I a Gor=T_8 


o=P DIA essendo (es. 548) d, = GC"= w 


Te 


b) Il centro di rotazione è nel baricentro A della sezione A stessa se la 
forza P agisce secondo l’antipolare di A, che è la retta « (fig. 639 b) passante 
per gli antipoli 0’ di y e C'’ di x (perchè A è su ye su 2, fig. 640 a). L’angolo di 
rotazione risulta 


EJ 3), 


g=P S€EGre= 
V6G0 + GO”3 


das essendo di 


Esercizio 551. — Che forza occorre affinchè la sezione A non si sposti verti- 
calieute? Oppure non si sposti orizzontalmente? 

Soluzione. a) La sezione A non si sposta vertical. 
mente se il centro di rotazione 0 è un punto qualsiasi 
della verticale y per A (fig 640 a). Ciò che si verifica 
se la forza P passa per l’antipolo 0’ di y. Se P ruota 
intorno a 0°, il centro di rotazione 0 si sposta lungo y. 

b) La sezione A non si sposta orizzontalmente se 
il centro di rotazione C è un punto qualsiasi dell’oriz- 
zontale x per A. Ciò che si verifica se P passa per l’an- 
tipolo 0” di x. Ruotando P interno a 0”, il centro 0 
si sposta lungo x. 


Esercizio 552. — Che forza occorre affinchè la sezione A si sposti secondo 
una direzione inclinata di 45°? 

Soluzione. Se la direzione imposta allo spostamento è la s (fig. 640 b), il 
centro di rotazione 0 dev'essere sulla retta t. Quindi la forza P deve passare 
per l’antipolo T della t. Essendo GD, = GD, = 0D, — OG = (n —2)r/x, l’ascissa 
z e l’ordinata y di T rispetto agli assi per G risultano 


= — = —r=1,376r, y= = = r=0,261r% 


Esercizio 553. — Determinare l’ellisse di elasticità per l’arco semicircolare 
della fig. 637, tenendo conto dell’infiuenza di N e parzialmente di quella di 7° 
secondo il metodo del n. 362 d). 

Soluzione. La (531) dà 


; ds . ds 
= fae+ (fr 1 fai 
s 8 8 8 


I primi termini di queste espressioni sono i momenti d'inerzia Jay © Tv ottenuti 
nell'esercizio 547 supponendo i pesi elastici dG concentrati nei punti di mezzo 


IA TEORIA DELL’ELLISSE DI ELASTICITÀ 37 


doi ds, ossia tenendo conto soltanto dell'influenza di M. Quindi, posto J/A = pi 
si ha 


‘2 — ga2 
Pao Pz È 


I momenti d’inerzia si possono anche esprimere con 


Ad es., se la sezione è rettangolare di altezza h, nel caso di h = r/10 si ha 
Ji, = 1:0088Tz, » Ts, = 10017Ty 5 


e gli stessi rapporti valgono anche per gli spostamenti provocati da una forza 
orizzontale o verticale passante per G. 


Esercizio 554. — Determinare l’ellisse di elasticità di un arco circolare, 
omogeneo e di sezione costante, avente l’apertura 26 
(fig. 641). 

Soluzione. Nel caso in cui non si conoscano il raggio r 
e l’angolo 0, e siano date la corda c e la freccia f, si ha 


2 
r= (5) +(r—f)?, dacu r=—-—_; tg0= 


Fig. 641. 


Il peso elastico vale G = 2r0/EJ. 

Invece del sistema di pesi elastici dG possiamo considerare il sistema degli 
elementi ds di arco (es. 545). 

La distanza del baricentro G dal centro O è (16) 


a sen 0 
OG=r 8g _° 
Rispetto al diametro x si ha 
0 
J,=2 } {r cos w)*r do = 73/0 + sen ) cos 6); 


() 
quindi rispetto all’asse baricentrico x, si ottiene (31) 


sen? @ 20 
(540) Ia,=I2-270-r8 9, = n (0 + sen 8 cos 0—2 “i 


(8) Se si tiene conto in modo completo di N e di 7 (ad es., usando il tevrema di Castf- 
gliano), il secondo termine di Hal e di 25? diventa «*1+E/G):2 invece di 2. 
o o 
L’influenza di N e di T è maggiore su esa, perchè il primo termine è minore, mentre il 
socondo è lo stesso. 
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Rispetto all’asse di simmetria si ha 
P O) 
C) 


pa 


(541) In = 2 | (r sen ©)2r do = 73(0 — sen 0 cos 8). 


P, 


(i) 
La lunghezza dell’arco (massa del sistema) è 2r8; quindi i semiassi dell’ellisse 
sono definiti da 


cis È (1, sen0cos0 _ sen?0 sia È sen 0 cos 0 
(9 2) Pz0 =? 9 E 20 toni BE ’ L% 1 \da 20 ): 
I momenti d’inerzia del peso elastico rispetto agli assi x, € Yo sì ottengono 


dividendo per EJ le espressioni (540), (541). 


Esercizio 555. — Arco di apertura 20 = 7/2. 
Soluzione. Per 0 = 7/4 le (16) e (542) danno 
Ra 2/2 
0G=r 2V2, 


ti 


Quindi si ha 
OG = 0,9003r, pa, = 0087985, py, = 042637. 
Il baricentro G si ottiene anche osservando che è sulla stessa orizzontale 


passante per il baricentro del semianello (es. 547), perchè questo dev'essere sulla 
congiungente dei baricentri dei due quadranti dei quali esso si compone. 


Esercizio 556. — Arco di apertura 20 = 27/3. 
Soluzione. Per 9 = 7/3 le (16) e (542) danno 
= #8 4n? +3V37— d4 4n—3V3 
pedina 21 Pio = 87? ? Po sali 87 Ò 
Quindi si ha 


OG = 0,8270r, 920 = 0,1511r, Puo = 0,4844r, 


Esercizio 557. - Determinare le espressioni della rotazione 9 e degli sposta- 
menti $, e d, della sezione A, in ciascuno dei casi della fig. 642 a, b, c). 

Soluzione. a) Calcoliamo da prima i vari momenti di primo e di secondo ordine 
del peso elastico, che vale G = 7r/2EJ. 

Il baricentro G dista 2r/rx dall’asse v e (7 — 2)r/7 dall’asse 0; per cui si ha 

co T_2 n 
Seggi ST 

Il momento J, è 1/4 del momento J, dell’intero anello; il momento J, è 
1/2 del momento J, del mezzo anello. che si ottiene mediante il teorema di 
trasposizione e ricordando l’espressione di Pi, dell’esercizio 547: 


Let RT 


I=1 Fi 4 El’ 
lrn 8. (e_2 \]_sn_8 
Jo=3 53 Pas" +(57 ?)| 4 EJ 
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Il momento J,, si ottiene immediatamente in modo analitico: 


van 
EJ 


1 
Js,= |rsen®-r(1 cos @)- CCL 


b) Per i teoremi del n. 353, le deformazioni cercate 
risultano: 


Caso a) 
cui Tt Mr Mr? T_2 Mr 
(543) 933 BI 8= 5: ò, = D) ET 
Caso b) 
_ Par tt Ps 1 Pos 
(544) e=G7: è» ò.=35° ET 
Caso c) 
T_-2 P,r lì Pao 37--8 Par Fig. 642 
pese pg To d.=5 EI: a=-G ro : 


Questi risultati riescono utili per la risoluzione rapida di problemi più com- 
plessi (es. 572, 573, 574, 575, 576, 577). Alcuni di essi furono trovati anche per 
altre vie negli esercizi 446, 477. 

Si noti che per M = 1 e P,= P,= lle espressioni 22 e 48, 3% e 72, 6% e 88 
sono uguali (Maxwell, nn. 334 a, 335 b). 


863. Problemi staticamente indeterminati. 


a) La condizione che determina le reazioni sovrabbondanti è 
sempre la stessa (n. 49): esse devono essere tali da deformare (insieme 
coi carichi agenti) la struttura principale in modo da rispettare i vin- 
coli sovrabbondanti che si sono soppressi; ossia devono provocare nei 
punti che erano vincolati degli spostamenti uguali e contrari a quelli 
provocati dai carichi (nel caso dei vincoli rigidi), riconducendo tali 
punti al rispetto dei vincoli. 

La teoria dell’ellisse di elasticità interviene soltanto come mezzo, 
in certi casi molto comodo, per esprimere in forma concreta gli sposta- 
menti dovuti sia ai carichi che alle reazioni sovrabbondanti (analoga- 
mente all’intervento del teorema di Castigliano, come si disse nel 
n. 341 b, o all'impiego di formule particolari esprimenti tali sposta- 
menti, come, ad es.. nel n. 230 b, c). 

Se i vincoli sono rigidi, nei pesi elastici si può tralasciare il divi- 
sore E costante (n. 230 db). 

b) Nel caso di un arco perfettamente incastrato (fig 643), le 
equazioni di elasticità che determinano i tre parametri della rea- 
zione E, si semplificano in modo notevolissimo se si trasporta £, 2 
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passare per il baricentro elastico G dell’arco, sostituendola con le sue 
componenti V, secondo l’asse verticale y, e 7, secondo il diametro x, 
coniugato a Yo, * e col momento 977, della R, rispetto a G; e se, inoltre, 
si considerano le menti de.lo spo- 
stamento del punto G pensato rigida- 
mente collegato con A, che devono 
essere nulle come lo sono quelle di A. 
In tal modo si ottengono tre equazioni 
contenenti ciascuna una sola delle tre 
incognite; mentre se si trasportasse la 
R., nel baricentro della sezione d’im- 
posta A, e si annullassero i tre spo- 
stamenti di A, si otterrebbero tre equazioni complete, cioè contenenti 
tutte e tre le incognite. 

Seriviamo, infatti, le tre equazioni che esprimono l’annullarsi dei 
tre movimenti (rotazione 0, spostamento n secondo Y, spostamento & 
secondo x) del punto G, provocati dai tre parametri incogniti della £, 
e da un carico P agente in un punto D generico secondo la verticale y 
(assumendo, ad es., come sensi positivi di ©, n, & quelli stessi di 977, 
Va; Ha) (n. 353): 


MG + VS, + HS, — PSI =0 
olta 4-Velag, +  — PO = @ 
MS, + Val “a 


+HeJx — PIvzo = 

(Sx 8201 Tvr Tx: Tam MOMENTI statici, d’inerzia e centrifugo dei pesi ela- 
stici dell'intesa arco rispetto ai diametri coniugati Yo € 20; Sy a sd wo A di 
momenti statico e centrifughi dei pesi elastici compresi tra B e D, 
cioè della parte che è deformata da P, rispetto alla verticale y del 
carico e ai diametri y, e 2). Ma si ha $, o Sx=0 Tau = 0 perctè 
le rette y e 2, sono baricentriche e coniugate (n 90). Quindi in cia- 
scuna equazione rimane una sola incognita (?), e si ricava 


Voto 


goe "sg o ng 
U Ù 0 
(546) Mi Pr, Ve=Pao, H=P3r. 


Nel caso di più carichi, inumeratori diventano somme di termini ana- 
loghi a quello considerato, estese a tutti i carichi; oppure, in casi semplici, 
si ottengono calcolando direttamente ®, n, & dovuti ai carichi (es. 560). 


(*) Si noti che gli altri metodi in uso per il calcolo delle reazioni sovrabbondanti 
non consentono questa semplificazione. La quale, mentre nel caso di carichi fissi non fa che 
facilitare la risoluzione del sistema di tre equazioni, nel caso dei carichi mobili si manifesta 
assai più vantaggiosa, perchè consente di ottenere direttamente le linee d’infiuenza dei tre 
parametri incogniti (Cap. XIX, 4, n. 4l4). 


LA TEORIA DELL’ELLISSE DI ELASTICITÀ 41 


Ottenuti i parametri 977,, V., H/ della R,, si deduce immediata- 
mente il suo momento M, rispetto al baricentro della sezione A d’im- 
posta (o di qualunque altra sezione): 


M,= Mi, —- Va, + H{a,. 


e) Un procedimento rapido e sintetico che si potrebbe impiegare per lo 
studio di una trave ad arco rigidamente incastrata, qualora fossero note l’ellisse 
dell'intera trave e quelle di alcune sue parti, è il seguente: 

Supponiamo la trave soggetta a una forza P agente secondo una retta r e 
applicata in una sezione D (flg. 644). Pensata libera la sezione A, la P farebbe 
ruotare rigidamente il tronco 4D (e quindi anche 
la sezione A) intorno all’antipolo C, della retta 7 
rispetto all’ellisse e, del tronco DB che essa de- 
forma. Quindi la reazione R,, capace di produrre 
una rotazione uguale e contraria, deve agire se- 
condo l’antipolare di C, rispetto all’ellisse e del- 
l’intero arco (perchè R, deforma l’intero arco). 
Analogamente, pensata libera la sezione B, la BR 
deve agire secondo l’antipolare, rispetto all’ellisse e, Fig. 644. 
dell’antipolo 0, della r rispetto all’ellisse e, del 
tronco DA. Note così le rette d’azione di R, e di FR, (che, come controllo, devono 
incontrarsi sulla r), se ne ottengono le intensità e i sensi decomponendo la —P 
secondo tali rette (?). 

In modo analogo si possono risolvere anche problemi più complessi (es. 578). 

d) Se invece in D agisce una coppia M, le reazioni R, ed È sono le anti. 
polari rispetto a e dei centri di e, e di e,, che devono risultare parallele (per 
equilibrare M). Se d è la loro distanza, si ha E,= R,= M;d. 


864. Casi particolarmente semplici. 


Nei casi che seguono è evidente la netta superiorità della teoria del. 
l’ellisse di elasticità rispetto agli altri metodi, perchè col suo impiego 
la soluzione diventa immediata. 


a) Mediante questa teoria è facile talvolta prevedere quale dev'essere la 
retta d’azione della reazione E, di un vincolo A, oppure della reazione mutua PR, 
che si trasmettono le due parti della struttura collegate attraverso una sezione A. 
Resta quindi da determinare la sola intensità di P,, che anzi in certi casi è nota 
senz'altro (es. 559, 561, 562 db, 363, 564, 565). 


() È facile determinare il centro C intorno al quale ruota la sezione D per effetto di P: 
Pensato soppresso il vincolo in 8, il tratto DA è soggetto a R, e a P, ossia alla loro risul- 
tante — R,. Quindi D ruota interno all’antipolo C della retta È, rispetto ad e,. Oppure, ana- 
logamente, ruota intorno all’antipolo C della FR; rispetto ad ey. Questi antipoli sono perciò 
coincidenti. 

L’angolo è dato da g= R, Ggd,= Fs Gib essendo dy, dy le distanze di R,, K, dai centri 
di c9: %». 
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b) Nel caso di un arco perfettamente incastrato (fig. 645), soggetto a una 
variazione uniforme di temperatura At, questa farebbe assumere all’arco, sup- 
posto liberato in A, una forma simile a quella pri- 
mitiva. Quindi la sezione A subirebbe una traslazione 
nella direzione della congiungente c dei baricentri delle 
sezioni A e B, misurata da acAgt. Perciò la reazione 
R, deve agire (n. 351 c) secondo il diametro d co- 
niugato al diametro n normale alla direzione c o co 
(d si ottiene facilmente conoscendo due diametri co- 
niugati x, e % dell’ellisse, n. 92 d). Nota così la di- 
rezione di R,, se ne determina l’intensità uguagliando 
la traslazione (36) R,- Ja = &: Jaco che essa provoca a quella provocata dalla 
variazione termica. 

Se l’arco è simmetrico rispetto a un asse verticale, il diametro e, parallelo 
a c è un asse dell’ellisse; quindi il diametro d secondo il quale agisce RP, coin- 
cide con l’asse co. Il momenio centrifugo Ja, diventa il 


Fig. 645. 


momento d’inerzia Ta (es. 568). MO 
Pure semplice è il caso dell’esercizio 569. DA BÌ 
c) Condizioni analoghe si verificano nel caso di un ei n 
arco ad asse circolare e di sezione costante, soggetto a pres- ma M 
sione radiale p uniforme; come accade in una diga ad arco » B 
a generatrici verticali (es. 567). Fig. 646. 


Esercizio 558. — Determinare la reazione dell'appoggio A (fig. 646 a) provo- 
cata da una coppia M. 


-M CL) p op î i 
(ET Soluzione. La condizione di vincolo dell’estremo A è 


espressa da (fig. 646 b) 


è D 
1 12 b db. \ ; 33/ b(b+2a) 
Ai 75 Ma, {3+a)=0, da cui A=>— ——. 0, 
: Ss a B 45,334 Ya (3 a)=0, da cui 5I 1a 
mne. Ra 
da D 
A: i a B Esercizio 559. — Studiare la trave della fig. 647 a), 
da o Ro soggetta a una coppia applicata in A. 
Soluzione. La sezione A non può ruotare che intorno 
Fig. 647. all’appoggio A. Quindi la forza complessiva F, che agisce 


in A (risultante di M e della reazione A) deve agire se- 
condo l’antipolare a del punto A rispetto all’ellisse di elasticità. 

a) Se l’incastro B è perfetto e se la trave è di sezione costante, l’anti- 
polare a dista (517,) 22/3 da A (fig. 647b). Quindi, essendo noto il momento M 
della R, rispetto ad A, si deduce, in armonia con le (312), (313), (314), 

M 3M 1 M ul MI 


Ange ga Be Rg7ops 6° apo 
Il momento flettente si annulla nel punto D d’incontro della È, con l’asse 
della trave (fig. 351 d). 
b) Se la trave è di sezione variabile, si determina l’antipolare a di A 
(fig. 647c), cioè la sua distanza d; da A: quindi si ha A=— Md, M,= 
=— R.(l—d)=— M(—df):d{, qa = R:G(dj — da) = MGid{— de): di. 
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c) Se l’incastro B è cedevole angolarmente in modo elastico, si consi.era 
l’ellisse complessiva della trave e dell’incastro (es. 579 b). 


Esercizio 560. — Studiare il portale simmetrico della fig. 648, con i piedritti 
încastrati, soggetto alla spinta del vento contro il piedritto di destra. 

Soluzione. a) Svincolata la sezione A e pensato il baricentro G rigidamente 
collegato con A, siano @,, 1): le componenti dello spostamento di G provo- 
cato dai carichi. Se G, J,,:T2, sono le caratteristiche ela- 
stiche del portale (es. 539), le equazioni determinatrici dei 
parametri 977, Va, Ha della reazione R, sono (n. 363 d) 


ING +0,=0, VaTut M0=0> HaJat = 0; 


da cui si ricavano tre espressioni equivalenti alle (546): 
Ì 


E, Fig. 648. 


(546,) Mi=—È Vaett, H,=— 


b) Nel nostro caso il carico deforma il piedritto di destra (che si suppone 
prismatico) facendo ruotare la sommità intorno a un punto D (n. 220 ò) situato 
all’altezza h/4 sopra B, di un angolo ©, dato dalla (263). Per cui si ha 


| h3 l i 
9= hr: No 223» E, = 9,4, + 


essendo ds, la distanza di D dall’asse xo. 


Esercizio 561. — Un arco semicircolare, omogeneo e di sezione costante, è 
incastrato in B e scorrevole orizzontalmente in A (fig. 649). Calcolare la rea- 
zione verticale V, generata in A da una forza P orizzon- 
> tale, e lo spostamento di A. 

Soluzione. a) In questo caso la soluzione è immediata 
B  sesi usa la teoria dell’ellisse di elasticità. Svincolato l’arco 
in A, la forza complessiva RP, agente in A (e passante 
per A) dev'essere tale che A si sposti orizzontalmente. 
Perciò (es. 551 a) la E, deve passare per l’antipolo 0° 

della verticale y, che dista 2r/7 dal diametro AB e 37/2 da y. Quindi risulta 


G 


Rx E 


Veg 


Fig. 649. 


Vi 2r/x 4 se . no 
P == 37/2 , V,= ci “ 0,4244 P , Ra = 1,086P., 

L’asse geometrico dell’arco riferito alla retta FR, è il diagramma del momento 
flettente, a meno del fattore R, se le distanze da R, si leggono normalmente, a 
meno di P se si leggono verticalmente, a meno di Y, se si leggono orizzontal- 
mente. 

La soluzione vale anche per l’anello con cerniera della fig. 555. 

b) Per le (539), (538), lo spostamento orizzontale dell'estremo A è dato da 


nr _4P_278 n°116 PA 799 2” 
255 dn EI n EI °° EJ 


$è,=P 
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Esercizio 562. — Un arco semicircolare, omogeneo e di sezione costante, 
vincolate con cerniera in A e con incastro in B, è soggetto in A a una coppia M 
(fig. 650 a). Determinare le reazioni dei vincoli. 

a) 1° soluzione. Reso libero l’estremo A e aggiunti i parametri incogniti V e H 
della reazione (fig. 650 b), il punto A non deve spostarsi nè verticalmente nè 
orizzontalmente. Quindi, applicando le (537), (538), (539), risultano le seguenti 
equazioni determinatrici di V e H: 

Ter 37073 273 2r? 273 Tr$ 
tro Vay Fg=! Eg-Fog5gg=l 
b) 2 soluzione. La sezione A, resa libera, deve ruotare intorno al suo bari- 
centro A. Quindi la forza complessiva FR, agente in A (risultante di M, V, H) 


CS 
a 
Co) 


Y 
M {a 
A cio 
14 


ha come retta d’azione l’antipolare a di A, che passa per i punti 0° e 0” (anti- 
poli delle reite y e ). 

La retta a taglia sugli assi 2 e y i segmenti AX e AY che, con semplici 
considerazioni di triangoli simili, risultano 


— 37?°— 16 > 37°— 16 
AX= = 57516” draef="<g Ta 
Quindi, per le (2), le componenti V e H di E, valgono 
vV= ni-16 M n n M 
— 3n°—16 7” “— 3a2— 16 °° 


La forza complessiva R, è data da M/d, o da VV? + H3. 


Esercizio 563. — Studiare il regime statico del telaio quadrato della fig. 651 a), 
avente le quattro aste di uguale sezione. 

Soluzione. La teoria dell’ellisse di elasticità consente di risolvere il problema 
in modo immediato e senza calcoli (n. 364 a). Per la simmetria della struttura e 
del carico, la sezione A non ruota rispetto alla B. Quindi, se si considera un mezzo 
telaio incastrato in B e libero in A (fig. 651 b), la risultante R, della forza P/2 
e del momento incognito M, deve passare (n. 351 c) per il baricentro G del mezzo 
telaio, che dista 37/8 dal centro (8). 


(*) Nei casi degli esercizi 563, 564, 565 (e analoghi) il risultato è esatto pur non avendo 
tenuto conto della deformazione dovuta a N e a 7, che non ha influenza sulla posizione di G 
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L’asse del telaio riferito alla retta di R, è il diagramma M. In A ein Bsiha 
M,= M,=—(P;2)(3/8) =—3Pl/16; nelle sezioni delle aste orizzontali si ha 
M = PIN6. 

Nello stesso mode si può studiare il telaio rettangolare. 


Esercizio 564. — Studiare l’anello circolare, omogeneo e di sezione costante, 
dell’esercizio 508 (fig. 652). 

Soluzione. Come nel caso dell’esercizio 563, la R, è la forza P/2 passante per 
il baricentro elastico G del mezzo anello. Quindi si ha in valore assoluto 


OG=—-—=—=0,318Pr. 


Esercizio 565. — Risolvere l’esercizio 524 (fig. 602). 
Soluzione. La sezione A non ruota rispetto alla sezione B. Perciò l’arco AB 
{fig. 653) incastrato in B e libere in A è soggetto alla forza P/V3 passante per G. 
Si ottiene così (es. 556) 


M,=—- LL (0,8277 — 0,57) = — 0,189Pr, 
V3 


FARERLAT. pe P_(r-— 0,8277) = 0,0999Pr. 


y/3 V3 
Tl diagramma del momento flettente, a meno del fattore 
P/\/3, è costituito dall’asse geometrico dell’anello riferito alle 
tre rette passanti per i baricentri G dei tre archi AB, AC, BO. Fig. 653. 


Esercizio 566. — Studiare la deformazione di un anello circolare di sezione 
costante, soggetto a n forze P radiali uguali ed equi- 
distanti. 

Soluzione. Nel caso di due, tre, o quattro forze (es. 508, 
524, 523) si tiene conto di solito soltanto della deformazione 
dovuta a M. Quando invece il numero delle forze è consi- 
derevole, può prevalere quella dovuta a N, specialmente 
se l’anello non è molto esile. 

Valutiamo da prima l’aumento della distanza AB dei 
punti d’applicazione di due forze P consecutive (fig. 654) 
dovuto a M (n. 362 d): La forza che sollecita l’arco AB 
(es. 52) è S = P/2sen0, e passa (es. 563) per il baricentro elastico dell’arco. Es- 
sendo G = 2r0/EJ e ricordando l’espressione (542) di 97,» si Ottiene 


Pr ( 0 così sen 5) i 


C EJ \2senQ 2 0 


Valutiamo ora la deformazione dovuta a N: Nella sezione generica definita 
dall'angolo © si ha N = S cos ©; per cui l’allungamento dell’arco s = AB risulta 


(AAB)x = SG, 


Pro 
EA° 


[) L) 
N ds Sr ( 
45=2f ri =? p4 fcoswdo= 
(1) 0 
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L’allungamento della corda AB è definito da AAB:As = 4B:s (con approssi- 
mazione tanto migliore quanto meno l’arco si scosta dalla corda, ossia quanto 
maggiore è il numero # delle forze P); quindi si ha 


2rsen 0 _ Pr sen@ 
20 EA 08° 


Lo spostamento di ciascuno dei punti d’applicazione delle forze P, ossia 
l'aumento Ar di uno dei raggi come 0A, è tale che Ar: AAB = r: AB. Per cui, 
se si indica con q un carico uriformemente ripartito equivalente ai-carichi P, 
cioè tale che sia g- 270 = P, si ottiene 

Ar = 17° .9% + 0 sen 0 cos 9 — 2 sen?08 qrî _ gr? 
EJ 2 sen? 0 EA EA 

La deformazione provocata da M diminuisce rapidamente al crescere det 
numero n delle forze P, perchè $ si scosta sempre meno dall’asse dell’arco; e 
precisamente l’influenza di N supera quella di M quando il secondo termine 
nella parentesi quadra è minore di uno. La funzione j(0) diminuisce rapida- 
mente al crescere di n (ad es., per n = 6, ossia per 0 = 7/6, si ha f(0) = 0,00176; 
mentre per n = 12 si ha {(0) = 0,0900106). Quindi, se l’arco non è esilissimo, già 
per n = 6 l’influenza di N supera facilmente quella di M. 


2 
[ + j0) s,] . 


Esercizio 567. — Studiare il regime statico di un anello di diga a volta cilin- 
drica circolare di raggio medio r (fig. 655), a generatrici verticali, di spessore © 
costante, soggetto alla pressione idrostatica p = YA (A profondità sotto il pelo 
libero). 

Soluzione. Sopra un anello di volta compreso fra due piani orizzontali distanti 
uno agisce un carico g per unità di lunghezza uguale alla 
pressione p. Se l’anello fosse completo, sarebbe soggetto 


a sforzo normale pressochè centrato (es. 66) N = — pr, 
ossia alla tensione o = — pr/h diretta secondo l’asse geo- 
metrico; e subirebbe la dilatazione e = o/E = — pr/Eh. 
Quindi la corda dell'arco di 120° varierebbe di 
Fig. 655. pro 3 pr? 
Ae=ec=- c=e—V3 TE 


provocando una traslazione di una sezione estrema rispetto all’altra nella dire- 
zione della corda stessa. 

Essendo invece l’anello perfettamente incastrato agli estremi, per ricondurre 
questi al rispetto dei vincoli deve esistere una forza H’ rivolta in fuori, paral- 
lela alla corda e passante per G, definita dall’equazione 


, co apr _ 
HI, Vi =0. 


Tenendo conto soltanto della deformazione prodotta dalla flessione dovuta 
ad H' (ciò che è lecito, perchè H” è piccola rispetto a N; v. anche Cap. XIX, A, 
n. 417), per 0 = x/3 si ha (540) 


_ 4n3+3V3n_54 


Sa 127 EJ 
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Quindi, essendo J= 148/12, risulta 


3. 2 2 
pm _ ___ sE ggotr, 
4n?+3V3n—54 7? r 


L'asse dell’arco riferito alla parallela alla corda passante per G è il dia- 
gramma M, a meno del fattore H°. 


Esercizio 569. — Un arco semicircolare, omogeneo e di sezione costante, è 
incastrato perfettamente nelle sezioni estreme A e B. Caleo!-re le reazioni dei 
vincoli provocate da una variazione termica uniforme Act. 

Soluzione. La traslazione che la sezione A subirebbe per effetto di Av, se 
fosse svincolata, è 2ra A. La reazione H, capace d’impedire questa traslazione 
passa per il baricentro elastico G (n. 364 b) ed è parallela alla corda (come la 
forza P, della fig. 638 b). La sua intensità è determinata dall’equazione 


EI = 6,72 nn . 
r° T 


HI, =2raAt, da cui (536)  H.= E a Act 


Il diagramma M è costituito dall’asse geometrico dell’anelio riferito all’asse 2, 
per G, a meno del fattore H,. 

La soluzione vale anche per un anello completo, mantenuto fisso negli estremi 
di un diametro, e riscaldato uniformemente. 


Esercizio 569. — Studiare un arco incastrato, omogeneo e di sezione costante, 
soggetto a una variazione termica lineare nell’altezza della sezione, nulla nel 
baricentro (n. 326 e) e definita dalla differenza At = At A.t fra l’intradosso 
e l’estradosso. 

Soluzione. Liberato l’arco in A, per effetto di A,t una delle sezioni estreme 
di un tronco ds subisce, rispetto all’altra, una rotazione do = aA,ds'h intorno 
al centro del tronco. La sezione A ruota intorno al baricentro dei do, ossia, 
essendo costanti x, A,t e R, intorno al baricentro dell’asse dell’arco, che nel nostro 
caso è anche il baricentro elastico. L'angolo di rotazione è 0 = «At 8/h. 

La reazione in A capace di impedire tale rotazione è (n. 351 c) una coppia M, 
definita da 

de gh 8 _ 


u, n pai EJaAit ; 


h 


0, da cui Mi=— 
Essa è indipendente dall’angolo di apertura dell’arco (es. 97). 


Esercizio 570. — Un arco semicircolare, omogeneo e di sezione costante, è 
perfettamente incastrato alle imposte e ha una cerniera nel vertice D. De- 
terminare la reazione mutua in D provocata da una variazione termica uni- 
forme Ag. 

Soluzione. Se si sopprimesse il semiarco sinistro (fig. 656), 
per effetto di At l'estremo D del semiarco destro, reso libero, si 
sposterebbe nella direzione BD di aAr 2, e la componente 
orizzontale di questo spostàmento sarebbe aAr. La reazione 
mutua R,=H,, orizzontale e passante per D, deve annullare 
questa componente. 
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Determinate l’antipelo C dell’orizzontale per D rispetto all’ellisse del mezzo 
arco (es. 555), misuriamo le distanze di G e di C da tale orizzontale, che risul- 
tano d= 0,363r e d'= 0,621r. Quindi la H, è determinata dall’equazione 


_2EJaAt EJaAs 
ra * 


TT : 
Hi5pj dt=ahdr, da cui Hi= Gad — > 


Esercizio 571. — Un arco reticolare è perfettamente incastrato alle imposte 
A e B. Determinare la reazione R, provocata in A da una variazione termica At 
in una sola asta s (fig. 657). 

Soluzione. Supposto liberato l’estremo A, per effetto 
di un aumento di temperatura At nell’asta s la parte 
che precede s subisce una rotazione destrogira intorno 
al polo m dell’asta, dell'angolo 0 = a At s/r. 

La reazione R; deve impedire tale rotazione, cioè 
dev'essere capace di produrne una uguale e contraria. 
Quindi deve agire secondo l’antipolare di m rispetto all’ellisse di elasticità del. 
l’arco (della quale si sono tracciati due dia:netri coniugati), e avere il senso 
indicato. La sua intensità è determinata dall’equazione 


alfts ; aAts 
ER,-Gda= = da cui Ba = ga * 


Lo sforzo provocato in un’asta qualsiasi è dato (448) dal momento della E; 
rispetto al polo dell’asta diviso per la distanza di questa dal polo. 


Esercizio 572. — Studiare l’arco semicircolare della fig. 658 a), di sezione 
costante e perfettamente incastrato alle imposte. 

Soluzione. Il carico è antisimmetrico (Cap. XX); perciò nella sezione C si 
ha M.,=0 (°°). Quindi l’unica incognita è lo sforzo di taglio 7, (che suppo- 


Fig. 658. Fig. 659. Fig. 660. 


niamo positivo, fig. 658 b, benchè si preveda che dev'essere negativo), che è 
determinato dalla condizione che il punto C non si sposti verticalmente (°°). 


(3*) Infatti, supposto ad es. che M, fosse positivo, esso diventerebbe negativo se si inverte 
la forza P; ma guardando la nuova figura dalla parte posteriore del foglio, la forza esterna r'di- 
venta quella di prima, mentre M, rimarrebbe negativo, contrariamente alla supposizione fatta. 

Nelle stesso modo si riconosce che lo spostamento verticale in C è nullo; oppure si d duce, 
mediante il teorema di Maxwell, dal fatto che è nullo lo spostamento orizzontale quando in C 
agisce una forza P verticale. 
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Esprimendo lo spostamento è, del punto © (fig. 658 b) mediante la seconda 
delle (544) e delle (545), si ha 


PP a Tr A I 
d.=7 55) + Te153 = 0» da cui T,= Crm 
Nelle sezioni d’imposta risulta 
vr=-—=T,=-î, HE--Hh=-?, M=-m=--t2?p,, 


TL 


La rotazione e lo spostamento orizzontale della sezione C si ottengono appli- 
cando le (544), (545) al semiarco della fig. 658 Db), e risultano 


_n_-2n_4 Pr nia s _ 35° 8x4 Pr 
=" x Hg Segnalo ° dn EI ° 


Esercizio 578. — Lo stesso arco dell’esercizio 572 è soggetto a una coppia 
applicata nel vertice (fig. 659 a). 

Soluzione. Anche questo carico è antisimmetrico (Cap. XX) (?). Perciò si 
ha l’unica incognita T, (fig. 659 b), che è determinata dalla contizione (543), (544) 


M nr i To - 2 M 
è=5'5+T:159=0» da cui La =2 cà 


Nelle sezioni d’imposta risulta 


4-7 
3 H,=—-H,=0, M.=-M=—- MW. 
In ogni semiarco il diagramma M (a meno del fattore T,) è costituito dal- 
l’asse geometrico dell’arco riferito alla verticale che dista (7/4)r dal centro. 
La rotazione e lo spostamento orizzontale in C (es. 572) risultano 


a*—-8 Mr T°-27r—-4 Mr? ; 
= e "sel de —;& — (negativo). 

Esercizio 574, — Calcolare la reazione delle cerniere provocata dalle due 
coppie M (fig. 660 a), la rotazione delle sezioni A e B, e lo spostamento del 
vertice. 

Soluzione. a) Nelle cerniere si hanno due reazioni orizzontali H uguali e con- 
trarie; non si hanno reazioni verticali per ragione di equilibrio. 

Considerato mezzo arco incastrato in C e libero in A (fig. 660 b), la H7 è 
determinata dalla condizione che A non si sposti orizzontalmente. Per la seconda 
delle (543) e delle (544) si ha 


Mr n Hr n 4 M 
ui gr» ai Hope, 


3) Nota la H, la rotazione in A si ottiene mediante la prima delle (543) e 
delle (544): 
_q.Mr_Hr n_8 Mr 
Vo 2 EI ETÙ dn El 


O. BELLUZZI — Scienza delle costruzioni — II 4 
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c) Lo spostamento verticale di C (fig. 660 a) è uguale e contrario-a quello 
di A (fig. 660 b). L’innalzamento di A è dato dalla terza delle (543) e delle (544): 


_na_2, Mr _1 Hr ni-2r_-4 Mr? 
rr NU TW EJ © 
Questo risultato è negativo, quindi A si abbassa; per conseguenza 0 si alza di 


_2r+4-n3 Mr 
La 2 EJ 


Esercizio 575. — Un arco semicircolare di sezione costante, vincolato a due 
cerniero fisse, è soggetto a un carico P verticale nel vertice (fig. 661 a). Deter- 


Fig. 661. 


minare la spinta H, l'abbassamento del vertice e la rotazione in A e in B. 
Soluzione. Procedendo come nell’esercizio 574, si ha (fig. 661 b) 


1 (P2}* n Hr ì _P_ . 
3 RI —d ap da cui H==0:3183P. 
Quindi l'abbassamento e la rotazione cercati risultano 
__3n—-8 (P/2)_ 1 (Pm) _ dn? 8n—_4 P_ Pra 
= a * I 8 EI > Sr gp E gp 
_T_2, (P 2)r?__(P/m)r? 0a 2r + 4—n? Pri 
PaT 3 EJ EI 7 In EI ° 


La rotazione ©, è sinistrogira, ed è uguale (Betti) alla metà dello spostamento ny 
trovato nell’esercizio 574 (perchè agivano due coppie HM). 


Esercizio 576. — Un arco semicircolare di sezione costante, perfettamente 
incastrato alle imposte, è soggetto a un carico P verticale nel vertice (fig. 662 a). 
Determinare la spinta e il momento d’incastro, e calcolare l'abbassamento del 
vertice. 

a) 1° soluzione. Per la simmetria dell’arco e del carico, in C sono nulli 
la rotazione e lo spostamento orizzontale. Perciò, studiando il semiarco della 
fix. 662 b), le incognite M, e H sono determinate (543), (544), (545) dalle 
condizioni 
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Risolvendo il sistema, si ottiene 


P= 0,4591P, 


Il momento d’incastro risulta 


Do _L = 
M,= Mg Tr + Hr = O Pr = 0,1106Pr, 
Abbassamento del vertice (freccia) (fig. 662 b) (543), (544), (545) 
n° — 20r + 32 Pr - PI 
ne=} sn=8 BI Ei 


b) 2° soluzione. Il problema si può risolvere con una sola equazione: cono- 
scendo nell’arco a due cerniere la rotazione 0a provocata da P (es. 575) e quella 
provocata da due coppie M (es. 574), i momenti d’incastro M,= M,= M, ca- 
paci di annullare la rotazione provocata da P si ricavano dall’equazione 

Tt+t4_-n: Pr? n T°-8 My 
4T EJ È 2rn EI 
Noto M,, calcoliamo la spinta provocata dai momenti M, (es. 574), ch 
rappresenta il supplemento AH di spinta rispetto alla H dell’esercizio 577: 
4 Mg 27 +4—-7? 
Mi _ 2274 ) p . 


nr T(a°— 8) 


AH = 


Quindi si ha H= P/r + AH. 

I momenti M; provocano inoltre un innalzamento del vertice (es. 574), che 
rappresenta una diminuzione rispetto all’abbassamento n, dell’esercizio 575. 
Quindi la variazione An, vale 

A; 2mnt+t4_a Mi r+4—-7?)? Po8 l 
da Er ETICO 4 sn 8) EJ’ 
e si ha We=N +AM- 


Esercizio 577. — Risolvere l’esercizio 576 col procedimento del n. 263 n 
Soluzione. La reazione PR, equivale a una componente verticale 7, = P,2 
a una orizzontale H incognita passanti per G, più un momento 977, incogni.o. 
Le componenti © e È dello spostamento di G (pensato rigidamente collegato 
con la sezione A svincolata), provocato da P che deforma soltanto il semiarco CB, 
sì ottengono mediante le (544), e risultano (17) 


Po rue pil2,__t=n.Pr 
®7 EI» Ce Pn 773 EI 
Quindi le equazioni determinatrici di 977, e H (es. 560) diventaro (534), (536) 
nr _ Pr? : Pr 
MM, El = EI . da cui C//0 = ES » 
ni-8 3 4—-n Pr a 4-7 
2a EI mm EI’ da odi i ei 


Infine, il momento d’incastro M, è dato da M,=9,—V,rt + H2r/m. 
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Esercizio 578. — Quale retta d’azione deve avere una forza P agente in una 
data sezione D di un arco incastrato (fig. 663), affinchè le reazioni È, ed R, pas- 
sino per due punti dati A, e B,? 

Soluzione. Se la R, passa per il punto A,, 
il centro C, della rotazione della sezione A, 
pensata libera, si trova sulla retta a antipolare 
di A, rispetto all’ellisse e dell’intero arco. La 
forza P agente in D deve deformare il tronco 
DB in modo che il tronco AD (e anche la se- 
zione A) ruoti intorno allo stesso centro C,, 
che è sulla a; per cui la P, antipolare di C, rispetto all’ellisse e, del tronco DB, 
deve passare per l’antipolo 4, della @ rispetto a ey. Pensata invece libera la 
sezione B, si trova in modo analogo che la P deve passare anche per l’antipolo B,, 
rispetto all’ellisse e,, della retta è antipolare di B, rispetto all’ellisse e. 

Nota così la retta d’azione di P, risultano determinati i suoi antipoli 04 
sulla a e 0 sulla b, rispetto alle ellissi e) ed eg; e quindi anche le antipolari di 0, 
e di O, rispetto all’ellisse e (passanti per A; e B)), cioè le rette d’azione di R, 
e di R,, che per contrello devono incontrarsi sulla P (8°). 


365. Gli spostamenti relativi, 


a) Nel caso delle travi del tipo della fig. 607 a), le rotazioni e gli 
spostamenti che si calcolano mediante i teoremi del n. 353 sono quelli 
assoluti della sezione A (sulla quale agiscono la coppia o la forza) nel 
solo caso in cui la sezione B sia perfettamente incastrata, cioè fissa. 
Se invece la sezione B è vincolata in altro modo e può muoversi, e se 
l’ellisse di elasticità tiene conto soltanto della deformabilità della trave 
che unisce A con B, si ottiene lo spostamento relativo della sezione A 
rispetto alla sezione B. 

Ad es., nel caso della fig. 664a), se si 
tiene conto del peso elastico della sola trave 
AB, i teoremi suddetti danno le rotazioni 
e gli spostamenti relativi della sezione A 


rispetto alla B. Per ottenere il movimento Pei b 3 
assoluto di A occorre tener conto anche ; 1 B 
della deformabilità della campata BC; ossia Fig. 664. 


anche di un peso elastico G, concentrato nella 

cerniera B (perchè soltanto intorno a questa può ruotare la sezione B, 
sia che agisca una coppia, sia che agisca una forza) e che misura la 
rotazione dell’estremo B della trave BC provocata da una coppia M=1 


(**) Con ragionamento della stessa natura è facile riconoscere che se una forza P agente in 
una sezione D ruota intorno a un punto D, della sua retta d’azione, le due reazioni R, ed A, che 
essa prevoca ruotano intorno a due punti a e £ (antipoli rispetto a e delle antipolari di Dj 
rispetto a 6 ed eg). 
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avplicata in B (1). Dell’influenza di G, si può tener conto aggiungendo 
it suo contributo ai fattori Zw, Zwd,, Zwd,, Xwd,d/ delle (507,), (510,) 
(#11), (513,). Oppure si può determinare l’ellisse di elasticità comples- 
siva (es. 579 bd). 

Il peso elastico complessivo vale G = G,+ G,. Il baricentro G (fig. 665) 
è snila x che congiunge G, con 5, e divide G,8 in parti inversamente proporzio» 
nali a Ga e Gr. Siano gg il semidiametro dell’ellisse della 
trave AB situato sulla congiungente x, e ga il semidia- st 
metro coniugato. Il diametro coniugato al diametro x nel. p Pa (Im 
l’ellisse complessiva è parallelo a gg. perchè il baricentro ao PUR 
dei momenti statici rispetto a x è ancora lo stesso punto 
all’infinito di o, (essendo nullo il momento statico di G,). 
Il momento d’inerzia complessivo rispetto a © (per distanze 
parallele a 9a) è Ja = Gao + Gi: 0=G.07: quindi il semidiametro 9 è definito 
da o°=J,G.Il momento d’inerzia complessivo rispetto a o (per distanze paral. 
lele a #) è J'= Gao + GaG,6° + GiGB?: quindi si ha g'?=J"/G. Sono così 
noti due diametri coniugati dell’ellisse complessiva (82). 

Nel caso della fig. 664 b), se si tiene conto del solo peso elastico 
di un tronco A5B,, si ottiene lo spostamento relativo di A rispetto a B,. 

b) Se la trave è incastrata nell’estremo A e libera nell'estremo B, 
l’ellisse della sezione terminale B è la stessa che si ha quando B è inca- 
strato e A è libero. 

c) Se la sezione B è vincolata mediante una 
B cerniera (fig 666 a) (?3), la rotazione assoluta di 
A e il suo spostamento assoluto in di*:zione nor- 
male alla congiungente 4B dipendono, oltre che 
dalla deformazione elastica della trave 45, an- 
che da un’eventuale rotazione rigida della trave 
Fig. 666. intorno a B, che può avere un valore qualsiasi; 
ed è perciò che in questo caso tali movimenti 

si possono determinare soltanto relativamente alla sezione 5. 

Invece la componente dello spostamento di A nella direzione della 
congiungente AB non è influenzata da una piccolissima rotazione even- 
tuale intorno a B; per cui tale componente è anche quella assoluta, 
come se l’estremo B fosse incastrato. 


Fig. 665. 


00] 


Ad es., per calcolare lo spostamento orizzontale di A nel caso della fig. 666 b) 
sì può pensare che in B ci sia un incastro e che l’estremo A sia completamente 
libero, e calcolare è, = P + J,. In questa ipotesi il punto A subisce generalmente 


(*2) Se in B la trave AB è fissata invece a un blocco di fondazione, si può determinare, 
benchè in modo incerto, un’ellisse di elasticità della fondazione, come indicò W. RITTER nel 
n. 60 del quarto volume dell’opera citata nel n. 368. 

(3) V. anche W. RITTER: Einige Aujgaben aus dem Gebiete der Trigheitsellipse, «Schweiz. 
Bauzeitung », 1889, 24 agosto, pagg. 43-44. 

(**) Naturalmente in questo caso si applica alla sezione A una forza passante per B (o un 
sistema di forze la cui risultante passi per B), altrimenti la trave, che è labile, non è in equilibrio. 
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anche uno spostamento verticale, cioè non rispetta il vincolo ivi esistente. Per 
riportarlo al rispetto di questo, si lascia poi ruotare rigidamente la trave intorno 
a Bin modo che A ritorni sull’orizzontale x. Ma questa rotazione piccolissima 
non modifica lo spostamento orizzontale è, già ottenuto, che perciò è espresso 
da P-J, come quando in B c’è ur incastro. 

Tutto ciò vale anche quando in B esiste un incastro 
cedevole angolarmente in modo elastico (come nel caso 
della fig. 664 a), se si è tenuto conto del solo peso ela- 
stico della trave 4B e non di quello G, dell’incastro (34). 


d) La trave può anche avere entrambi gli 
estremi A e B liberi, purchè oltre alla forza P 
applicata in A si applichi in B una forza P 
uguale e contraria (fig. 667 a), avente la stessa 
Fig. 667. retta d’azione (forza che invece nasce come rea- 
: zione quando B è incastrato). 


Questo caso si presenta, ad es., nei sistemi chiusi (n. 55) quando si pratica 
un taglio secondo una sezione $ (fig. 667 b) e si applicano alle due facce S, ed Sy 
di questo due forze uguali e contrarie. L'ellisse di elasticità è l’ellisse d’inerzia 
dei pesi elastici 'ell’intero sistema, ed è quindi la stessa qualunque sia la sezione 
secondo la quale si pratica il taglio. I quattro teoremi del n. 353 danno i movi. 
menti relativi delle due facce S, ed Sy. 

Se si pensa di incastrare una delle due facce, ad es. $S,, e si applica una 
forza P soltanto a S,, il moto relativo delle due facce di- 


venta il moto assoluto di $,. PXzeP 
e) Un caso particolare di spostamenti relativi, che si SS, 9) 
. . . . a > 
presenta quando si studiano le linee d’influenza mediante bLA B 


il teorema di Land (Cap. XVIII), è quello di una trave 
incastrata ai due estremi e tagliata secondo una sezione S 
(fig. 668 a), alle due facce della quale si applicano forze 
uguali e contrarie. Pensiamo il sistema chiuso mediante 
una porzione di terreno rigido che collega le sezioni A e B 
(fig. 668 b). L’ellisse che consente di studiare gli sposta- 
menti relativi delle due facce S, ed $, della sezione, ossia 
gli spostamenti assoluti della sezione $, quando si pensi incastrata la $, e mo- 
bile tutta la porzione rigida ACB, è Vl’ellisse d’inerzia dei pesi elastici di S,4 
e di BS,, perchè il terreno aggiunto come collegamento, essendo rigido, ha un 
peso elastico nullo. Quindi essa coincide con l’ellisse ter- 


Vis 


B C minale della trave 4B quando fosse libera la sezione A. 
A 1 A Anche in questo caso l’ellisse è la stessa qualunque 
Fig. 669. sia la sezione S che si considera. 


Esercizio 379. — Studiare i movimenti assoluti dell'estremo A (fig. 669) diret- 
tamente, oppure determinando l’ellisse complessiva della trave AB e dell’ap- 
pozijio B. 


(3*) Infatti, si ha J'= J, (n. 365 a). 
In questo caso però non è necessario che la forza P applicata in 4 passi per B (nota 33). 
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a) 1° soluzione. Il peso elastico concentrato in B (es. 593) è (292) Gi = 
= 1,/3E,J,. Quindi la rotazione e l'abbassamento di A risultano (511), (513) 


4 


Ri, ka nf, a 
e=P(73 stzegb) 1= (3 staz!) 


b) 2° soluzione. L’ellisse complessiva ha le seguenti caratteristiche (n. 365 a): 
Il peso elastico complessivo vale @ = VEJ + 1,/3E,J,. 
Il baricentro è a destra del punto di mezzo di I, a distanza G,G=(1 2)G,G). 
Il semiasse verticale è definito (n. 358 c) da pf = (VEA):G. 
Il semiasse orizzontale (trascurando l’influenza di 7) è definito da pî = J'/G, 
essendo J'= (1/EJ)(12:12) + (VEJ)G,G® + (1,/3E,J))GG£. 
Quindi si ha @ = P-GAG, f= P-G(9of + 462). 


Esercizio 580. — Si vuol costruire un dinamometro mediante una barra d’ac- 
ciaio di “.ametro d = 25 mm, ripiegata ad anello di raggio medio R = 20 em, 
e terminante con due tratti rettilinei disposti secondo un raggio (fig. 670). 
Determinare la massima forza P che si può misurare, e la legge P 
deformazioni-forze. ad 

Soluzione. La forza è limitata dalla condizione di non su- 
perare il limite di proporzionalità dell'acciaio, che supponiamo 
essere c, = 2000 kg/emq. Nelle sezioni più distanti dal dia- 
metro P-P si ha M=PR=20P. Quindi, essendo W= 


= nd8/32 = 72,53/32 = 1,534 cm?, si deve avere 

20 Pics i . 3 & 

3g = 2000 kg/emg, dacui —P,0z=153,4kg= —150 kg. B 

1,534 di # ip 
Lo spostamento relativo delle estremità dei tratti radiali, Fig. 670. 


che sarebbe una traslazione se si deformasse soltanto l’anello 

(cs. 546 b), risulta un poco aumentata per la deformazione dei tratti stessi. 
Quindi, essendo J= 7d'/64 = 72,54 64 = 1,917 cm', lo spostamento totale ri- 
sulta (es. 546 db). 


d=P 


TE PE? P ( T 208 208 ) 


EI * a 3EI © \2,1-109-1,917 ile 3-2,1- 166 - 1,917 


= P(0,00624 + 2» 0,00066) = P-0,00756 em. 
Pertanto, la deformazione del dinamometro è definita dalla costante 
S, = 0,00756 cm/kg; 


ossia lo spostamento è di circa 7,5 centesimi di millimetro per ogni chilogrammo. 
To spostamento sotto il carico massimo risulta di circa 1,13 cm. Le due forze P 
sono applicate agli estremi dei tratti rettilinei mediante staffe a U munite di 
gancio. Per la lettura degli spostamenti può servire un comparatore centesimale 
(Cap. XXXVIII). 

Un'esperienza diretta, da ripetersi di tanto in tanto, consentirà di determi- 
nure più esattamente la scala. 
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Esercizio 581. — Calcolare le reazioni provocate da una variazione termica 
uniforme Ayt in un arco semicircolare, omogeneo e di sezione costante, vincolato 
a due cerniere fisse A e B. 

Soluzione. Se si svincola l’arco in A, per effetto di A,t la corda AB varia 
di AAB=2raA,t. La reazione R, agisce secondo la retta x= AB, e deve im- 
pedire la variazione A4B suddetta. Lo spostamento che essa provoca è dato 
(n. 365 c, es. 545) da $è,= R,7,= E:G(r*/2); quindi l’equazione che determina R, 
risulta 


r2 3 4 EJ EJaAg 
R,G 7 = 2ra Ahi, da cui Ri= AV > 1,27: Se 


v) 


(vi 


La R, è rivolta in dentro o in fuori secondo che At è positiva o negativa. 
Il diagramma del momento flettente è costituito dall’asse geometrico dell’anello 
riferito al diametro 45, a meno del fattore R,. 


Esercizio 592. — Determinare l’ellisse degli spostamenti relativi delle due 
facce S, ed S, di un taglio S praticato nel telaio della fig. 671 a), avente le aste 
di uguale sezione. 

Soluzione. L’ellisse degli spostamenti relativi è l’ellisse degli spostamenti 
assoluti di S, quando $S, si pensi incastrata (n. 365 d). 

Il peso elastico totale risulta 

2a + 
G=2G+ 9 OI, 

Se si trascura l'influenza del taglio, i momenti d’inerzia rispetto agli assi 

principali 2, € Y sono dati da 


; J b\? ; b? 
In= Ge [k + (3) + 26,33» 


da J a)? 
In 2Geig + 29» +0) 


Se si trascura anche l’influenza dello storzo normale, si ha 


3a + b 3b + a 
P D Sn= ET "In" 
5) I semiassi dell’ellisse sono definiti da 
3a + db 3b + a 
ie Gi è, — 2 2, di 2, 
sn RI Pzo — 12(a + b) Po 7 I2(a + 0) © 


L’ellisse è la stessa, dovunque sia praticato il taglio S (n. 365 d). 


Esercizio 588. — Il telaio dell’esercizio 582 è di ferro e ha le aste di sezione 
quadrata di cem 2x2; i lati sono a = 60 cm, db = 40 cm. Quali forze Pe — P 
si devono applicare alle due facce S, ed S, (fig. 671 b) affinchè il loro sposta- 
mento relativo sia una traslazione orizzontale di 2 mm? 

Soluzione. Coi risultati dell’esercizio precedente si ottiene 


200 
e 2,1 - 106 - 1,333 


= 0,00007143 kgem-, Pao = 17,12 cm, Py = 23,22 cm. 
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Per provocare una traslazione relativa orizzontale occorre una forza pas- 
sante per G e anch’essa orizzontale (perchè l’asse principale x, è orizzontale); 
e si ha (36) 6 = PIa=:= PI, = PGoi» da cui 


2 ni 9,55 k 
e 3 = ko. 
Ge, 0,00007143 - 17,129 — °>9° 58 
Esercizio 584. — Determinare l’ellisse deg di spostamenti relativi delle due 
facce S, ed S, di una sezione del telaio S,BUS$, (fig. 672), omogeneo e di sezione 


costante. 
Soluzione. Distanza del baricentro G da 0 (G, e G, pesi ela- 
stici dell’arco e del diametro, G =G, + G; peso elastico totale): 


Momenti d’inerzia rispetto agli assi principali (trascurando l’influenza di N 
e di T) (es. 547): 


753 


= Ga[(0,308 7)? + (0,2487)?] + Ga(0,3897)® = 0,794 Lal î 
GT + Ga ET asor, 
2 12 EJ 
Si ha poi 
Ta S 
Pz = Gt Ga p2, = 0,393r; fa C+ Ga e, = 06607. 


Esercizio 585. — Nella struttura dell’esercizio 584, non tagliata secondo la 
sezione S, determinare il regime statico provocato da un riscaldamento uni- 
forme A,t del diametro BC. 

Soluzione. Praticato un taglio S in un punto del diametro, per effetto di A. 
le due facce subirebbero una traslazione relativa 2raA,y nella direzione BC 
(astraendo dalla compenetrazione). Quindi la reazione mutua È; in S passa per G 
ed è determinata dalla condizione 


E-Go, = 2ra At, da cui R,= 0,990 EES0e = 


L’asse del telaio riferito all’orizzontale x, è il diagramma M, a meno del 
fattore R,. 


Esercizio 586. — Costruire il diagramma degli spostamenti verticali 7) che 
subiscono i punti dell’asse geometrico dell’arco della fig. 673 per effetto di P. 

Soluzione. Diviso l’arco in tronchi (soltanto otto nella figura, per maggior 
chiarezza) e determinati i pesi elastici w e i semiassi p, e p, delle ellissi par- 
ziali, si sono calcolati numericamente (per risparmiare un poligono funicolare) 
i momenti statici w'= wy rispetto alla corda AB (pesi elastici di secondo ordine, 
n. 408 a), e si sono applicati come forze verticali nei loro baricentri, cioè negli 
antipoli della corda. Quindi, con polo O e distanza polare ), si sono collegati con 
un poligono funicolare. 
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Un’ordinata lm intercetta fra questo e l’ultimo lato B,A{ (sopra una delle verti- 
cali v passanti per i baricentri D delle sezioni separatrici dei tronchi, n. 198 bd. d), 
moltiplicata per X (letta nella scala di rappresentazione dei w'), dà (n. 32) il mo- 
mento statico rispetto alla v dei mo- 
menti statici w’ rispetto alla corda, 
per i soli tronchi a destra di D. Quindi, 
se l’arco fosse incastrato in B e libero 
in A, l'abbassamento di D risulterebbe 
n= P:J,y,= PoIm}. 

In particolare, l'abbassamento di 
A sarebbe rappresentato dal segmento 
A,A{. Ma in realtà A non deve spo- 
starsi verticalmente; quindi, per an- 
nullare tale abbassamento, l’arco (pen- 
sato già deformato elasticamente) ruota 
rigidamente in senso destrogiro intorno 
alla cerniera B, in modo che A si 
risollevi di A{A,. Per questa rotazione 

Fic. 673. ogni punto D subisce un innalzamento 

proporzionale alla sua distanza oriz- 

zontale da B, ossia rappresentato da mn; per cui in realtà D si solleva di In, 
ossia ‘dell’ordinata del poligono funicolare riferito alla retta 4,B,. Si ha così 


n= Pin. 


Se si assume % = 1/P, le ordinate ln misurano gli y ridotti nella scala lin 


del disegno. Quindi in pratica si assume X = 1/nP (n. 361 c). 


Esercizio 587. — Calcolare lo spostamento orizzontale del punto A (fig. 673). 

Soluzione. Si ha &, = P-J,= PLuyy. 

Se si è determinato il baricentro G’ dei pesi elastici di secondo ordine w' 
(Y'=XZw'y/Zw'), si ha anche &,= PYXLw" 


Esereizio 588. — Studiare l’arco semicircolare di sezione costante della 
fig. 674a), vincolato a due cerniere fisse, soggetto a una coppia M in A. 
a) I° soluzione. Reso libero l’estremo A e aggiunti i parametri incogniti V 
e H della reazione (fig. 674 b), per l’equilibrio alla rotazione intorno a B dev’es- 
sere V= — M/2r. Il parametro H è determinato dalla condizione che A non 
si sposti orizzontalmente (nulla si può dire dello spostamento verticale di A, 
perchè esso dipende anche dall'eventuale rotazione rigida intorno a B). Quindi, 
per la terza delle (537), (538), (339), e per quanto si è detto nel 365 c), si ot- 
tiene l'equazione 


Mr. (MM n Hr Ì 2 M 
sù LD i van, è PES a e sa CS 
eng u'ag dd B-Di 


2 . 

b) 2° soluzione. Il movimento assoluto della sezione A è una rotazione 
intorno ad A. Ma la sezione B subisce verosimilmente una rotazione intorno a B. 
Quindi nella deformazione elastica il movimento relativo di A rispetto a £ è 


LA TEORIA DELL'ELLISSE DI ELASTICITÀ 59 


una rotazione intorno a un punto della congiungente AB. Perciò la risultante Îî, 
di M, Y, H deve passare per l’antipolo 0‘ della retta AB. Inoltre, per l’equi- 
librio, deve passare per B. 

Il segmento AY che R, taglia sulla retta y è AYF=y =200"= (7/2)r 
(es. 548 c); quindi (2) si ottiene H = M/y = (2/7)(M/r). 


Esercizio 599. — Studiare il regime statico di un anello circolare di sezione 
costante, soggetto a due forze P uguali e contrarie, non diametrali (fig. 675). 

Soluzione. a) Se si pensa l’arco tagliato in D,, le forze P deformano 
l’arco AD,B provocando una rotazione relativa delle facce di D, intorno all’anti- 
polo C, della retta PP rispetto all’ellisse dell'arco AD,B. Quindi in D, agisce 
una reazione mutua R, capace di produrre una rotazione uguale e contraria; 


per cui la R, è l’antipolare di C, rispetto all’ellisse dell’intero arco. In modo 
analogo si determina la retta della reazione mutua R, agente in D,. Dopo di 
che si trovano le intensità di R,, R, decomponendo la P. 
b) Il seguente esempio numerico si riferisce al caso dell’arco 
= 1200 = 27/3. 
Elementi elastici degli archi AD;B e AD;B (es. 554): 


A4D,B = 


2r 56 
G:= 3pj»  0h=0,8270r, pix = 0,0228878; 
4n da 
= ,à,  0G,=0,4135r, a, = 0,225673. 
3EJ P220 


Distanze di G, e G, dalla retta PP: 
d,=0,3270r, d,=0,9135r. 


Antipoli della retta PP: 


0,06987, Go0s 0,9470r} 


GO, 
00, = 0,8968r, OC, = 0,66007 
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y2°8 r3;2 
d, = = 0,757r, d, —— = 0,558; 
1 ts 2 0.G 
Pi= 0257 r, Da = 1,058 r, 
Valori di P, e di R,: 
Reel f=0505P, Ba _ dedi. 
P, © Pa Pi © Pa 
Momenti in D, e in Di: 
Ma, = R-0,243r= 0,196Pr, M;,= R,-0,442r = 0,086Pr. 
Momento in A o in B: 
Ma= M,= Rip, = R.p,= — 0,207 Pr. 


Esercizio 590. — Quali forze P e — P si devono applicare alle due facce S, 
ed S, di un taglio praticato nell’arco semicircolare di sezione costante della 
fig. 676, affinchè il moto relativo delle sezioni S, ed S, sia una rotazione intorno 
al loro comune baricentro? 

Soluzione. L’ellisse degli spostamenti relativi di S, 
ed S, è l’ellisse degli spostamenti assoluti di S, quanao 
sì pensi che S, sia incastrata e che S,A sia collegato 
con BS, attraverso il suolo (ed è anche l’ellisse della 
sezione terminale A dell'arco AB pensata svincolata. 
n. 365e; quindi è l’ellisse trovata nell’esercizio 547). 
Perciò, in tale ipotesi, occorre che il moto assoluto 
della sezione S, sia una rotazione intorno al proprio baricentro; e quindi la 
forza P da applicare in $, deve agire secondo l’antipolare s di detto baricentro. 

L’angolo della rotazione relativa è @ = P - (rr/EJ)d, . 

Nella figura è rappresentata anche la deformata dell’asse geometrico dei 
due tronchi. 


Fig. 676. 


866. Determinazione dell’ellisse di elasticità nel caso generale. 


a) Quando la trave è vincolata nelle due sezioni estreme mediante 
incastri o cerniere, oppure è vincolata anche in altre sezioni, si è visto 
che la ripartizione del peso elastico G relativo alla sezione A che si con- 
sidera come terminale (fig 677 a), è fittizia e convenzionale (n. 355 d), 
e ha soltanto lo scopo di estendere ai teoremi fondamentali del n. 352 
l’interpretazione del n. 353. Perciò l’ellisse di elasticità della sezione A 
non si può costruire come ellisse centrale d’inerzia del sistema di masse 
dG o AG, ma si deve determinare direttamente, usando, ad es., uno 
dei procedimenti (*) indicati in è) e nel n. 367. 


(**) Altri procedimenti generali sono indicati nelle memorie citate nel n. 368, 
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b) L’ellisse della sezione A si determina immediatamente quando si sap- 
piano calcolare gli spostamenti di A provocati da tre particolari condizioni di 
carico (es. 599, 600). A tal fine si può sempre impiegare il principio dei lavori 
virtuali, o il teorema di Castigliano; oppure qualche procedimento più immediato 
se la trave è rettilinea. Spesso questo calcolo può essere laborioso, specialmente 
se la trave è iperstatica. Talvolta però, in casi particolar- 
mente semplici, si conoscono le espressioni di tali sposta- 
menti (es. 591, 592, 593, 594, 595, 597). 

Applichiamo in 4 una coppia M destrogira e calcoliamo 
la rotazione © della sezione A e lo spostamento 3 del suo 
baricentro, oppure le componenti orizzontale È e verticale 
n di 3. Il peso elastico cercato è dato da G = /M. Il 
centro elastico G si trova sulla normale a 3 per A, e la 
sua distanza da A è d= 3 nel verso tale che alla rota- 
zione @ destrogira corrisponda il è avente il senso trovato. 
Se invece si conoscono £ ed n, le coordinate di G sono, in 
valore assoluto, 7 = n'0 e y= É/0 (fig. 677 a). 

Applichiamo in A una forza P, secondo una retta w 
passante per G (fig. 677 b) e calcoliamo lo spostamento 
$, di A, che è una traslazione, e che perciò è comune 
anche al punto G pensato collegato rigidamente con A. La normale Gv a 3, è 
(n. 351 c) la direzione del diametro v coniugato a «. La lunghezza del semidia- 
metro GY si ricava dall’espressione della componente di è, nella direzione w: 


Fig. 677. 


S,senx = P,:-J, = P1:G(GV sen a). 


Avulogamente, applichiamo in A una forza P, avente la direzione v del 
diametro t.1ovato e calcoliamo la traslazione $, che essa provoca, che deve risul- 
tare normale alla direzione «v coniugata. Quindi ricaviamo la lunghezza del semi- 
diametro GU dall’espressione della componente di 3, nella direzione di P: 


S.sena = P.-J, = Pa G(GU sen a). 


Quanào la struttura è simmetrica rispetto a un asse a e la sezione A si 
trova su di esso, anche G è su a. Gli assi dell’ellisse hanno la direzione a e quella 
normale ad a. Applicando le forze P, e P, secondo tali direzioni, si ottengono i 
semiassi GV e GU dell’ellisse. 


367. Composizione delle ellissi di travi in prrallelo, 


a) Nel caso di una trave incastrata alle due estremità B, e B,, suppo- 
niamo note le ellissi di elasticità delle due travi a mensola BA e B,A, rese indi- 
pendenti mediante un taglio in A e aventi le due facce di A come sezioni ter- 
minali. L’ellisse della sezione A comune alle due travi collegate in parallelo si 
può determinare col seguente procedimento. 

Consideriamo, ad es., una struttura costituita da un arco B,A e da una pila 
snella B,A (e quindi anch’essa sensibilmente deformabile), aventi in comune la 
sezione A (fig. 678), e supponiamo per semplicità che le ellissi e, ed e, del solo 
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arco e della sola pila abbiano un asse orizzontale (3°). Indichiamo con G, e G, i 
baricentri elastici, con G, e G, i pesi elastici, con Pan € Psa: Pz, € Pup i semiassi 
delle due ellissi, e cerchiamo le analoghe caratteristiche dell’ellisse del complesso. 

b) Baricentro elastico. Per deformare il solo arco, pensato incastrato in B, 
e libero in A, in modo che A subisca una traslazione orizzontale, occorre una 
forza orizzontale P, applicata in A e passante per G,. Per deformare la sola 
pila, pensata incastrata in 5, e libera in A, in 
modo che A subisca una traslazione orizzontale, 
occorre una forza erizzontale P, applicata in A e 
passante per G,. Tali traslazioni sono misurate da 


(a) Pa' Gafî,» Py Goti, * 


Esse risultano uguali se 


In tal caso, se si applicano entrambe le forze P, 
e P, (cioè la loro risultante) alla sezione A ap- 
partenente all’intera struttura, la P, deforma 
l’arco e la P, deforma la pila come se le due 
parti fossero indipendenti (5); quindi la risultante di P, e P, provoca la stessa 
traslazione orizzontale della sezione A. Si deduce da questo che tale risultante 
passa per il baricentro elastico G cercato, e che l’ellisse del complesso ha un 
asse orizzontale. 

Quindi, indicando con ya, e y, le distanze verticali della risiltante, ossia di G, 
dai baricentri G, e G,, si ha 


547) se 22--°, da cui — ei, 
( Yo Pa pz, nil 14 Goti, Gaf, 

In modo analogo, se Py e P; sono due forze verticali passanti per G, e G,, 
capaci di produrre traslazioni vertiogli uguali della sezione A pensata apparte- 
nente al solo arco o alla sola pila, si ottiene (88) 


ta Pi _ Gagi, . x, 
==, da cui %Ca= Ts 37 
co Pi Gooi, *. 14+9Gspi,/Gapi,° 


c) Peso elastico. Per deformare il solo arco libero in A, in modo che A 
ruoti intorno al punto G, occorre una forza P{' applicata in A e agente secondo 


(9471) 


(3*) Nel caso generale si veda l’esercizio 600. 

(3’) Infatti le suddette traslazioni, essendo uguali, avvengono senza contrastarsi a vicenda, 
come se le due facce A fossero soltanto accostate. Ossia, mentre in generale la solidarietà delle 
due parti della struttura fa aumentare la rigidezza, in questo caso, cioè per queste particolari 
forze, la lascia invariata. 

(33) Nel caso considerato, in cui una delle due travi è una pila rettilinea e verticale. essendo 
la deformabilità di questa in direzione verticale molto minore di quella dell’arco, la distanza Ta 
risulta piccolissima, 


LA TEORIA DELL’ELLISSE DI ELASTICITÀ 63 


l’antipolare 9g, di G rispetto all’ellisse e, . Per deformare la sola pila libera in A, 
in modo che A ruoti intorno a G, occorre una forza Py’ agente secondo l’anti- 
polare g, di G rispetto a e,. Tali rotazioni sono misurate da 


Pa Gala» Ps Godp. 
Se le forze P/' e P;' sono tali che queste rotazioni intorno allo stesso centro G 
risultino uguali in valore e senso, applicando entrambe le forze alla sezione A ap- 
partenente al complesso si ottiene ancora la stessa rotazione intorno a G@ (per lo 
stesso motivo detto in bd) e nella nota 37). Ma G è il centro elastico del complesso; 
quindi l'insieme delle due forze P{ e P;’ deve costituire una eoppia, ossia P,” 
e Pj' devono essere parallele, uguali e contrarie (°°). Indicando con P”' il valore 
comune e con d il braccio della coppia, la rotazione si può scrivere in tre modi 
diversi 
p= PP" Gad =P"-G,d,=P"d:G; 

da cui 


d ,d 
(548) 9 se a Godo . 


d) Semiassi dell’ellisse. Indicando con pz, il semiasse verticale dell’ellisse, 
la traslazione orizzontale della sezione A appartenente al complesso, provocata 
dalla risultante di P, e P, (n. 367 d), è espressa da 

(Pa + Pa): Gi, ° 
Quindi, uguagliando ad es. alla prima delle espressioni (a), si ricava 
a9%, Gati, 


549 02 = Vr II ” = AAT 
ia "o G(14+ Gagi,/Gooi,) GI + YalY3) 


In modo analogo, si ottiene 


” DE G.98, Ga 
ii Pio — GA + Gaeì, Goo) GI a) 


e) Note così le caratteristiche elastiche della sezione A appartenente al 
complesso B,AB,, se una trave A”A è collegata con la sezione A ed è libera in A” 
(fig. 679) si possono studiare gli spostamenti della sua 
sezione terminale A’ provocati da forze agenti su A’. 
Tali spostamenti che risultano dalla deformazione delia 
trave A/A e del complesso B,A4B,, sono determinati dal. 
l’ellisse che si ottiene componendo in serie l’ellisse di AA 
con quella di A appartenente a B,4B}; (cioè costruendo 
l’ellisse centrale d’inerzia dell'insieme del peso elastico Fig. 679. 

di A’A e del peso G@ trovato in c). Se invece si procede 
mediante sommatorie (n. 361 a), si valutano i momenti statici o quelli centri. 
fughi del peso elastico di A'A e di G. 

Nel Cap. XX esaminereino il problema in modo più esteso. 


(®*) Si hanno così due controlli dell'esattezza dei calcoli, costituiti dal parallelismo delle 
antipolari 93 € 95, e dall'uguaglianza dei prodotti Gala ® G,4p- 
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Esercizio 591. — Determinare l’ellisse di elasticità della sezione centrale A 
della trave di sezione costante della fig. 680 a), fissata agli estremi. 
Soluzione. a) Una coppia M applicata in A provoca la rotazione (289;) 


A A ___Ml x __1 
SAT C_Mei Ps" agg» Peo 3 per 
d) P Per una forza P verticale applicata in A si ha (273), (513;) 
si PR 1 


es e) Na= 853 = PG» da cui Pu = 3° 


A Per una forza P orizzontale applicata in A si ha (es. 57) 
d) Fa 
ne Pe PI 6 : = 3/37 
Fig. 680. Ga= ga PG da cui Pax = V3 Vi: 


5) Nota così l’ellisse, si può studiare lo spostamento di A provocato da 
una forza qualsiasi agente in A. Ad es., una forza verticale P passante per uno 
degli appoggi (fig. 630 b) fa ruotare A intorno all’altro appoggio, e si ha 
©a = PGI/2 = P1*/24EJ, Na = @al/2 = PI*/48EJ . 


Esercizio 592. — Idem, per una sezione A generica (fig. 680 c). 
Soluzione. Per una coppia M applicata in A si ha (289), (291) 


__ _M(°— 3ab) _ Mab(b—a). 
Ve Tan * “7T351 
per cui si ottiene (G appartiene al più corto dei due tratti a, d, perchè q, è destro- 
giro ed ‘4 è verso il basso se d > a) 


_ —3ab zi _ Na _ ablb—a) 
— 3EI > ni e 


Per una forza P secondo la verticale y di A si ha (283) 


Pa?b? ì 
No = zen, PG 


da cui RE 
2__0 s_- c2_ Gir- a3 hs 
Po 7 3ab* - ici (12— 3ab)?®* 
Per una forza P orizzontale applicata in A si ha (es. 57) 


e er 3ab 
&=5a3? Go,» da cui 


2 . 
fe, — I Bab 


hac 


Esercizio 593. —- Idem, per la sezione A sopra un appoggio (fig. 680 d). 
Socuzione. Per una coppia M applicata in A si ha (292) 


MI . l 
®=gzpy> dci G=g 


La sezione A ruota intorno al proprio baricentro, sia se in A si applica una 
coppia, sia se si applica una forza avente una retta d’azione qualsiasi; per cui 
G = A, e l’ellisse di elasticità degenera nel punto A. 


D 
(Sil 
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Esercizio 594. — Determinare l’ellisse di elasticità della sezione centrale di 
una trave prismatica, perfettamente incastrata agli estremi. 

Soluzione. Con lo stesso procedimerto dell’esercizio 591, avendo presenti 
la (a) dell’esercizio 254, la (327) e l’esercizio 57, si ottiene 

î l 
S=:{GI: G=A, Puo 735? en= 2}. 

Esercizio 595. — Determinare l’ellisse di elasticità del vertice A di un portale 
simmetrico (fig. 681). 

Soluzione. Applicata in A una coppia M, risolviamo da prima il problema 
iperstatico; cicè calcoliamo la parte M, di M che interessa il piedritto AA,, e 
la spinta mutua H in A, che si ricavano dalle due equazioni che esprimono l’ugua- 
glianza delle rotazioni e degli spostamenti orizzontali di A 
pensato appartenente alle due parti. Noti M, e H, per otte- 
nere la rotazione © e lo spostamento orizzontale & provocati 
da M applicato in A basta calcolare @ e È provocati da 
M, e da H applicati al solo piedritto. 

Applicata poi in A una forza P orizzontale, calcoliamo 
la parte di P che interessa il piedritto (che è P/2 se si 
trascura la variazione di lunghezza della trave 1) e il mo- Fig. 681. 
mento mutuo M, in A, che si ricavano nello stesso modo. 

Quindi determiniamo i movimenti @ e É provocati da P applicato in A, cal- 
colando invece quelli del piedritto soggetto a P/2 e a M,. 

In tal modo, trascurando in questo calcolo le variazioni di lunghezza delle 

varie parti (influenza di N), e ponendo E,J,/E.Jih=G, “i 0, si ottiene (4°) 


,9+3_30+2) 20 Ex Mh , 
Li sel 9 +67 36 +1) 405,3," è Tr '4E,J,* 

1 Ph roi de 
PPT G+6 45,3, 7 6+6 1205,3,° 


L’espressione di ©0yr senza il fattore M dà il peso elastico G. 

Il baricentro elastico @ è situato sull’asse del piedritto AA,, sotto A (perchè 
®m è destrogiro e Éyy è verso destra), e la sua distanza da A è GA = Emo - 

L’espressione di gp senza il fattore P dà il momento d’inerzia J, di G 
rispetto all’asse della trave 2. Il raggio d’inerzia pi è definito da pf =J/G, e 
quindi il semiasse verticale Pao dell’ellisse da Pi, = pe— GA?. 

Una forza P verticale applicata i in 4 interessa c_... il solo piedritto, 
e provoca un abbassamento n= Ph/E,A,. Per cui si ha J, = NE4,, ® 
quindi g7, = UPRICE 

Ad es., per 09 = 1/2 si ottiene 


J 
G= 1949» GA=3%.  pa=0,687%,  pr=3,15)/72=3,15p,. 
» 


(‘°) V. il mio volume: Formule per il calcolo dei portali incastrati, Bologna, Zanichelli, 1930, 
pagg. 80 e 72, nel quale sono dati anche le rotazioni e gli spostamenti dei vertici per qualsi- 
voglia condizione di carico. 
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Esercizio 596. — Determinare le caratteristiche elastiche del vertice A (fig. 682), 
trascurando la deformazione dovuta a N. 

Soluzione. Si trascura dunque la variazione di lunghezza 
delle due travi, per cui la rotazione di A non può avvenire 
che intorno allo stesso punto A d’incontro dei loro assi, qua- 
lunque sia la forza applicata in A. Quindi il baricentro ela- 
i stico è il punto A, nel quale degenera anche l’ellisse di 

Fig. 682. elasticità. 

Per determinare il peso elastico del complesso, appli- 
chiamo in A una coppia M, che si ripartisce in due coppie M, ed M, interessanti 
la trave e il piedritto. La rotazione in A dev'essere unica; per cui si ha (314) 


qu fi Dia, M,+M,=M, 


e si ricava 
Mm=Mzî7, M-M3%r. 
L tT D 
La rotazione risulta 
GG» ; ce) GG 
=M_- >» d =_= dm 
93° 16,+-93) aci 9=3= 76.46) 


Il risultato vale anche se le due travi formano un angolo non retto, purchè 
non siano allineate. 


Esercizio 597. — Determinare l’ellisse di elasticità della sezione A dell’arco 
di sezione costante della fig. 683. 
Soluzione. a) Peso elastico. Una coppia M applicata in A fa ruotare la 
sezione A dell’angolo © trovato nell’esercizio 573. Quindi si ottiene 
Q_ T_8 r 


B=yp® = ‘73 = 0148873. 


b) Baricentro elastico. La rotazione provocata da M è accompagnata da 
uno spostamento è, di A verso sinistra (es. 573); quindi il centro della rota- 
zione è più alto di A di 
2m+4-7? 


Le è >> siii 


d=— 


c) Semiasse orizzontale. Una forza verticale P, applicata in A provoca 
l'abbassamento f trovato nell’esercizio 576; quindi il semiasse orizzontale del. 
Vellisse è definito da f= P-J, = P-Goi da cui 


t(m* — 207 + 32) 
= gici Pe 02807. 


d) Semiasse verticale. Una forza orizzontale P, applicata in A provoca lo 
spostamento orizzontale È, trovato nell’esercizio 572; quindi il raggio d’inerzia pg 
rispetto alla retta x è definito da è, = P-J,= P-Gpoî?. Ricavato pì, si de- 
duce Pzo mediante (32) la relazione 920 = g?— d?. Il semiasse Pzo risulta uguale 
® py; per cui l’ellisse di elasticità è un altedia, 
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Esercizio 598. — Calcolare il movimento della sezione A (es. 597) provocato 
da una forza P secondo la verticale per l'imposta destra e agente in A. 
Soluzione. La sezione A ruota intorno all’antipolo O della retta P, che dista 
pil” da G. Quindi si ottiene 
Pr 2 


Pa = PGr=0,1488 77, mo 


= 03: CG, E,=— 0° d. 


Esercizio 599. — Determinare l’ellisse di elasticità della sezione in chiave 
dell’arco semicircolare di sezione costante della fig. 684. 

Soluzione. Se si applica in A una coppia M o una forza P orizzontale (41), 
le reazioni sono staticamente determinate, pur avendo la struttura un vincolo 


Fig. 683. Fig. 684. 
sovrabbondante (n. 48 c), e valgono nei due casi V,=—-V,=— M/2r, H,= 
=H,=0; Vy=—-V,=—P/2, H=—-H,=—P/2. 
Impiegando la (481,) o la (500,), per effetto di M si ottiene 
_ 3-8 —8. Mr Laelb_®8,P°, 
fera i °° 
per cui risulta (G è più alto di A) 
_3r—-8_r_ r i to 10-35 _ 
peo xj =%198 53: As” erro dae 


da cui 


sie ehe ln en or 


(41) Questi carichi (nota 29) sono antisimmetrici (v. Cap. XX). 

Nel caso della coppia M, le componenti Yg e Y sono determinate dall’equilibrio. La 
spinta H è nulla. Infatti, supposto che le due X (uguali per l’equilibrio) esistessero e fossero, ad 
es.. rivolte in dentro, invertendo MM anche le H dovrebbero invertirsi e agire in fuori; ma guar- 
dando la figura dalla parte posteriore del foglio, M ridiventa quella di prima e le 7 rimarrebbero 
rivolte in fuori, contrariamente alla supposizione. 

In modo analogo si trova che nel secondo caso le H sono uguali fra loro e a Pj2, e di senso 
opposto a P. 
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Per una forza P verticale applicata in A si ha (es. 450,.575) 


+= Po Go? da cui Pu = 03267. 


Esercizio 600. — Determinare l’ellisse di elasticità per una sezione D di una 
trave qualsiasi incastrata in A e in B (fig. 644), conoscendo le ellissi e, e, € 
(n. 363 c). 

Soluzione. Basta estendere le semplici considerazioni geometriche del 
n. 363 c, d). Si risparmia così il calcolo degli spostamenti elastici richiesti dal 
procedimento del n. 366 bd), e non è necessario che e, ed e abbiano gli assi verti- 
cali ed orizzontali come nel n. 367. 

a) Baricentro elastico G. Applicata in D una coppia M, determiniamo KR, 
ed R, come nel n. 363 d). Il centro della rotazione di D, ossia G, è (nota 27) 
l’antipolo di PR, rispetto a es, 0 di È, rispetto a è (49). 

b) Peso elastico G. Essendo (nota 27 e n. 363 d) © = RaGada=(M/d)Gada» 
si ottiene G =0/M = Gady/d = Gb (A 

c) Diametri coniugati. Applicata in D una forza P,, determiniamo R,ed & 
(n. 363 c). Il centro C, della rotazione di D è (nota 27) l’antipolo della È, rispetto 


x 


a e, 0 della R, rispetto a e. La retta GC, è il diametro coniugato di P,. Se 


C; è il punto d’incontro di GO, e di P,, il semidiametro è dato da 4/60;--G0;. 
Applicata in D una forza P, parallela a GC, si ottiene in modo analogo il 
semidiametro coniugato, che è parallelo a P.. 


Esercizio 601. — Determinare la traiettoria che descrive un punto A colle- 
gato con una sezione di una trave qualsiasi (cioè del tipo della fig. 607 a) o b) 
quando una forza P costante applicata in A ruota intorno ad A nel piano del- 
l’asse geometrico. 

Soluzione. a) Fra i vari modi di studiare 
la questione, il seguente utilizza la teoria del. 
lellisse di elasticità. 

Una forza P, (fig. 685 a) agente secondo il 
diametro d, = GA provoca uno spostamento è, 
normale (n. 351 c) al diametro coniugato d,; 
una forza P, parallela a d, provoca uno spo- 
stamento $, (centro C,) normale a d,. Pér cui 
l'angolo di $,, $, è supplementare dell’angolo 
di P,, Pa, cioè di d,, d, orientati come P.,, 

Fig. 685. P,. Se, ad es., il secondo è ottuso, il primo è 

acuto. Quindi, mentre la P ruota da P, a P. 

e $ ruota da $, a $,, da prima la P segue il 3 corrispondente e da ultimo lo 

precede. Esiste pertanto fra P, e P, una direzione € che è comune a P e a è 
(direzione principale). 


(4) Basta quindi tracciare nella e il diametro d coniugato alla congiungente GG, © nelle e, 
ed e i diametri coniugati alla direzione d. Il punto d’incontro di questi è G. 
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Una forza agente secondo È provoca uno spostamento nullo nella direzione n 


a 


normale a Z; quindi è nullo (Maxwell) anche lo spostamento secondo % provo- 
cato da una forza agente secondo 7; ossia anche 1 è una direzione principale. 


tal 


b) Indichiamo con Z ed 7 gli spostamenti provocati da P = 1 agente 
secondo le direzioni principali per il punto A. Una forza P = 1 formante un 


Pr, 


angolo % con % (fig. 685 b), ed equivalente a due forze P:=1 coso e P,= 


=lsen@, provoca uno spostamento dè di componenti 


a 


S| 


coso, è,=7seno. 


Queste sono le equazioni parametriche di un’ellisse di centro A e di semiassi 
ed 7, che è la traiettoria dell’estremo del vettore $ quando P ruota intorno ad 4; 
ossia è la traiettoria descritta dal punto A. 
Se la forza P non è unitaria, l’ellisse è omotetica alla precedente. 
Ricordando la relazione trovata nel n. 89 d), è facile dimostrare che a due 
forze P normali fra loro corrispondono spostamenti è che sono due semidiametri 
coniugati di tale ellisse. 
c) Se la congiungente AG è uno degli assi dell’ellisse di elasticità della 
trave, essa è una delle direzioni principali per A. 
Se l’ellisse di elasticità della trave è un circolo, la congiungente GA è certa- 
mente una delle direzioni principali per A. 
d) Ad es., se la forza P= 1 ruota intorno al punto A dell’anello della 
fig. 635, A descrive un’ellisse di semiassi £ = 3rr%/2J, = Tr3/EJ, orientati 
rispettivamente secondo la tangente in A all’anello e il raggio AO (fig. 6856). 


Ivel 


Esercizio 602. — Dati due punti A; e A, rigidamente collegati con una 
sezione A, determinare la traiettoria descritta da A, quando una forza P costante 
ruota intorno ad A; nel piano dell’asse (mediante considerazioni proiettive) (48). 

Soluzione. Facciamo ruotare intorno ad A; due forze P, costantemente nor- 
mali fra loro. I loro antipoli C, (rispetto all’ellisse e della sezione A) costitui- 
scono un’involuzione sull’antipolare a, di A). Se proiettiamo i punti C, da 4;, 
otteniamo per A, un fascio in involuzione. Questo ammette una coppia di raggi 
ortogonali 4,0; e 4,0’; quindi esistono due forze normali Pf e P{' per A, (dire- 
zioni principali per A,) che provocano in A, spostamenti 3; e è;’ normali ad 4,0] 
e ad A,0;', cioè normali fra loro. 

Per lo stesso motivo, esistono due forze normali Py e Py’ per A, (dire- 
zioni principali per A4,) che provocano in A, spostamenti 3/ e è’ normali 
fra loro. 

Le direzioni di queste forze P; e P:’ coincidono con quelle degli spostamenti 
8; e 3’, e le direzioni degli spostamenti df e 3; coincidono con quelle delle forze 
Pi e Py’. Infatti, due forze Py e Pi’ aventi le direzioni di d{ e 3; contengono 
i centri di rotazione degli spostamenti d:’ e d:, ossia gli antipoli di Pf’ e di Pi; 
quindi le forze Pi’ e P; conterranno a loro volta gli antipoli delle forze P/ e Pais 
ossia i centri di rotazione degli spostamenti è; e 3", che perciò coincidono con 
le direzioni di P{ e di P””. 


(*) Y. il primo volume, pagg. 158-160, dell’opera di W. KRrrTER citata nel n. 368. 
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Infine, lo spostamento d{ provecato da Pf è uguale allo spostamento è 
provocato da P;/ (se Pj = P{= P). Infatti, èj= PJyy e d;= PJyy, e si ha 
Jyx=dyy. Lo stesso dicasi di è; e di ds. 

Si dimostra poi, come nell’esercizio 601, che le traiettorie descritte da A, 
e da A, sono delle ellissi; quindi, per quanto si è detto, le due ellissi sono uguali (44). 


Esercizio 608. — Determinare la traiettoria che descrive un punto B colle- 
gato con una sezione di una trave qualsiasi (cioè del tipo della fig. 607 a) o b) 
quando una forza P applicata in un punto A collegato con un’altra sezione ruota 
intorno ad A nel piano dell’asse geometrico. 

Soluzione. Lo studio di questo caso non richiede la teoria dell’ellisse di elasti- 
cità; tuttavia esso è analogo ai casi precedenti, essendone la generalizzazione. 

a) Siano d,, d, le direzioni dello sposta- 
mento di B corrispondenti a due forze P,, P. 
normali fra loro agenti in A (fig. 686). Alla 
forza — P, corrisponde lo spostamento — èd,. 
Se l’angolo di 3,, È, è. ad es., acuto, l’angolo 
di 3., —d, è ottuso. Quindi se due forze co- 
stantemente normali fra loro ruotano intorno 
ad A passando da P,, P, a P,, — P,, gli spo- 
stamenti corrispondenti di B passano da d,, d» 
a 3,. —$, formando un angolo da prima acuto 
e da ultimo ottuso. Esiste pertanto una coppia 
di direzioni normali &, ed na della forza P per 
A (direzioni principali per A) alla quale corrisponde una coppia di direzioni nor- 
mali È, ed dello spostamento 3 di-B (direzioni principali per B). 

db) Se indichiamo con & ed 7 gli spostamenti di B normali fra loro provocati 
da P=1 agente in A secondo le direzioni £, ed na, procedendo come nell’eser- 
cizio 601 d) si trova che la traiettoria descritta da B quando P= 1 ruota in- 
torno ad A è un’ellisse di semiassi E, 7, (teorema di Forchheimer) (45). 

A due forze P = 1 normali fra loro per A corrispondono spostamenti è di B 
che sono semidiametri coniugati di tale ellisse. 

c) Per il teorema di Maxwell, se si fa agire la forza P = lin B secondo 
le direzioni principali &, 0 il punto A si sposta secondo le direzioni princi- 
pali &, 0 Na; € gli spostamenti valgono ancora E o 7. Quindi se la forza P= 1 
agisce in B e ruota intorno a B, il punto A descrive un’ellisse uguale a quella 
che descriveva il punto 5. 


(4) Dato A4;, esistono due punti 4,, simmetrici rispetto ad a,. per i quali le involuzioni 
sono quelle degli angoli retti. Quindi per questi due punti le ellissi diventano dei circoli; per cui 
a ogni coppia di forze normali P, per 4, corrispondono in 4, spostamenti é, normali fra loro. 
e i ò, sono costanti. 

Se invece A, è su aq), l’ellisse diventa un segmento situato su a. 

(45) P. FORCHHEIMER: Die Gegenseitigkeit der Verschiebungen, «Zs. d. èsterr. Ing. u. Arch. 
Verein », 1886, pag. 109. 
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della teoria per via analitica, con varie applicazioni, è svolta nel volume di 
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CapiToLO XVIII. 


I CARICHI MOBILI 


869. Generalità. 


Spesso una trave è soggetta a carichi mobili, come accade di regola 
nei ponti. In tal caso interessa conoscere come varia un determinato 
effetto provocato dai carichi (ad es., il momento flettente in una data 
sezione) al variare della posizione di questi; e specialmente il valore 
massimo raggiunto da tale effetto, e la corrispondente posizione dci 
carichi. Quando l’effetto studiato è il momento flettente, o lo sforzo 
di taglio, o lo sforzo normale, interessa anche conoscere i massimi valori 
che esso può raggiungere in ogni sezione; ciò che rappresenta la solu- 
zione più completa del problema. 

La prima questione si studia mediante le linee d’influenza, che furono 
ideate quasi contemporaneamente da Winkler e da Mohr nel 1868 e 
applicate poi principalmente da Miiller-Breslau. La seconda conduce 
invece al tracciamento dei diagrammi delle massime (o minime) sol- 
lecitazioni (Cap. XVIII, B). 


A) LE LINEE D'INFLUENZA, 


870. Definizione di linea d'influenza. 


a) Una forza agente sopra una trave provoca diversi effetti, come 
reazioni di vincoli, sollecitazioni M, 7, N in una sezione qualsiasi, 
sforzi nelle aste se la trave è reticolare, tensioni interne, deformazioni 
elastiche (spostamento di un punto dell’asse geometrico, rotazione di 
una sezione). I valori di tali effetti dipendono dalla posizione della forza, 
dalla sua intensità e dalla sua direzione. 

Considerato uno qualunque degli effetti indicati, esso è proporzio- 
nale all’intensità P della forza (entro il limite di proporzionalità, ed esclu- 
dendo i casi analoghi a quelli del Cap. XIII, B e C); n. 348). Quindi 
conviene studiare l’effetto di una forza unitaria, perchè basta molti- 
plicario pui per P per ottenere l’effetto di una forza P qualsiasi. 
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La direzione della forza ‘è, di solito, quella verticale; tuttavia si 
considerano talvolta forze orizzontali (n. 388), oppure forze comunque 
dirette (n. 389) (1). 

b) Supposta dunque la trave percorsa da un carico concentrato 
unitario verticale, si chiama linea d’influenza di un determinato effetto 
un diagrammo tale che la sua ordinata letta (in una data scala) sotto le 
diverse posizioni del carico dia il valore dell'effetto provocato dal carico 
unitario mobile. 

Se si conosce la legge n = f(x) con la quale varia l’effetto al variare 
dell’ascissa 2 del carico, basta assumere un’orizzontale di riferimento 
e rappresentare, in una scala arbitraria, tale 
legge mediante ordinate # portate sotto le 
varie posizioni del carico (fig. 637). La linea 
d’influenza dà una rappresentazione visiva 
della legge Effetto = n = f(2) (?). 

Seguendo la convenzione più usata, le 
ordinate 7 si rappresentano al di sotto o al 

Fig. 687. di sopra dell’orizzontale secondo che corri- 

spondono a valori positivi o negativi dell’ef- 

fetto provocato dal carico; ciò che è giustificato da quanto è detto 
nella nota 21 e nel n. 382 è). 

Le linee d’influenza si possono ottenere sia col calcolo, come vedremo 
nel presente capitolo, sia con metodi sperimentali (nn. 391, 392 e 
Cap. XXXI, B). 

c) Se l’effetto è una forza (sforzo di taglio, sforzo normale, rea- 
zione), le ordinate mn rappresentano delle forze, e la scala di rappre- 
sentazione e di lettura sarà, ad es., 100 mm = 1 kg o 1 t. Oppure, 
essendo l’ effetto provocato dalla forza unitaria, rappresentano delle 
forze divise per una forza, ossia dei numeri (n. 371 bd). 

Se l’effetto è un momento (momento flettente, momento d’incastro), 
le n rappresentano dei momenti, e la scala sarà, ad es., 1 cm = 100 kgm, 
Oppure le n rappresentano delle lunghezze, ad es. in metri, che mol- 
tiplicate poi per P (n. 371) in kg o in tonn. danno dei momenti in 
kgm o in tm. 

Se l’effetto è uno spostamento elastico, le n rappresentano delle 
lunghezze, e la scala sarà, ad es., 100 mm=1 mm. Oppure le n rap- 
presentano delle lunghezze divise per una forza (100 mm=1 mmjt). 


(1) La forza s’intenderà verticale, finchè non diremo diversamente; cioè fino al n. 387. 

(3) Se la trave non è di tipo semplice, non è facile ottenere l’espressione analitica x) del- 
l’effetto. In tal caso si può calcolare l’effetto stesso per varie posizioni del carico, e tracciare la 
linea d’influenza per punti, portando come ordinate sotto le verticali del carico i valori trovati. 
Questo procedimento è abbastanza laborioso, ma è applicabile in ugni caso, e presenta il van- 
taggio indicato nelle note 4 e 18. 


I CARICHI MOBILI 


“I 


(oli 


Se l’effetto è una rotazione elastica, le ) rappresentano dei numeri, 
e la scala sarà, ad es., 1 cm = 0,01 radianti. Oppure le » rappresen- 
tano dei numeri divisi per una forza (1 cm = 0,01 rad/t). 

d) Escludendo quelle delle reazioni dei vincoli, le linee d’influenza 
di una sollecitazione M,, 0 Ty, 0 dell’abbassamento ny di una sezione S 
hanno il significato opposto di quello degli ordinari diagrammi del 
momento 2, o del taglio 7, o degli abbassamenti x (linea elastica). 
Infatti, mentre i diagrammi o la linea elastica danno i valori di M, 
o di 7, o di ” per tutte le sezioni della trave e per una sola condizione di 
carico (cioè per carichi fissi), le linee d’influenza danno il valore di Ms, 
o di Ty, o di ng per una sola sezione S e per tutte le posizioni del ca- 
rico unitario. 

Nel caso di carichi fissi sono più utili i diagrammi, perchè danno 
l'effetto in tutte le sezioni. Però se si considera un’altra condizione 
di carico, occorre tracciare un altro diagramma. Invece nel caso di 
carichi mobili sono più utili le linee d’influenza, perchè danno l’effetto 
provocato da qualsivoglia condizione di carico (n. 371). Però per stu- 
diare gli effetti in diverse sezioni, occorrono tante linee d’influenza 
quante sono le sezioni che si considerano. Costruiremo in B) un terzo 
tipo di grafici (i diagrammi delle massime sollecitazioni), che presen- 
tano i vantaggi di entrambi, senza averne gli inconvenienti. 

e) Un determinato effetto (escluse le reazioni) dipende dall’ascissa #, della 
sezione e dall’ascissa # del carico unitario, ed è espresso da una funzione F(%,, 2). 
Assunti in un piano orizzontale di riferimento due assi ortogonali #, e , la 
F(wy, x) rappresenta una superficie avente per ordinate i valori di FY. Sezionan- 
dola con un piano verticale parallelo all'asse x, e definito da un valore di &, si 
ottiene una linea che è il diagramma dell’effetto dovuto a P = 1 posto all’ascissa x. 
Sezionandola invece con un piano verticale parallelo all’asse # e definito da un 
valore di x,, si ottiene la linea d'influenza di tale effetto per la sezione di 
ascissa xy. 


871. I vari usi delle linee d’influenza. 


Mediante una linea d’influenza si può valutare l’effetto provocato 
da carichi mobili di varie specie, e cioè un carico unitario, un carico P, 
un gruppo di carichi P,, P., ... P,, un carico ripartito totale o parziale, 
di intensità uniforme o varia. Inoltre si determinano le condizioni di 
carico che rendono l’effetto massimo o minimo, e si valutano i corri- 
spondenti valori dell’effetto. 

a) Nel caso di un carico concentrato unitario viaggiante sulla 
trave, le ordinate n della linea d’influenza, lette sotto il carico e nella 
scala prefissata, danno direttamente, per definizione, il valore dell’ef- 
fetto provocato. 
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La linea d’influenza mostra, come si è detto, come varia l’effetto, 
ossia l’influenza del carico, al variare della sua posizione. In partico- 
lare, l’effetto è massimo quando il carico agisce sulla verticale di 7maz- 

b) Se la trave è percorsa da un carico concentrato P qualunque, 
l’effetto è proporzionale all’intensità di P (n. 370 a), e quindi si ha 


(550) Affetto = Pn. 


Se n rappresenta l’effetto con le sue dimensioni fisiche (ad es. una 
forza o un momento, n. 370 c), il fattore P è soltanto il numero che 
misura il carico P. Se invece 7 rappresenta l’effetto diviso per una 
forza (ad es. un numero quando l’effetto è una forza, una lunghezza 
quando l’effetto è un momento), il fattore P è veramente una forza. 

c) Se la trave è soggetta a un gruppo di carichi concentrati P,, 
P, ... Pn, € SC N) Ma + Mn sono le ordinate lette sotto i carichi (fig. 688), 
sovrapponendo gli effetti si ha 


n 
(551) Effetto = Y Pn. 
È 


Se i carichi viaggiano sulla trave conservando immutate le loro 
mutue distanze (treno o convoglio di carichi), si può ottenere il mas- 


Fig. 688. Fig. 689. 


simo effetto per tentativi, disponendo i carichi in varie posizioni e cal- 
colando ogni volta X Py. In casi particolari (Cap. XVIII, B) può ba- 
stare un solo tentativo. 

d) Se la trave è soggetta a un carico ripartito g, totale o parziale 
(fig. 689), basta decomporlo in carichi elementari gdx per riportarsi al 
caso precedente. Quindi si ha 

a 

(552) Effetto = (gde-n. 


PI 
c 


Se q è uniformemente ripartito, si ottiene 


a 
(552,) Effetto = q J ndr = 90, 
c 
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‘essendo Q,; l’area della linea d’influenza sottastante alla zona caricata. 
Quest'area si deve valutare ricordando che l’ascissa x è una lunghezza 
da leggere nella scala del disegno, e che le ordinate n possono essere 
delle forze, o dei momenti, o anche delle lunghezze (es. 606), ma in 
una scala che può essere diversa da quella di . 

e) Quando una linea d’influenza ha dei tratti con ordinate positive 
e dei tratti con ordinate negative (fig. 690 Db), 


essa mostra a prima vista per quali posizioni SA d Bi 
del carico l’effetto è positivo o negativo. AI ; B 
Inoltre essa determina quali zone si de- li o N + 77 CA 


vono supporre caricate e quali non caricate 


, ea 4 ii _ 0) 
per rendere 1 efretto massimo o minimo (mas i IH 

simo negativo). Così se la trave è percorsa ' q d 

da un carico uniforme (folla), l’effetto di- IERI RD 


venta massimo o minimo caricando come Fig. 690. 

nelle figg. 690 c) o d) (condizioni complemen- 

tari di carico); ed è espresso rispettivamente da 92, 0 da — g(Q, + Q,). 
Î) Le (550), (551), (552), (552,) valgono naturalmente anche se 

i carichi sono fissi; quindi si può valutare nello stesso. modo anche 

l'effetto di carichi permanenti, senza che occorra usare un procedi- 

niento separato. 


372. Determinazione diretta delle linee d’infinenza. 


a) Un procedimento che si può usare in ogni caso è il seguente: 
Posto il carico P= 1 in diversi punti della trave, si calcola ogni volta 
il valore dell’effetto che si considera. Quindi si portano i valori trovati 
(in una scala opportuna) come ordinate sotto le varie posizioni del ca- 
rico, e si ottiene la linea d’influenza per punti (note 2, 4, 18 ed es. 610). 

Per una trave di sezione costante e avente l’asse geometrico rap- 
presentato da un’equazione semplice, è possibile di solito determinare 
l’espressione n = f(w) dell’effetto cercato in funzione dell’ascissa # del 
carico. Quindi basta calcolare un certo numero di valori di n per diversi 
valori di x, e costruire per punti la linea d’influenza. In casi partico- 
larmente semplici la funzione n = f(x) corrisponde a una linea nota, 
ed è possibile rappresentarla mediante costruzioni geometriche elemen- 
tari. Infine, se la trave è isostatica, le linee d’influenza di reazioni o 
di sollecitazioni M, 7, N sono costituite da una o più rette (nn. 384, 385). 

Questi procedimenti particolari risultano di solito più semplici del 
metodo generale che indicheremo nel n. 381. 

b) In molti casi conviene determinare inizialmente le linee d’in- 
fiuenza dei parametri della reazione di un vincolo, perchè da queste 
si deducono quelle delle sollecitazioni M, 7, N in una sezione qual- 
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siasi, ricordando le corrispondenti definizioni. Spesso questa deduzione 
richiede costruzioni molto semplici e spedite (nn. 379, 380). 


Esercizio 604. — Tracciare le linee d’influenza dello sforzo di taglio e del 
momento flettente per una sezione generica S della trave della fig. 691 a). 

Soluzione. Un carico unitario agente a sinistra di S provoca un taglio 
Tg=— 1. Se e” è la sua distanza da $, il momento flettente è Ms = — La” 
Se il carico agisce a destra di $, non provoca in S alcuna sollecitazione. 

Perciò entrambe le linee sono limitate al solo tratto A$ (fig. 691 b, c). La 
linea Ts è rappresentata da una retta di ordinata —1 (in una scala delle forze). 


Mar E Po e 
A :S a) B? dl B? 
soa ir 


t 


dl = AA —___ i 
i B, : Aci Sul 

c) B; U ! 

DI Bi d) à A; B 


Fig. 691. Fig. 692. Fig. 693. 


La linea Mg è rappresentata da una retta a 45°, le cui ordinate misurano il 
fattore «”; il fattore P compare quando si applica la (550) o la (551). 


Esercizio 605. — Tracciare la linea n (linea d’influenza dell’abbassamento 
punto A) per la trave di sezione costante della fig. 692 a). 

Soluzione. Un carico P= 1 agente in un punto generico C provoca in A 
un abbassamento espresso da (268) 


_10-2?, 0-ot 
We= GET + 3ET © 


de 


ari 


Dando a x diversi valori, si calcolano i corrispondenti valori di ng, ossia 
dell’ordinata n della linea d’influenza di 1a (fig. 692 b}, che si rappresenta, ad es., 
con 50 mm per ogni mm. 

L’espressione trovata è equivalente all’equazione 

n= (2° — 3l°x + 218): 6EJ 
della linea elastica della trave soggetta a P = lin A (es. 185), essendo in questo 


caso x l’ascissa dei punti dei quali si considera l’abbassamento (ciò che è in 
armonia con quanto diremo nel n. 378 a). 


Esercizio 606. — Tracciare le linee d’influenza della reazione A e del mo- 
mento d’incastro M, per la trave della fig. 693 a). 
Soluzione. Per P= 1 e b =1—x la (308) diventa (3) 


eee: | FA i Re _3.2 1 (2) 
A=5p 3082 +2%)=1 3*P+s(7)- 


(3) Le ordinate della linea A risultano proporzionali alle ordinate della linea n, dell’eser 
“cizio 605, in armonia col n. 379 d). 
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Si ottengono rapidamente undici valori di A, ossia di N per undici posi- 
zioni del carico unitario, facendo x/1=0-0,1-0,2... 1. Si ha così n= 1-0,8505 - 
0,704 - 0,5635 - 0,432 - 0,3125 - 0,208 - 0,1215 - 0,056 - 0,0145 - 0. Quindi si traccia 
la linea A (fig. 693 b) assumendo, ad es., la scala delle forze 100 mm = 1 kg; 
oppure si considera A come un numero (rapporto fra il valore di A e il carico l, 
n. 370 c), e si assume la scala 100 mm = 1. 

Per P=lea=sx la (309) diventa 


x lla LA id 


Ottenuti undici valori di M,, ossia di , conviene rappresentarli come lun- 
ghezze nella scala del disegno (fig. 693 c). Il fattore forza compare poi quando 
si impiega la (550) o la (551). 


Esercizie 607. — Calcolare la reazione A (fig. 693 a) provocata da un carico 
uniformemente ripartito sulla prima metà della trave. 

Soluzione. L'area della linea d’influenza sottostante alla zona caricata vale 
{le ordinate si considerano dei numeri, per cui l’area 0 equivale a una lunghezza) 


y2 
= 2 ((078_ are dr = &l 
Qe=g5 | (21 sa + a8)do = 30. 
ò 


Quindi (552,) la reazione risulta A = 419/128 = 0,32 ql= 0,640. 


Esercizio 608. — Tracciare la linea d’influenza del momento d’incastro Ma 
(fis. 694 a). 


Soluzione. Per P= 1, a=%x, b=1l—z, la prima "ri Lu L 
delle (319) diventa FA 8 


== Ii 
t (1 
a ia esi 
Mel = x) 1 Ht 7 3]. Ai B, a 
Ò Fig. 694. 
Per x/l1= 0,1-0,2...0,97 si ha “= — 0,081 - 0,128. 


0,147-0,144-0,125-0,096-0,063-0,032-0,0097. Per o=1/3 si ha min = —0,1481. 


Esercizio 609. — Determinare la linea Tg e la linea Ms per una sezione S 
di ascissa x, (fig. 695 a). 


Her | Soluzione. Quando P= 1 è a destra di S si ha Ts= A, 
E I SPE My=A45,; quando P=1l è a sinistra di 8 si ha Tgd_1, 
i Ms= Ax, — la”. 

Conoscendo i valori di A per ogni posizione del carico 
unitario (es. 606), si possono calcolare i valori di Ts e 
di Ms, ossia delle ordinate 1 delle due linee d’influenza 
(fig. 695 b, c). 

Tuttavia in questo caso couviene invece procedere come 
nel n. 379. 
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Esercizio 610. — Tracciare le linee d’influenza del momento flettente per 

diverse sezioni di una trave incastrata di sezione costante. (fig. 696 a). 
Soluzione. Usiamo il procedimento accennato 

POP È nella nota 2: 

È Posto P= lin varie posizioni 1, 2, 3, 4, 5, trac- 
ciamo i diagrammi semplici del momento (fig. 696 b), 
e riferiamoli alle rette 1-1, 2-2..., le cui ordinate 
estreme sono date dalle (319). Quindi, per ottenere 
la linea Mg per una sezione $S qualsiasi, leggiamo 
i valori di Mg nei diagrammi corrispondenti alle 
diverse posizioni del carico, portiamoli sotto il carico 


8 a, a partire da un’orizzontale 4,B, e congiungiamo i 
Ma . ; 
punti ottenuti (fig. 696 c). Lo stesso si è fatto per 
Fig. 696. la sezione $, (4). 


878. La trave appoggiata. 
a) Linea A. Un carico P=1 distante d dall’appoggio B (fig. 697 a} 

provoca una reazione 
A4=1 


La linea A si ottiene portando sotto A, a partire da un’orizzon- 
tale A4,B, di riferimento, un segmento A,A;/ rappresentante la forza 1 


A 1 b 
PA i} B 
A, B, Ai 
)) V_-ao 
i Len ® 
Ai Ai Ì 
Fig. 697. Fig. 698. 


(ad es., 50 mm = 1 kg), e congiungendo A; con B, (fig. 697 Db). Infatti, 
l’ordinata n letta sotto il carico nella scala delle forze vale appunto 
1(b/1). 

La linea B si ottiene in modo analogo. 


(‘) Questo procedimento per punti è alquanto laborioso, perchè richiede lo studio ripetuto 
della trave per un certo numero di posizioni del carico (in questo caso richiede un certo numero 
di diagrammi M, il cui tracciamento è però molto semplice). Tuttavia esso presenta il vantaggio 
di consentire la determinazione contemporanea delle linee d’influenza dell’effetto per un numero — 
qualsivoglia di sezioni. 

Il procedimento si usa specialmente per lo studio delle travi continue. 
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b) Linea Tz. Un carico P=1 agente a destra o a sinistra di $S 
(fig. 698 a) provoca in S rispettivamente lo sforzo di taglio 


T=A4,, Tg=A4-1. 


Perciò nel tratto SB la linea 7, coincide con la linea A (fig. 698 b). 
Nel tratto AS si deve sottrarre 1 dall’ordinata della linea A; ciò che 
si ottiene tracciando da A; la parallela ad A, B,. 

Cambiando la sezione S, la nuova linea Ty varia soltanto perchè 
cambia la verticale $,$)j, mentre non va- 
riano le rette B,A{ e A;B;. 

c) Linea My. Un carico P=1 agente 
a destra di S (fig. 699a) provoca in $ il 
momento flettente 


b 
Ms = Ax, =1 7%. 


Centro in A;, riportiamo l’ascissa 2, in 
A,A/ e congiungiamo A; con B, (fig. 699 b). 
L’ordinata letta sotto il carico (5), come Fig. 699. 
lunghezza nella scala del disegno, vale (b/7)x,; 
quindi rappresenta My a meno del fattore P=1 o P, che poi si 
introduce quando si impiega la (550) o la (551). 

Quando il carico agisce a sinistra di S, si ragiona in modo analogo 
cambiando A in B e 2, in #{; per cui si ripete la stessa costruzione 
portando l’ascissa e; in B,B; e congiungendo B; con A, (le due rette 
A,B{ e B,A; s'incontrano in $1 sotto S). Allo stesso risultato si giunge 
anche scrivendo 


My= Ax, -12"=1 (? —2"), 


e osservando che il primo termine entro parentesi è l’ordinata della 
retta B,4; letta sotto il carico, mentre il secondo termine x è uguale 
al tratto compreso fra A,B; e B,A;; per cui la pa- 
rentesi è uguale all’ordinata n. Quindi il secondo 
tratto della linea My si ottiene anche congiun- 
gendo A; con $7 (°). 


d) Le linee Tg ed Mg si possono anche dedurre dalla 


| 
A linea A con lo stesso procedimento che vedremo nel n. 379 
] 9 (fig. 700). In questo caso anche le ordinate 7 della linea 
Ms vanno lette come forze, e rappresentano Ms a mero 
Fig. 700. del fattore x,, per il quale vanno quindi moltiplicate. 


() Cioè a distanza d, invece di 7, da B,; ciò che introduce automaticamente il fattore di 
riduzione b/I. 

(£) L'altezza Sj Sy/ del triangolo 4,B;Sy' risulta x, J (214). Quindi si può anche costruire 
la linea M S portando questa ordinata sotto S. 


O. BELLUZZI — Scienza delle costruzioni — II 6 
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In tale modo, cambiando la sezione S varia soltanto la verticale S,S{, o 
il punto Sy che si congiunge cca As. 


Esercizio 611. — In una trave AB appoggiata, lunga 8 m, valutare 7,3; © 
Tin nella sezione S distante 3 m da A, provocati da un carico uniforme 
q= 1200 kg/m. 

Soluzione. Un carico ha influenza positiva su Tg se agisce a destra di S, nega- 
tiva se agisce a sinistra. Perciò il max 7g si ha quando il carico q occupa tutto 
il tratto SB. 

Considerando le ordinate come numeri (n. 370 c), l’area della linea d’in- 
fluenza (fig. 698 b) sottostante a tale tratto vale Qs= (1/2)0,625 - 5= 1,5625 m. 
Quindi (552,) si ottiene max Tg = 1200 kg/m - 1,5625 m = 1875 kg. 

Il min Tg si ha quando il carico q occupa il tratto AS (condizione di carico 
complementare della precedente). In tal caso si ha Q, = — 0,5625 m, min Ts = 
= — 1200 - 0,5625 = — 675 kg. 


Esercizio 612. — In una trave appoggiata lunga 10 m (fig. 701) valutare il 
momento flettente massimo provocato nella sezione S distante 4 m da A di 
un rullo compressore avente P, = 15 t, P,= 10t, d=3 m. 

Soluzione. In questo caso non occorre fare alcun tentativo (n. 371 c), poichè 
è facile riconoscere che Mg = Py + Py è massimo quando Pi è su $ e P, è 


2 Pra 4R mie © a Pa Pd 
"8 ni Sa y aa 
ca Sag BE ! fe | dia, GEO CE 
i ; a — T S TÀ TEFa, 
Ù) Ha o è) 
S/; 
Fig. 701. Fig. 702. Fig. 703. 


a destra di $ (7) (perchè alla distanza d = 3 m da S si ha evidentemente una Na 
maggiore a destra di $). 
Quindi si ottiene max Mg = 15-2,4+ 10-1,2= 48 tm. 


Esercizio 613. — In quale posizione deve trovarsi un carico uniforme di data 
lunghezza % (fig. 702) affinchè il momento Mg in una data sezione S diventi 
massimo ? 

Soluzione. Per la (552,), deve risultare massima l’area Q, della linca Mg 
sottostante al tratto À caricato. 

Siano X,; Ag i due tratti del carico a sinistra e a destra di S, ed a: Ne le ordi- 
nate della linea Mg corrispondenti alle estremità del carico. L’area Q; è mas- 
sima se spostando di pochissimo il carico, ossia dando incrementi dA, © d}, uguali 
e di segno contrario (A è costante) a , e a À,, la variazione dQ; risulia nulla. 


(*) In armonia con quanto troveremo in generale nei nn. 398 a) e 399. 
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Quindi si deve avere 
dQ; = MD — MI = 0, ossia Mm =%WM5; 


ciò che basta per definire la posizione del carico. 
Inoltre si ha 


_di-k af—M 
Na = x: ’ Na = ; 
Ls 


per cui risulta 
A, e quindi = I, L= 20 


Essendo n, = xyr;/1, il momento massimo vale 


ET; 


max Ms =q-max Q, = q SE (221—-2). 


Esercizio 614. — Una trave appoggiata (fig. 703) è percorsa da un carico P 
applicato in un punto come 0, ma avente la retta d’azione spostata di d, e quindi 
passante per un punto come Cl”. Determinare la legge di variazione di Ms in una 
data sezione S al muoversi del carico, ossia la linea Ms. 

Soluzione. In C agisce una forza P e una coppia — Pd, delle quali la vera 
forza P passante per C’ è la risultante (n. 34). Quindi le reazioni A e B sono le 
stesse (n. 51) come se la forza P fosse applicata in C°. 

Le ordinate delle due rette B,S/ e 4; (fig. 699 b) danno Ms come pro- 
dotto Ax, 0 Br/ secondo che il carico è applicato a destra o a sinistra di S. 
Quindi finchè i due punti C e 0° sono entrambi a destra o entrambi a sinistra di S. 
le ordinate 7 lette sulla retta d’azione di P, ossia sotto 0°, rappresentano Ms 
Le cose cambiano quando C è a destra di S e C* è a sinistra, come 0, e Ci. Tn 
tal caso continua a valere l’espressione Ax, , perchè la forza è applicata a destra 
di S (a sinistra di S non c’è che la reazione A); ossia continuano a valere le 
ordinate n della retta B,S; (da leggere sotto C;) finchè C, non sia giunto in S, 
cioè per tutto il tratto «/ + d. Quando 0, passa a sinistra di $S, valgono le 
ordinate della retta A4,$; trer il solo tratto x3— d). 

Se invece la retta d’azione di P è a destra di 0, 
è la retta 4, che va prolungata oltre $7. 


874. Le travi a carico indiretto. 


a) Nel n. 200 studiammo le travi a carico 
indiretto, soggette a carichi fissi. Consideriamo 
ora il caso dei carichi mobili, e vediamo come 


” 


si modificano le linee d’influenza quando il ca- Fig. 704 
rico è indiretto. 


Sia nota la linea d’influenza A4,B,A4;B;/ di un determinato effetto, 
valida per carichi diretti (fig. 704). Un carico P=1 agente in un 
punto generico di un travetto ab, ossia di un campo À, viene trasmesso 
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alla trave trasformato in due carichi diretti Pa=18/)X e Pa = la/, 
agenti in a e in è (*). Perciò, se n, ed », sono le ordinate della linea 
suddetta lette sotto a e d, l’effetto risulta (551) 


P.ne + Pym =1fn,+41%7n=1-FA+1-W=1-5. 
Ì Ì 7! 7, 


Quindi l’effetto è misurato dall’ordinata n= mo del segmento retti- 
lineo che congiunge a, con d/ (?). 

Lo stesso dicasi quando il carico agisce negli altri campi. Pertanto, 
nel caso del carico indiretto le linee d'influenza sono delle poligonali in- 
scritte nelle linee valide per carico diretto, coi vertici sotto le traverse. 

b) Se la trave è isostatica, per il carico diretto le linee d’influenza 
delle reazioni e delle sollecitazioni M s: Ts; Ns sono costituite da uno 
o da più tratti rettilinei (nn. 373, 382 c, 384, 385). Quindi nel caso di un 
solo tratto, la poligonale che si dovrebbe inscrivere coincide con la 
linea per carico diretto (salvo i casi analoghi a quello degli esercizi 616 
e 618); nel caso di più tratti, è distinta da questa soltanto in quei 
campi nei quali si passa da un tratto all’altro (es. 615). 

Se la trave è iperstatica, o se l’effetto è una deformazione, le linee 
per il carico diretto sono curvilinee (nn. 382 e, 378 d). Quindi la poligo- 
nale inscritta risulta distinta. 

c) Nel caso delle travi isostatiche, al risultato trovato in db) si giunge anche 
direttamente, con un ragionamento che è utile per la migliore comprensione 
del caso delle travi reticolari (n. 375). 

Ricordiamo anzitutto che se la trave è isostatica, le reazioni dei vincoli sono 
le stesse (nn. 51 e 200) come se il carico fosse diretto. Quindi anche le linee d’in- 
fluenza delle reazioni rimangono invariate. 

Consideriamo una sezione S appartenente a un determinato campo X= ab. 
Finchè il carico P = 1 percorre i travetti che sono a destra (o a sinistra) di tale 
campo, le due componenti P, e P; trasmesse alla trave in c e in d dal travetto cd 
soggette al carico sono entrambe a destra (o a sinistra) di $; quindi a sinistra (0 
a destra) di S agisce soltanto la reazione del vincolo A (o B). Perciò, non essendo 
modificate le reazioni, le sollecitazioni Tg ed Ms sono le stesse come se il carico 
fosse diretto; ciò che vale dunque per i tratti Aa e Bb. Quando invece il carico 
P=l entra nel campo al quale appartiene la sezione $S, giungendo ad es. da 
destra, a sinistra di $ agisce non solo la reazione A, ma anche la componente 
Pa= 18/2 del carico; e ciò anche se la verticale di questo si trova ancora a destra 
di S. Per cui nel computo delle sollecitazioni provocate in $ figura direttamente 
una parte di P anche prima che P passi a sinistra di S; ciò che costituisce una 
caratteristica del carico indiretto. Quindi, mentre se il carico è diretto la legge 
di variazione dell’effetto cambia solo quando P=1 giunge su S. e passa a si- 


(*) Ricordiamo (n. 200 a) che, per semplicità, i travetti si suppongone appoggiati alle trae 
verse. anche se sono vincolati in altri modi. 
(*) Si evita così di decomporre ciascun carico nelle sue componenti Py e Pre 
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nistra di S, nel nostro caso invece tale legge cambia non appena il carico entra 
nel campo al quale appartiene $, causa il sorgere della componente P,. Pertanto, 
oltre alle due leggi di variazione dell’effetto, valide 
quando P= 1 è nei tratti Aa e Bò, si ha una terza 
legge valida quando è nel tratto a dè (1°) (13). 


Esercizio 615. — Disegnare le linee 7g ed Msg per 
una sezione S della trave della fig. 705 a), deducen- 
dole anche in modo diretto. 

Soluzione. a) Per quanto si è detto nel n. 374 a, c), 
tracciate le linee 7g ed Mg per il carico diretto 
(n. 373 b, c), si uniscono con una terza retta i loro 
punti d’incontro con le verticali abbassate dai tra- Fig. 705. 
versi a e » adiacenti al campo che contiene la $ 
(fig. 705 b, c). Le linee risultano così trilatere anzichè bilatere (1°). 

Osserviamo che la linea 7g è la stessa qualunque sia la sezione nel campo 
al quale appartiene la S; ciò che è in armonia con quanto si disse nel n. 200 c). 

b) Quando P= 1 è sul campo contenente la $S (fig. 705 a), si ha 


Te Te 
Ts=A-P,= 4-1, Ms= Am —P.é= Ax, 15 È. 

Il termine A di Tg è l’ordinata della linea A, mentre il termine 16 è il 
segmento (fig. 705 b). Quindi si ha Tg = 7. 

Il termine Ar; di Ms è rappresentato dall’ordinata della linea Msg (fig. 699 b) 
per carico diretto, mentre il termine (8/2)f è il segmento ® (fig. 705 c). Quindi 
si ha Ms=1-% 


Esercizio 616. — Disegnare la linea d’influenza della reazione A per la trave 
della fig. 706 a). 

Soluzione. Tracciamo anzitutto la linea A per il 
carico diretto, ossia la retta 2,A; riferita all’oriz- 
zontale A, B, (fig. 706 b). Essa è valida finchè P=1 
è sui travetti interni, ossia nel tratto rs. 

Quando P = 1 percorre il travetto laterale rt, 
la sua componente P,, la sola che grava sulla trave, 
diminuisce linearmente dal valore 1 quando il carico 
è su r al valore 0 quando è su t. Quindi la reazione A diminuisce linearmente 
a partire dal valore nr; @ si annulla solo quando il carico giunge su 4. 

Lo stesso dicasi quando il carico percorre l’ultimo travetto di destra. 


TTT A 


(°) Questa legge è unica per tutto il tratto ab, perchè il passaggio del carico da destra a 
sinistra della verticale di S è soltanto apparente e non sostanziale. 

(*) Di solito, le linee Mg si tracciano soltanto per le sezioni che sono sotto le traverse, 
perchè risultano le più affaticate. In tal caso, se la trave è isostatica, la linea Mg non differisce 
da quella per il carico diretto (v. nota 12). Srl 

(32) Se la sezione S è sotto un traverso, la linea Msg non differisce da quella che si ha quando 
il carico è diretto; come si riconosce sia eseguendo anche in questo caso la costruzione sud- 
detta, sia osservando che la componente Pa: che si può considerare agente a sinistra o a 
‘destra di S, ha comunque momento nullo rispetto a S. 
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Esercizio 617, — Disegnare le linee 7îg ed Mg per una sezione S di un lon- 


a gone di un ponte metallico ferroviario (fig. 707 a). 
E iS ; | Soluzione. Dopo quanto si è detto nel n. 374 e negli 
= ; a © esercizi 615 e 616, è evidente che le linee cercate hanno 


l'andamento indicato nella fig. 707 b) e c). 


pi Da Esercizio 618. — Disegnare la linea d’influenza della 


= ie componente di un 
dà carico viaggiante sui 
Fig. 707. due longoni CA e 


AB (fig. 708), scari- ii A Bi; 


cata da questi sulla traversa A (ossia la e 
linea d’irfiuenza della reazione di A). d 


Soluzione. Si ottiene facilmente ricordando 
quanto è stato detto nel caso dell’esercizio 616. Fig. 708. 


Esercizio 619, - Una trave appoggiata AB sopporta un travetto sostenuto 
in 4 e in d (fig. 709a) e sporgente a sbalzo fino in 0 
e D, sul quale gravano i carichi. Tracciare le linee Tg 
ed Msg per una sezione S. 

Soluzione. Basta eseguire la stessa costruzione della 
fig. 705 b, c), e prolungare la congiungente ab; 0 495, 
(fig. 709 b, c), che rappresenta la legge di variazione 
dell’effetto anche quando il carico è esterno al tratto 
ab. Ciò che si riconosce mediante lo stesso ragiona- 
mento del n. 374 a), fig. 704, osservando però che 
quando P è esterno al tratto ab, una delle due com- 
Fig. 709. ponenti P4 0 P» diventa negativa. 


375. Le travi reticolari. 


a) Osserviamo anzitutto che i carichi gravano generalmente sopra 
un’impalcatura, che è sostenuta dalla trave reticolare in corrispondenza 
dei nodi e che trasmette a questa i carichi concentrandoli nei nodi 
stessi (n. 295) (ad es., nel caso di un ponte i carichi mobili gravano 
sull’impalcatura stradale, che è collegata ai nodi delle due travi prin- 
cipali). Perciò la trave è soggetta a carico indiretto (n. 374). 

Così se si considera l’asta o della trave della fig. 710 a), appena il 
carico 1 (supposto proveniente da destra) entra nel campo ad corri- 
spondente alla sezione o di Ritter che taglia 0, una sua componente 
P,= 18/X viene trasmessa al nodo m e agisce a sinistra della sezione c; 
per cui nel computo del momento M, rispetto al polo m'’ di o (n. 299 a) 
si deve tener conto di P,, anche se il carico 1 si trova ancora a destra 
della verticale di m'. Ciò che costituisce appunto una caratteristica del 
carico indiretto (n. 374 c). Se invece si considera l’asta wu, avente il 
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polo m sotto una traversa, il momento M,, è lo stesso come se il carico 
fosse diretto (nota 12) (!*). Le aste di parete non hanno mai il polo 
sotto una delle due traverse adiacenti al campo tagliato dalla sezione 
di Ritter; quindi per esse sussiste 
sempre la caratteristica del carico 
indiretto. 

b) Per la (448), lo sforzo $ in 
un’asta è proporzionale al momento 
M,, rispetto al polo m dell’asta. Per- 
ciò come linea d’inflnenza dello sforzo 
S può servire la stessa linea MV, che 
si traccia come nella fig. 699 b), pur- 
chè il momento M,, calcolato per mezzo 
di essa si divida poi per la distanza 
Tm di m dall’asta. 

c) Volendo invece la vera linea 
8, basta che le ordinate n siano 1/ra 
di quelle della linea MW, (n. 375 d). 
Perciò si portano sulle verticali degli 
appoggi le ordinate @,/tm @ %yltms 
invece di x, @ x, e si uniscono in croce i loro estremi con 4, e B, 
(le due congiungenti s'incontrano sotto m, come nella fig. 699 D). 

È facile giungere direttamente alla stessa conclusione: Considerata 
(fie. 710 a) l’asta « di polo m (per la quale il carico si può considerare 
diretto, n. 375 a), se il carico P = 1 è a destra di m si ha 


Assunto un segmento (ad es., 100 mm) per rappresentare l’unità al 
forza, portiamo sotto A (fig. 710 b) il segmento A:4;/ = 1&,nftm, 
cioè #,,/r, volte il segmento unitario, e congiungiamo B, con A;j. L’or- 
dinata letta sotto il carico, nella suddetta scala delle forze, vale $, 
(nota 5). Quando il carico è a sinistra di m si pone invece M, = Bx, 
e si ragiona in modo analogo; oppure si segna m, sotto m e si unisce 
A; con m,. 

Se si considera l’asta o, si costruisce da prima la bilatera A,m,B, 
(fig. 710 c), poi si completa la linea $, tracciando il terzo lato a,b. 

Le linee d’influenza subiscono qualche modificazione nel caso di 
travi più complesse (es. 622, 623). 


(13) Infatti, la componente P, del carico 1, pur dovendosi computare perchè agisce a sinistra 
della sezione di Ritter, ha momento nullo rispetto a nm. 
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d) Quando si considera un’asta di parete d (fig. 711 a), il cui polo m 
è generalmente esterno alla campata, le distanze x, e x, si devono 
considerare di segni contrari. Quindi i sevmenti 12m/fm © 1&m/fm Si por- 
tano uno sotto e uno sopra rispetto all’uizzontale di riferimento A,B,, 
e si congiunge A, con B;/ e B, con A; (come controllo, le due rette 
devono ancora incontrarsi sulla verticale per m, come nella fig. 710 b, c). 
Il terzo lato della linea $, è la 
congiungente a,b, (fig. 711 b). 

La linea $; risulta dunque 
intrecciata, ossia lo sforzo 
nell’asta è soggetto a inver- 
tirsi (4); ed esiste un punto 
di passaggio n tale che quando 
il carico agisce secondo la sua 
verticale (verticale separatrice) 
si ha Sa = 0. Se si tratta di 
una diagonale discendente 
verso destra, essa risulta tesa 
quando il carico è a destra di 
detta verticale; come si ri- 
conosce considerando che lo 
sforzo Sy trasmesso alla parte 
sinistra della trave deve avere rispetto a m un momento di senso con- 
trario al momento M,, della reazione A (v. anche il n. 300 d). Quindi 
le ordinate della linea $S, sono positive a destra di n e negative a si- 
nistra. L’opposto avviene se la diagonale discende verso sinistra. 

Se si tratta di un montante verticale, si considera come discendesse 
verso destra quando le diagonali discendono verso sinistra. 

Una verifica semplice del punto di passaggio si ha prolungando l’asta del 
corrente inferiore (del corrente superiore se invece il ponte è a via inferiore) 
tagliata dalla sezione di Ritter, e tracciando le congiungenti wa e vd, che devono 
incontrarsi sulla verticale separatrice (fig. 711 a). Infatti, se un carico P agisce 
secondo tale verticale, il triangolo p @ dp, il triangolo pu vp, il quadrilatero 
auvba sono rispettivamente poligoni funicolari di equilibrio (perchè chiusi) 
di P e delle e1e componenti P, e P; agenti in a e d, di Pe delle reazioni A 
e B, di Pa, P», A, B. I tre lati bauwv collegano le due forze P, e A agenti 
a sinistra della sezione di Ritter, la cui risultante passa perciò per il punto d’in- 
contro m, e si ha M,,=0. Quindi per tale carico risulta appunto S;} = 0. 

e) È facile tracciare le linee d’influenza degli sforzi S anche senza cono- 
scere le distanze %m, 1: Tm, ciò che torna particolarmente utile quando il polo m 


Fig. 711. 


(*) La linea Sy; ricorda la linea 7 delle travi a parete piena (fig. 698 b). Ciò è naturale, 
perchè Sy dipende esclusivamente dal taglio 7 relativo alla sezione di Ritter, se la trave è a 
correnti paralleli (n. 300), e ne dipende di solito in modo prevalente se la trave nun è tulo. 
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è fuori del disegno. Osserviamo che se in A o in B si applicasse una forza 1 
rivolta in alto (fig. 712 a, b), in un’asta generica s di polo m si avrebbe uno sforzo 
S,= le, 0 Sp = ley'tm, ossia uguale al segmento A,A/ o B,Bi (figg. 710 b, 
711 b). Perciò basta calcolare gli sforzi S, ed S, nell’asta considerata, mediante 
due cremoniani (uno solo se la trave è simmetrica), o col metodo di Culmann 
(n. 298) (non si può usare il metodo di R'tter, perchè m si suppone inaccessibile). 
Quindi, assunta una scala delle forze (ad es., 100 mm = 1 kgo 1 t), si portano 
i segmenti A} Aj = S, e B,B{= $, e si completa la linea S. Tali segmenti si 


> l a) 


Fig. 712. Fig. 713. 


portano sotto o sopra la retta 4,8, secondo che $S, ed $, sono positivi n ne- 
gativi. 

Se si calcolano S, ed Sy, in tutte le aste mediante due cremoniani, si possono 
tracciare le linee S per tutte le aste della trave. 


Esercizio 620. — Tracciare le linee d’influenza degli sforzi nel montante e 
nella diagonale ingrossati della trave parabolica (27 = 19,20 m) della fig. 713 a). 

Soluzione. Entrambe le aste hanno il polo in m. Essendo i montanti alti 
2,70 - 2,40 - 1,50 m, mediante semplici proporzioni si trova xm =—2,13 m, 
= 21,33 m, rn = 3,62 m, Ty = 8,53 m. 

Assumendo un segmento di 50 mm a rappresentare l’unità di forza (5 mm 
nella figura), i segmenti 4,4 e BB; (fig. 711 b) 
risultano uguali a 12,5 e 125 mm per il mon- 
tante, e a 29,4 e 294 mm per la diagonale (dieci 
volte minori nella fig. 713 b, c). 

Avendo presente la (552,), per quanto si disse 
nell'esercizio 383 b) l’area totale della linea Sg; 
deve risultare nulla. 


Esercizio 621. — Tracciare le linee d’in- 
finenza degli sforzi nelle quattro aste ingrossate,- 
della trave della fig. 714 a), avente 1=28 m:e 
h=3 m. î 

Soluzione. Per l’asta inferiore, di polo m, si 
ha x,/t= 7/3. Assunta nella figura la scala delle 
forzc di 5 mm = 1 kg, si è portato 4,4; = Fio 115 
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= 57/3 = 11,7 mm (fig. 714 b) e si è congiunto 8, con A{ e A; con m, posto 
sulla verticale di m. 

Per l'asta superiore, di polo m’, si ha x,//fm = 10,5/3 = 3,5. Quindi si è 
portato A,A4; = 5-3,5 = 17,5 mm (fig. 7l4c). 

Per la diagonale si ha (n. 300 a) S; = T/sen a. Quindi la linea Si è affine 
alla linea T e si ottiene portando 43 4{= ljsen « invece di 1 (fig. 698 b), ossia 
5/0,651 = 7,7 mm (fig. 714 d). 

Per il montante si ha S, = — T (fig. 7l4e). 

Se il ponte è a via inferiore, il montante centrale è inerte per qualunque 
Pg del carico; se è a via superiore, si ha la linea $S, rappresentata nella 

g. 7141). 


Esercizio 622. - Tracciare le linee d’influenza degli sforzi nelle aste di una 
trave reticolare a campi suddivisi (per ridurre l’eccessiva lunghezza dei campi 
stessi) (fi. 715 a). 

Soluzione. Basta osservare che certe aste, come 3, 3‘, 4, appartengono a’la 
trave che si ottiene sopprimendo i montanti corti come 1 e le saette come 2, e 


SDA 


A, 


di 


F 
Ca! ip 


PA F: lines S,edS; B} 
x\ wi 


appartengono inoltre alla piccola trave CDGF appoggiata in C e in D. In que 
st'ultima le aste 1, 2, 4, 3, 3’ sono affaticate soltanto dai carichi agenti nel 
campo CD; i loro sforzi variano linearmente con la posizione del carico in CD 
e diventano massimi quando esso è in F. Perciò agli sforzi principali in 3. 3‘, 4 
si aggiungono quelli dovuti all’eventuale carico agente nel campo CD. 

Le linee d’influenza degli sforzi principali in 3 o 3’ (S3.= Sg = M./h) e 
in 4 (S, = T/sen x) hanno la forma ordinaria 4)C,B, e AyCyD,B, (fig. 715 b, c). 
Le linee degli sforzi supplementari sono triangoli estesi da C a D e aventi il ver- 
tice sotto F. Per determinare questi triangoli, basta osservare che quando P = 1, 
provenendo da A, entra nel tratto CY, agisce con due componenti in C e in F, 
che sono entrambe a sinistra della sezione o. Quindi a destra di o c’è la sola 
reazione B; e perciò continua a valere la retta 4,0,, 0 A4,C,, fino a F,, o a 
F,. Quando P = 1 è nel tratto FD, la sua componente in D agisce a destra di g; 
per cui vale il segmento F,D,, o F.,D.. La linea $; vale anche per l’asta 3‘ 
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Per le aste come 4’ (la linea Sy è A4,CsD,B.). 5, 6, le linee d’influenza non 
hanno alcuna singolarità. 

Per un montante corto come 1, la linea S, è uguale a quella della fig. 714 f). 

Nelle saette come 2 si ha S, = — S,/2 sen a. 

Per il montante estremo 7 (0 7’) la linea d’influenza è un triangolo esteso 
da A a C e avente il vertice, di ordinata unitaria, sotto 7. 


Esercizio 623. — Tracciare le linee d’influenza degli sforzi nelle aste di parete 
e di contorno di una trave reticolare a graticcio doppio (fig. 716 a) (15). 

Soluzione. Scomponiamo la trave in due travi t, e t,, attribuendo alla t, le 
diagonali a tratto fino e alla #, quelle a tratto grosso. Quindi, adottando la stessa 
ipotesi del n. 310 a), ammettiamo che una diagonale sia affaticata soltanto dai 
carichi agenti nei nodi della trave alla quale essa appartiene. 

Per studiare la diagonale d appartenente alla trave t,, tracciamo da prima 
la linea Sz a tratto fino (fig. 716 b) A4,2,4,B, (n. 375 d) per la trave #3: Quando 
il carico P= 1 agisce nei nodi 2-4-6-8 della t,, valgono le ordinate di tale linea; 
quando agisce nei nodi 1-3-5-7-9 della t,, lo sforzo S; è nullo; quando viaggia 
fra due nodi, S; varia linearmente. Perciò la linea S; effettiva è costituita da 
una poligonale avente i vertici alternativamente sulla linea 42,4,B, e sull’oriz- 
zontale A,B,. 

Invece l’asta di contorno o appartiene sia alla trave t, (asta 2/4’, polo 3) 
che alla trave #, (asta 3/5‘, polo 4). Tracciamo la linea 4,3,B, per l’asta 2’4/, e 
la linea A4,4,B, per l’asta 3’5’ (fig. 716c): Quando il carico P = 1 agisce nei 
nodi 1-3-5-7-9 valgono le ordinate della linea 4,3,B,; quando agisce nei nodi 
2-4-6-8 valgono le ordinate della linea 4,4,B,; quando viaggia fra due nodi, 
S, varia linearmente. Perciò la linea $, effettiva è costituita da una poligonale 
avente ì vertici alternativamente sulle bilatere 4,3,5, e A,4,5,. 


876. L’arco a tre cerniere. 


Si determina anzitutto la linea d’influenza della spinta H, dalla 
quale si deducono poi facilmente le linee My, Ty, Ng per una sezione 
generica, oppure la linea S dello sforzo in un’asta se l’arco è retico- 
lare (es. 624, 625). 

a) Linea H. La spinta H è determinata dall’equazione ausiliaria 
M.,= 0 (nn. 66 a, 68 a), esprimente l'equilibrio alla rotazione della 
parte AC (fig. 717 a) pensata svincolata in A, ossia l’annullarsi del 
momento flettente in C. Ricordando (n. 68 a) che la componente verti- 
cale V, vale 15/1 come nel caso della trave appoggiata, quando P=1 
è a destra di C (b< |) si ha 


E 
M="1,-Hj=0, daci A=1 


(35) Maggiori particolari sulle travi a graticcio multiplo si trovano, ad es., nel secondo volume 
dell’opera (n. 216) di H. MiLLER-BRresLaU, Cap. II, $ 19. 
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La spinta H varia linearmente con la distanza d del carico da B. 
Per db = 0 si ha H=0; per db=|g (carico su C) si ha 


lla, 
ti’ 


l l 
e se &G=k=;: Hno =1— 


(553), (553,) H max di 1 2° 
4j 


Fissata la scala delle forze (ad es., 100 mm = 1 t), si porta sotto C 
un’ordinata CC; = 1(t,1/1f), ossia L,l,/If volte tale unità di forza. Quindi 
la linea H è la retta 5,0; (fig. 717 b). Quando P = 1 è a sinistra di C, 

la linea è A,C7. 
pe e Il risultato vale tanto per gli archi a 
parete piena quanto per quelli reticolari. 
b) Linea My. Indicando con Moy il 
momento flettente che si avrebbe nella 
trave appoggiata di luce /, si ha (fig. 718 a) 


Ms = Mos — Hy; = Ys | 


Mos _ 1) 
Ys 
Quindi, a meno del fattore y, del quale 
si tiene conto dopo, la linea My è la 
differenza fra la linea Mos/y; (che si ot- 
Fig- TLT: tiene portando A,A;/ = 1%;/y;, n. 373 €) 
e la linea H (553,) (fig. 718 b). 
Di solito però invece della linea My 
si tracciano le linee M,, ed M, (n. 387, 
es. 652), che sono di uso più comodo. 


Per verificare l'eventuale punto di pas- 
saggio n, a un carico agente secondo la ver- 
ticale di n deve corrispondere Mg=0; quindi 
la R, (che passa per il punto d’incontro di BC 
col carico) deve passare per il baricentro di S. 

I segni spettanti alle due zone della linea 
Ms si determinano osservando che un carico 
a destra di C (se S è fra A e C) provoca 
una R, agente secondo AC, il cui momento 
rispetto al baricentro di S è negativo; quindi 
alla zona destra spetta il segno meno. 

c) Linea Ty. Se 0 è l’angolo che la 
sezione S fa con la verticale o che la 4° 
tangente all’asse in $S fa con l’orizzon- PN 
tale, quando P=1 è a destra di $ si ha 


b 
Tys=17c0806 — Hsen0 = 


= sen 0(17 cig6—H). 


Fig. 718. 
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Il primo termine della parentesi è rappresentato dalla retta B,4/ 
(fig. 718 c), di ordinata nulla per d = 0 e di ordinata A,A{ = 1ctg 0 
per 5 =; dalla quale si sottrae la linea H. 

Quando P=1 è a sinistra di $, si ha invece 


Ty =12così — H sen@ — 1 cos 6 = sen0 1° ctg0-H_1ctg0). 


Per sottrarre il termine 1 ctg 0 basta, a sinistra di $, assumere come 
retta di riferimento la parallela per A, alla B,A5;. 

Del fattore sen @ si tiene poi conto quando si utilizza la linea T,. 

La linea Ty è utile per il calcolo delle chiodature (archi in ferro) 
o delle staffe (archi in cemento armato). 

Come verifica dell’eventuale punto di passaggio n’ (nel caso della figura non 
esiste), la È, relativa al carico posto sulla verticale di n° deve risultare nor- 
male a S. 

Posto il carico a destra di C, se la componente di PF, nel piano di $ è rivolta 
verso l’alto, Ts è positivo, e quindi alla zona destra spetta il segno più. 

d) Linea Ng. Se si considera positivo Ng di trazione, quande 
P=lèa destra di $ (fig. 718 d) si ha 


Nyg=—17 sen8—Acos8=—cos0(12tg0+ H). 


Quindi, a meno del fattore — cos 0, la linea Nsy è la somma drile 
ordinate della retta B, A; e della linea H. Quando P = 1 è a sinistra 
di $, procedendo come in c) si riconosce che la linea Ny va riferita 
alla parallela condotta per A; alla B; A;. 


Alla zona a destra di S spetta sempre il segno meno (compressione). Se 
tg 0>1/2f (ossia se 0>vy), la linea Ng risulta in- 
trecciata (segno più a sinistra di S); se 0= Ys le 
ordinate a sinistra di S sono nulle. 


Esercizio 624. — Tracciare la linea d’influenza 
dello sforzo $, nell’asta o del corrente superiore di 
un arco reticolare a tre cerniere (fig. 719 a). 

Soluzione. Lo sforzo S, è proporzionale al mo- 
mento M, rispetto al polo m, di coordinate xm, 
Ym. Per cui si ha 

Mm 1 


S,=-72= 7 (Mon Hm) = 


= Ym(Mom_ H). Fig. 719. 
Tm Ym 


_ La linea Mon/Ym è la trilatera A4,a;b;B, (fig. 719b), ottenuta portando 
A, Ai = 1l%m/Ym; congiungendo B, con A;, A; con m,, e tracciando il terzo lato 
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ab, dovuto al fatto che per l’asta o il carico è indiretto (n. 375 a). La differenza 
fra la trilatera e la linea H è la linea S,, a meno del fattore OL 

Come verifica deli’eventuale punto di passaggio n, la R, (n. 376 db) dovuta 
al carico agente secondo la verticale di n deve passare per il polo m. 

Per determinare i segni, osserviamo che la R, dovuta al carico posto a destra 
di C passa al di sotto di m, e provoca quindi trazione nell’asta 0. Perciò alla zona 
destra spetta il segno più. 


Esercizio 625. — Idem, per la diagonale d (fig. 719 a). 

Soluzione. Il ragionamento e la costruziere sono formalmente identici a quelli 
dell’esercizio 624: 

Portato 4,4/ = 12,//Yn/ (Lm' € Ym' coordinate del polo m'), si congiunge B, 
con 45, poi A, con my (fig. 719c); quindi, essendo il carico indiretto (n. 375 a), 
sì abbassano dalle traverse a e d (comprendenti la sezione di Riiter) le verticali 
su tali rette, e si uniscono i punti a, e di. 

Ragionando come nell’esercizio 624, si riconosce che un carico poste a destra 
di C provoca compressione nella diagonale. 

La verifica del punto di passaggio n’ è analoga a quella dell’esercizio 624. 
Per l’altro punto di passaggio n’ si può eseguire una verifica analoga a quella 
indicata nel n. 375 d) (tuttavia basta verificare n’ per accertarsi di non aver 
commesso errori materiali). 


Esercizio 626. — Studiare mediante le linee d’influenza il ponte sospeso stati- 
camente determinato della fig. 720 a). 

Soluzione. a) Linea H. La componente orizzon- 
tale H della tensione nella fune di sospensione è de- 
terminata dalla condizione che nella trave il momento 
flettente nella cerniera C sia nullo. Perciò, ricordando 
(es. 393) che la fune riferita alla retta «ab è il dia- 
gramma del momento negativo dovuto ai tiranti di 
sospensione, quando P = 1 è a destra di C dev'essere 


Fig. 720. u.=.i_ny,=0, da cui H=1. 
Ie 


La H varia dunque linearmente con d (fig. 720 b), e per è = 7/2 si ha 
i - 
(553%) Hi pria =l1 4%Y, . 
La (553,) è formalmente uguale alla (553,), con la sostituzione di y, a f. 
b) Linee Msg e Ty. Se x, è l’ascissa di una sezione S della trave e y è V’or- 
dinata della fune sulla verticale di S, si ha 


M M H Mos H 
Hg = 208 y=Y y È 


Se 0 è l’angolo d’inclinazione della fune in corrispondenza di $, il tagli” în S 
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dovuto ai tiranti è dato (221) da d(— Hy):de =— Htg8. Quindi si ha 


Ts = 1°_Htg0 = t0(17 ctg0- 2). 
Pertanto, le linee Mg e Tg non differiscono sostanzialmente da quelle trovate 
per l’arco a tre cerniere (n. 376 b, c), salvo la sostituzione di y a Y,. 


877.1 metodi generali. 


I procedimenti finora indicati per il tracciamento delle linee d’in- 
fluenza (nn. 370 d, 372, 373, 375, 376; es. 604, 605, 606, 608, 609, 610. 
622, 623, 624, 626) scaturiscono dallo studio diretto dei casi che si 
considerano, e variano da caso a caso. La teoria generale delle linee 
d’infuenza, della quale ora ci occuperemo, consente invece di ottenerle 
con metodi generali, validi per qualunque tipo di trave, che riducono 
il problema alla costruzione di speciali linee elastiche, o deformate 
dell’asse geometrico, corrispondenti a determinate condizioni (19). 

Anzitutto le linee d’influenza di spostamenti (dello spostamento 
verticale, od orizzontale, o della rotazione di una sezione) si otten- 
gono mediante un metodo generale fondato sul teorema di Maxwell 
(n. 378). Esso è di uso comodissimo e viene applicato in ogni caso. 

Un altro metodo generale, che è una conseguenza di quello sud- 
detto, consente di determinare le linee d’influenza di reazioni sovrab- 
bondanti, e spesso di dedurre anche quelle delle sollecitazioni in una 
sezione generica (nn. 379, 380). Esso fu largamente applicato da Miiller- 
Breslau, e riesce particolarmente comodo e speditivo per lo studio di 
travi iperstatiche di tipo semplice. 

Infine, le linee d’influenza delle sollecitazioni My, Ty; Ng (nonchè 
dei momenti di nocciolo Mn, Mn, n. 265) in una sezione S, e delle 
reazioni dei vincoli della trave, si ottengono in generale mediante un 
metodo che è fondato sul teorema di Land (n. 381), il quale a sua 
volta è una conseguenza del teorema di reciprocità di Betti (!’). In 
pratica però, nonostante l’eleganza concettuale di questo metodo, esso 
può risultare notevolmente laborioso (n. 383); per cui spesso è pre- 
feribile procedere in altri modi. Tuttavia, anche in questi casi, il 
teorema consente di prevedere facilmente, sia pure in modo qualita- 
tivo, quale sarà l'andamento della linea d’influenza cercata. 

Un altro metodo, utile per la determinazione sperimentale delle linee 
d’influenza, sarà indicato nel n. 392. 


(1*) Questi metodi furono introdotti da KROHN (1884), MoHR (1885), LAxD (1887). 

(!*) La validità del principio della sovrapposizione degli effetti, richiesta da questi metodi, 
non ne diminuisce la portata, poichè tale validità è richiesta anche dal concetto e dall’impiego 
delle linee d’influenza (nn. 370 a, 371 db, c). 
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878. Linee d'influenza di spostamenti o di rotazioni. 


a) Si voglia la linea d’influenza dell’abbassamento ng di una se- 
zione $ di una trave qualsiasi (fig. 721 a). 

Come si è detto nella nota 2, si potrebbe ottenere la linea ny per 
punti, ponendo il carico P = 1 in diverse posizioni, e calcolando ogni 
volta l'abbassamento provocato nella sezione $; quindi i valori trovati 

si porterebbero, a partire da un’orizzontale, come 
li E ordinate n sotto le verticali del carico, e si uni- 

S' Ci #.rebbero con una linea i punti ottenuti (18). 

Poniamo, invece, il carico P=1 sulla se- 
zione $, e tracciamo la linea elastica della trave 
(fig. 721 b). In questa un’ordinata letta sotto un 
punto C rappresenta, per costruzione, l’abbassa- 

Fig. 721. mento ns del punto C provocato dal carico 1 

posto in $S. Ma, per il teorema di Maxwell 

(n. 334), rappresenta anche l’abbassamento n, del punto $ provocato 

dal carico 1 posto in C. Quindi la linea elastica tracciata è anche la 
linea ng che si cercava. 

Pertanto, la linea d’influenza dell’abbassamento ng di una sezione S 
coincide con la linea elastica della trave relativa al carico unitario posto 
sulla sezione S; cioè si ottiene la linea ng tracciando invece questa linea 
elastica (1°) (2°) (21). 

Nel caso di una trave reticolare, la linea elastica viene sostituita 
dal poligono d’inflessione del corrente caricato (nn. 313, 325). 

b) Se la trave è curva, nel qual caso ogni punto dell’asse subisce in gene- 
rale uno spostamento obliquo ds (fig. 722 a), si può tracciare in modo analogo 
la linea d’influenza dello spostamento verticale ns e quella dello spostamento 
orizzontale &g del baricentro di una sezione $S, provocati da un carico P= 1 
verticale (nota l) viaggiante sulla trave. 


(1*) Nonostante il notevole lavoro richiesto, se ogni volta si traccia l’intera linea elastica, 
in questa si può leggere non solo l’abbassamento della sezione S, ma anche quello di altre 
sezioni Sj, Sg .... Quindi si possono ottenere contemporaneamente le linee d’influenza dell’ab- 
bassamento di un numero qualunque di sezioni; ciò che compensa del maggior lavoro (v. le 
note 2 e 4). 

(3°) Gli esercizi 223, 224, 225 sono delle anticipazioni di questa proprietà. 

(**) Un’analoga coincidenza sussiste fra la linea M ‘< per una sezione S di una trave appog- 
giata e il diagramma M per P=lagente in S. Ma questa è soltanto casuale, essendo dovuta 
al fatto che in entrambi i casi si ha una bilatera col vertice sotto S, e avente ivi la stessa ordi- 
nata, che misura Ms per P= 1lagente in S. 

Infatti, la coincidenza non sussiste per la trave incastrata, o fra la linea Ts eil diagramma 7. 

(*") Se un’ordinata 7,3 della linea elastica è verso il basso, lo è anche l’abbassamento 735 
provocato in S da P = 1 agente in C. Ciò che giustifica, in questo caso, la convenzione di rap- 
presentare verso il basso le ordinate 7 della linea 7g corrispondenti a valori positivi dell’ef- 
fetto 7s . 
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Infatti, se poniamo una forza P = 1 verticale in $ (fig. 722 b) e tracciamo 
il diagramma degli spostamenti verticali (fig. 722 c) di tutti i punti dell’asse 
(n. 361 c), un’ordinata di questo letta sotto un punto C rappresenta, per costru- 
zione, lo spostamento verticale 3 di C provocato da P = 1 verticale posta 
in S; quindi (Maxwell) rappresenta anche lo spostamento 


verticale n, di S provocato da P= 1 verticale posta in C. p 

Ossia tale diagramma è anche la linea 7g cercata. +C /8 xi 
Se invece poniamo una forza P = 1 orizzontale in $S ds I 

e tracciamo il diagramma degli spostamenti verticali di 

tutti i punti dell’asse, un’ordinata di questo rappresenta, di 3) 


per costruzione, lo spostamento verticale n.0 di O provo- 


cato da P = 1 orizzontale posta in $S; quindi (Maxwell) i 
rappresenta anche lo spostamento orizzontale £,., di S = e) 
provocato da P = 1 verticale posta in C. Ossia tale dia- Nes"Tae 
gramma è anche la linea Ég cercata, relativa al carico Fig. 722. 
P= 1 verticale. 

In generale, per ottenere la linea d’influenza dello spostamento di S valu- 
tato secondo una direzione © qualsiasi, basta applicare una forza P= 1 in $ 
e secondo la direzione &, e costruire invece il diagramma degli spostamenti ver- 
ticali di tutti i punti dell’asse. 

c) Analogamente, per ottenere la linea d’ influenza della rota- 
zione og di una sezione S basta applicare una coppia M =1 in $ 
e costruire invece il diagramma degli spostamenti verticali n, sm. Questo 
rappresenta anche la linea 9g cercata, perchè si ha (n. 335 d) ne, sn = 
= Ps,cp* 

d) La linea d’influenza di uno spostamento ng, 0 És, 0 og è 
dunque ricondotta alla costruzione di una linea elastica (o di un dia- 
gramma degli spostamenti verticali, se la trave è curva) relativa a 
una forza P= 1 verticale, od orizzontale, o a una coppia M = 1, appli- 
cata in $ (alla stessa trave data, coi suoi vincoli invariati). 

Pertanto, queste linee d'influenza risultano sempre curvilinee, qua- 
lunque sia la trave data. 

e) Quanto si è detto è valido purchè i vincoli siano rigidi, oppure 
cedevoli in modo elastico, ma non in modo anelastico (n. 333 bd). 


Esercizio 627. — Tracciare la linea d'influenza dell’abbassamento mn, del- 
l'estremo C della trave di sezione costante della fig. 723 a), essendo a = 2 m, 
l1=4m,J= 1446 cmt (T N 18). 

Soluzione. Essa coincide (n. 378 a) con la linea 
elastica relativa a un carico P = 1 posto in OC. 

Per il tratto AB, misurando l’ascissa 2’ a partire 
da B, l’equazione risulta (es. 221) 


a) la e j 
# a” an #1» 


1 


Fig. 723. La rotazione in A vale (292) a = —la-7/3EJ. 


O. Bertozzi - Scienze Ielle costruzioni — II 


SI 
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Quindi, misurando l’ascissa 2 a partire da C, l'equazione per il tratto CA ri- 
sulta (es. 185) 


198 la?x la 1 5 ; 
GET 3EI + 3EJ (4-2) = G5I [2a®(1 + a) — a(21 + 3a)x + 28]. 


N 


Nella fig. 723 a) è tracciata la linea n, per P = lt, assumendo la scala di 
rappresentazione 5 mm = l cm. 


Esercizio 628. — Tracciare la linea d’influenza della rotazione ©, dell’estremo B 
(fig. 723 b), considerata positiva se destrogira. 

Soluzione. Essa coincide (n. 378 e) con la linea elastica relativa a una coppia 
destrogira M = 1 applicata in B. 

Per il tratto AB, misurando x a partire da A, l'equazione risulta (es. 221) 


Per il tratto CA è una retta inclinata dell'angolo a = 1. 1/65. 

Si è impiegata una coppia M = ltm e si è disegnata la detormata con le 
ordinate al vero. Perciò 1 m dell’erdinata rappresenta la rotazione %, = l radiante, 
ossia 1 cm =0,01 rad. per il carico mobile P= lt. 


Esercizio 629. — Tracciare la linea d’influenza dell’abbassamento ns della 
sezione di mezzo S di una trave Gerber 
simmetrica (fig. 724). 
Soluzione. Essa coincide con la linea ela- 
stica relativa a un carico P= 1 posto in $. 
Se la sezione è costante, le equazioni 


Fig. 724. dei vari tratti di questa linea risultano: 
tratto AC, (x misurata da A) n= i - (7) n 
tratto C,D (x misurata da 0) n= di xr+ 1367 È (1) 1) i 
tratto DS (x misurata da D) n= ah a xi | r” 4 (1) è 


Esercizio 680. — Tracciare la linea d’influen:m dello spostamento orizzon- 
tale &, del carrello A (fig. 725 a). 

Soluzione. Essa coincide (n. 378 b) col diagramma degli 
spostamenti verticali dei punti dell’asse geometrico pro- 
vocati da una forza P= 1 orizzontale applicata in 4 
(fig. 560). 


Se la sezione è costante, per il risultato dell’esercizio P ; 
448 tali abbassamenti sono espressi da 
1- 


i < 2 
= agg n Fig. 725. 
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379. Linee d'influenza di reazioni e di sollecitazioni. 


a) Mediante questo metodo generale, che è una conseguenza della 
proprietà stabilita nel n. 378 a), si ottiene in modo semplicissimo la linea 
«d'influenza della reazione sovrabbondante nelle travi una volta iperstati- 
che. Inoltre, è possibile dedurre poi da tale linea quelle delle sollecitazioni 
in una sezione generica, combinandola con una o più rette opportune. 

Il procedimento si estende anche alle travi più volte iperstatiche; 
però esso risulta meno semplice (es. 636, 637). 

b) Linea A. Consideriamo da prima il caso della trave della 
fig. 726 a), e determiniamo la reazione A provo- 1 
cata dal carico P=1 posto in un punto € ge- pnl aironi 
nerico. Soppresso il vincolo A, che si sostituisce “4 u B° 
con la reazione A incognita (fig. 726 b), questa 
è determinata dalla condizione di ricondurre il , Cc d BÈ 
punto A al rispetto del vincolo preesistente; 
ossia dall’equazione 


lnae — ANaa = 0, da cui A=1-®. 
Naa 
Il numeratore n, (abbassamento del punto A Fig. 726. 


provecato da P =1 agente in C) si dovrebbe 

calcolare per ogni posizione del carico. Ma, per il teorema di Maxwell, 
si ha anche 

(554) A=10, 


Naa 


Per cui il nuovo numeratore n. (abbassamento di C provocato da 
P=l1 agente in A) si calcola, qualunque sia C, ponendo in ogni caso 
P=l1in A e valutando l’abbassamento dei vari punti C che si con- 
siderano; ossia tracciando la linea elastica (fig. 726 c). L’ordinata cor- 
rente di questa è il numeratore dell’espressione di A, mentre il deno- 
minatore, costante, è dato dall’ordinata in corrispondenza di A (?2). 
Pertanto, ricordando la definizione di linea d’influenza (n. 370 b), si 
conclude che la linea elastica tracciata è la linea d’influenza della rea- 
zione A, mentre l’ordinata na per la quale si devono dividere le ordinate 
correnti è l’unità, cioè la scala, con la quale queste si misurano (”). 


(3) Invece di applicare il teorema di Maxwell per avere mcg al posto di 795; si può giungere 
direttamente alla (554) applicando il teorema di Betti per le forze della fig. 726 b) e per gli 
s;ostamenti della fig. 726 c), e viceversa. Essendo nullo l’abbassamento di .4 nelle condizioni 
della fig. 726 b), si ottiene 17,g — 47aa = 1°0=0. 

La forza che si applica in 4 per deformare la trave può anche non essere uguale a uno. 

(3) È naturale che la deformata della fig. 726 c), che è (n. 378 a) la linea d’influenza del- 
l’abbassamento 7g per A reso libero, dia anche i valori della reazione 4: poichè questa, dovendo 
annullare 7g prodotto da P = 1, dev’essere proporzionale a 74. 
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Ad es., se l’ordinata sotto un punto C generico è 44 mm, e se Na, = 64 mm, 
risulta A = 1(44/64)= 1-0,6875; ossia A è 0,6875 volte l’unità di forza, se 
P= 1; è 0,6875P, ossia è 0,6875 volte il carico, se questo ba un valore P 
qualsiasi. 

Per comodità di lettura (cioè per poter eseguire la divisione a memoria), 
conviene disegnare la linea elastica in modo che a, sia rappresentato, ad es., 
da 100 mm. 

e) Linee Ty ed M;. Ottenuta la linea A, è facile dedurre da essa 
la linea 7g e la linea My per una sezione $ generica: 
Quando P=1 è a destra o a sinistra di $ 
1Lyr i| a) (fig. 727 a), si ha rispettivamente 


Todi h>4-1 


l 
8 
I 
% 
ia 


bh. ho Oh 
3 


=Sss5 Quindi il tratto SB della linea A serve anche 
come linea 7; mentre nel tratto AS si deve 
togliere 1 dalle ordinate della linea A, ciò che 
si consegue leggendo le ordinate dall’ orizzon- 
tale condotta per A; (fig. 727 b) (scala delle 
forze A,A/= 1). 

Se x, è l’ascissa della sezione $, quando 
P=l1èa destrao a sinistra di $ (fig. 727 a), 
si ha rispettivamente 


è 


2 


Mys=A4-%, 
Mys= Ax, —1e”=on(A_-1lr"/r,). 


Fig. 727. 


Quindi nel tratto SB la linea A serve anche come linea M,, purchè 
le ordinate, che danno A, si moltiplichino poi per l’ascissa costante 2,. 
Invece nel tratto AS si devono togliere dalle ordinate della linea A 
quelle della retta 12//x, (0’’ parametro variabile con la posizione di 
P = 1); retta avente l’ordinata nulla sotto $ e uguale a 1 sotto A, 
e che passa quindi per $, e per A; (fig. 727 c). Si ottiene così una linea 
valida da A a B, le cui ordinate » rappresentano il fattore forza che 
moltiplicato per il fattore lunghezza x, dà il momento My cercato 

Se la sezione S è prossima a B, la linea M; risulta intrecciata. 
Ricordando (n. 220 d) che si ha d = 27/3, si rico- 
nosce che ciò accade se x,> 20/3. 

Se S va in B, si ottiene nello stesso modo 
la linea M, (fig. 727 d), mentre il fattore 2, è 
uguale a /. 


d) Se il carico è indiretto (fig. 728 a), trascurando N, 
l’alterazione insignificante (n. 374 a) nei campi che non iù 


contengono la sezione $, le linee Tg ed Ms assumono 
l’aspetto della fig. 728 b, c). Fig. 728. 
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880. La trave continua su tre appoggi. 


a) Linea C. La reazione dell'appoggio so vrabbondante C (fig. 729 a) 
provocata da P = 1 agente in un punto D generico è determinata dalla 
condizione (fig. 729 b) 

a CNe= 0; da cui Cc=10%e, 


Nec 

Anche in questo caso, il numeratore n.4 si dovrebbe calcolare per ogni 
posizione D dei carico. Ma si ha pure (Maxwell) 

"n Nac 
(555) C=1 de, 

Nec 

per cui il nuovo numeratore ng si calcola, qualunque sia D, ponendo 
P=linC sulla trave AB a due appoggi (fig. 729 c), e tracciando la 


a) 


a 


Fig. 729. Fig. 730. 


linea elastica. L’ordinata corrente di questa è appunto ma, mentre n. 
è l’ordinata sotto 0. Quindi tale linea elastica è anche la linea d’in- 
fluenza della reazione C, ed n., è l’unità di misura, cioè la scala delle 
forze (n. 379 db) (2) (25). 

b) Linea A. Si potrebbe ottenere in modo del tutto analogo, sop- 
primendo l’appoggio A e ragionando come si è fatto per la linea C. 
Tuttavia si può invece dedurla in modo semplicissimo dalla linea C: 


Posto P= 1 in un punto generico D (fig. 730 a), l'equazione dei 


(#*) se la trave è di sezione costante, l'equazione della linea elastica nel tratto l è (279) 


14 
n= var Pr Br 23), 


essendo l’ascissa 7 misurata da A. Per il ratto l, basta sostituire 7, con 1, e £ con 2’ misurata 
da B. L’ordinata sotto C vale 7, = 1 18/3EJL. 

Se la trave è di sezione variabile, si può usare il metodo grafico di Mohr (n. 210). 

(35) Si noti che in generale l’ordinata n non è massima sotto C (se la trave è di sezione 
costante, è massima fra C e il punto di mezzo della trave 48, n. 222 b, d). Quindi per P agente in 
una certa zona, si ha C > P. 
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momenti rispetto al punto B è 


AL+ C1,—1b=0, da cui A=3(1}-0). 


la 


Perciò le ordinate della linea A sono la differenza fra quelle di una 
retta 1b/!, {d parametro variabile con la posizione del carico) e quelle 
della linea C. Inoltre, si deve moltiplicare tale differenza per il rap- 
porto 1,/L, oppure alterare l’unità di misura x delia linea C nel rap- 
porto inverso. 

La retta in questione si traccia mediante l'espressione 15/1,; oppure 
osservando che quando il carico è in B o in C dev'essere A = 0 (gli 
appoggi sono rigidi), per cui essa deve passare per B, e per C;, affinchè 
la differenza fra la retta e la linea C si annulli appunto sotto B e C. 
Quindi la linea A ha la forma della tig. 730 Db). 

L'unità di misura della linea A si ottiene ingrandendo la primitiva 
unità n. nel rapporto L/l,; oppure osservando che quando P = 1 è 
in A devessere A = 1, per cui l’ordinata A;A4/ è appunto la nuova 
unità (°9). 

Evidentemente la reazione A è positiva (cicè rivolta verso l'alto) 

quando il carico è fra A e C, e nega- 

ile 1 tiva quando è fra 0 e 5. 

In modo analogo si ottiene la 
linea 5. 

c) Linee Ty ed My. Consideriamo 
una sezione S della prima campata 
(fig. 731 a). 

Quando P=1 agisce a destra o a 
sinistra di $, si ha rispettivamente 


Tyg=A4A, Tg=4-1. 


Quindi nel tratto SB la linea T, è 
data dalla stessa linea A, mentre nel 
tratto AS è data dalla linea A rife- 
rita alla parallela per A; alla 4;/B, 
(fig. 731 b). 

Se x, è l’ascissa di S, quando P = 1 è a destra o a sinistra di $ 
si ha rispettivamente 


Fig. 731. 


Mys= 4%, Mys= Ax, —-1o”= e,.(A-12o”/2,). 


(**) La linea A ha maggiore importanza della linea C, perchè da essa si deducono poi le 
nes Ts ea My. Perciò è preferibile che risulti rappresentata da 100 mm la sua unità di wmi- 
sura 4y4,°. A tal fine basta rappresentare CjCj' con (I3/L)- 100 mm. 
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Quindi (n. 379 c) la linea My ha l’aspetto della fig. 731 c), e le sue ordi- 
nate danno il fattore forza che dev'essere poi moltiplicato per il fat- 
tore lunghezza #, costante . 

Per una sezione S della seconda campata, di ascissa x/ misurata 
da B, si procede analogamente, partendo dalla linea B anzichè dalia 
linea A. 

La linea M, (sezione S su C) si può ottenere in modo analogo. par- 
tendo dalla linea .4 o dalla linea B. Tuttavia si ottiene meglio con altro 
procedimento (es. 632). 

d) Se la trave è di sezione costante, e se il rapporto /./7, ha uno 
dei valori 1-1,1-1,2 ... 1,9-2, le linee Ty ed 3; si tracciano più como- 
damente, e per un certo numero di sezioni, mediante tabelle (?°). 

e) Se la trave è reticolare, la linea elastica (n. 380 a) va sosti- 
tuita col poligono d’inflessione del corrente caricato (nn. 313, 325). 


Esercizio 631, — Estendere il procedimento del n. 380 al caso in cui l’ap- 
poggio © (fig. 732 a) sia cedevole elasticamente (?8). 

Soluzione. a) Linea C. Se e, è il cedimento dell'appoggio C quando su di 
esso (non sulla trave) grava un carico 1, l'equazione determinatrice della rca- 
zione C diventa (fig. 729 b) 


” ‘ ; ; "n 
(555,) lea — Neo = CE da cui C=1—td__] Nac . 
Nee T Ec Nec 1 E 


Quindi la linea C è data ancora dalla linea elastica per P= l agente in C sulla 
trave 45, letta però con unità di misura 0,01 = 
= Nce + e (fig. 732 b) (per cui C risulta minore). 

b) Linea A. Si ottiene ancora tracciando la 
retta B,Cy' e assumendo come unità di forza il 
segmento A, A;. 

c) Linee Tg ed Ms. Vale quanto si è detto 
nel n. 380 c). 

d) Se il cedimento in C fosse anelastico e di 
dato valore è, indipendente dai carichi, e quindi 
dalla posizione di P = 1, i suoi effetti si valuterebbero a parte. 


Fig. 732. 


(**) G. GRIOT: Kontinuierliche Balken. Einflusslinien fiir Momente und Schcerkràjte. Zurigo. 
Selbstverlag, 1934, 7* edizione. 

A. KLEINLOGEL: Der durchlaufende Triger. Berlino, Ernst, 1934. 

G. ANGER: Zehnteilige Einflusslinien fiir durchlauiende Triger, Berlino. Ernst. 1937. 

G. WALLMANNSBERGER: Momententafeln spiegelungleicher Dre:felderball'en, Vienna, Deuti- 
eke, 1942. . 

Le tabelle suddette contemplano anche il caso della trave su quattro appoggi. 

Per il caso della trave vincolata rigidamente coi piedritti si veda A. STRASSNER: Tabellen 
fr die Einflusslinien und die Momente des durchlaufenden Rahmens. Berlino, Ernst, 1922. 

Se la sezione non è costante, si veda, ad es., F. BLEICH: Theorie und Berehnung der 
eisernen Briicken, Berlino, Springcr, 1924, n. 82, pag. 416. 

(®) Per il caso in cui siano cedevoli anche gli altri appoggi, come pure per le travi a quattro 
appoggi, si veda il volume di K. ARNSTEIN: Einflusslinien statisch unbestimmter, elastisch gela- 


gerier Tragwerke, Berlino, Ernst, 1912. 
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Esercizio 632. — Tracciare la linea d’infiuenza del momento M, sull’ap- 
poggio C (fig. 733 a). 
Soluzione. Se la trave è soggetta a P= lin D, 


| 9), x sopprimiamo la continuità sull'appoggio C, e so- 
: Me |! i stituiamola col momento M, applicato alle due 
so & D parti (fig. 733 b). Consideriamo poi la stessa trave 


TS PET TT priva di carichi, e applichiamo due coppie M = —1 
Di ZA 1 a alle estremità rese indipendenti in Cl (fig. 733 e). 


Queste provocano in 0 rotazioni o’ e 9”, e spo- 
Fig. 733. stamenti verticali 7 in tutti i punti dell’asse. 
Applichiamo il teorema di Betti (nota 22) alle 
forze della fig. 733 b) e agli spostamenti della fig. 733 c), e viceversa. Essendo 
nulla la rotazione relativa delle due estremità su C nel caso della fig. 733 Db), 
si ottiene 


(556) — Mo - Mo" —1lyn=0, da cui M;=1 


Perciò la deformata della fig. 733 e), con le ordinate 7 da considerare nega- 
tive e da dividere per 9’ + 0”, è la linea M, (29). 


Esercizio 633. — Tracciare la linea d’influenza della spinta H per un arco 
a due cerniere, semicircolare e di sezione costante. 

Soluzione. Per quanto si è detto nei nn. 379 d), 380 a) e nella nota 23, essa 
coincide col diagramma degli spostamenti verticali dei punti dell’asse seome- 
trico provocati da una forza orizzontale unitaria rivolta in fuori, applicata al- 
l'appoggio A reso scorrevole (es. 630). L'unità di misura è Zg,. che vale (es. 447) 
(7°/2)1:*/EJ. Quindi l’espressione di H risulta A = (1/7) sen? « (39). Per x = 309. 
45° - 60° si ha H = 0,25 - 0,50 - 0,75: Ha. 


Esercizio 634. — Determinare la linea d’in- 
fluenza della reazione mutua € nella cerniera C 
(fig. 734 a). 

Soluzione. Applicato il carico P=l1 in un 
punto D generico, separiamo i due tronchi in C 
e aggiungiamo le due reazioni mutue C generate 
dal carico (fig. 734 b). La OC è determinata dalla 
condizione che i due punti € si abbassino ugual. 
mente, come avveniva prima della separazione; 
ossia dall’equazione 


1Nca a Cee = CNie ’ 


essendo n. ed n: gli spostamenti degli estremi C dei due tronchi provocati da 


(®*) Se la rotazione relativa g/ + g’’ è uguale a 1, le ordinate 7 misurano direttamente M,; 
in armonia col teorema di Land (n. 381). 

(®*) L’esercizio 479 è un’anticipazione di questo risultato. 

Nel Cap. XIX, A) studieremo la soluzione per un arco di forma qualsiasi, mediante la teoria 
dell’ellisse di elasticità. 
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una forza unitaria. Quindi si ricava 


C=1—%@__, ossia (Maxwell C=1—@_. 


Nec T Nec Noe T Nec 


Pertanto, le deformate dei due tronchi per etfetto di due forze unitarie in C 
(fi. 734c), la cui ordinata corrente è appunto na; è la linea C; e l’unità di 
misura è l'allontanamento (0,. 

Dalla linea C si deducono facilmente le linee Ts ed Ms. 


Esercizio 635. — Tracciare la linea d’influenza dello sforzo H nel tirante 0,0, 
della trave armata della fig. 735 a), e la linea Mg per una sezione $S generica. 

Soluzione. a) Soppresso il tirante (fig. 735 b), lo sforzo H è determinato dalla 
condizione che l'allontanamento dei punti C, e ©, sia uguale all’allungamento 
Ya = HYmn= He/EA del tirante. Considerata poi 
la trave scarica e applicate in 0, e C, due forze 
H=- 1 (fig. 735c), indichiamo con Yan l'abbas- è: ; dii 
samento di un punto D e con è, l'allontanamento i) i 
di C, e Oy. Il teorema di Betti applicato per le Pl Let 
forze della fig. 735 b) e per gli spostamenti della | H H si 


fig. 735 c, d), e viceversa, dà 


Na Hm = 1° HYna 3 
ta cui 


Hei a, 


Sn + Ym 


Perciò la deformata della trave 4B provecata 
dalle forze della fig. 735 c), letta con unità di mi- Fig. 735. 
sura da + Ya è la linea H. 

Per effetto delle due forze 1, i due montanti trasmettono alla trave duc 
forze lh/a. Quindi la deformata della trave (circolare nel tratto centrale, cubica 
nei tratti laterali) si ottiene facilmente ricordando l’esercizio 229. 

Lo spostamento orizzontale ec, di C, provocato dalla forza 1, è dato da 
un diagramma di Williot (n. 312 a) (indicato nella fig. 735 d), nel quale il seg- 
mento Oc’ è l'abbassamento n, aumentato dell’allungamento del montante, e 
il segmento 0c” è l’accorciamento dell'asta C,A. Quindi si ha dm = 20,. 

b) Linea Mg. Il momento My è dato da 


Ms = Mg Eh = MMog/h—H), 


essendo Mg il momento che si avrebbe nel caso della trave appoggiata AB. 
Quindi si ottiene la linea Ms della fig. 735e) (unità di misura dm + Ya) 


Esercizio 636. — Tracciare la linea d’influenza del momento M, nella se- 
zione S, in sommità del piedritto (fig. 736 a). 

Soluzione. La struttura è tre volte iperstatica; tuttavia è possibile studiare 
la sola incognita M,, purchè si consideri una struttura principale a sua volta 
iperstatica (v. la nota 17 del Cap. XI e l’es. 267). 
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Liberato il piedritto dalla trave (alla quale si aggiunge un appoggio in C che 
impedisca l'abbassamento come lo impediva il piedritto), applichiamo i momenti 
M, generati da P= 1 (fig. 736b). Applichiamo poi alla stessa trave scarica e 
al piedritto due coppie M = — 1 in C (fig. 736c). Se ©, è la rotazione destro- 
gira della trave in C e 9, è la rotazione sinistrogira del piedritto pure in 0, 


# a) 


Fig. 736. Fig. 737. 


provocate da queste coppie unitarie, ed 7 è l'abbassamento di un punto generico 
delia trave, il teorema di Betti (es. 632, 635) dà 
; n 
Imn— Mor M.09=0, da cui M=1—"l, 
' O1T 
Perciò la deformata della fig. 736 c), con le ordinate divise per 0; +@y, è 
la linea M, (29). 


Esercizio 637. — Determinare le linee d’ influenza delle reazioni A e B in 
una trave continua a quattro appoggi rigidi (fig. 737 a). 

a) 1° soluzione. La struttura è due volte iperstatica; tuttavia si può stu- 
diare la sola incognita A, se si assume come trave principale quella ancora iper- 
statica ottenuta sopprimendo il solo appoggio A. Il ragionamento è quelle 
stesso dei nn. 379 d) e 380 a); la linea A è la deformata della trave provocata 
da una forza in A (fig. 737 b), e va letta con unità di misura AA°. 

b) 2° soluzione. Se si vuole evitare il tracciamento della deformata di une 
trave iperstatica, sopprimiamo i due appoggi A e B, sostituendoli con le rea- 
zioni A e B (fig. 737 c). Il rispetto dei vincoli soppressi fornisce le due equazioni 


IMaa — Aaa — Bia =0, l'iva — Ava — Bim = 0; 
quindi, posto Mas» — Nb = A, si ricava 


i Na n 
A=1® niet lav Noa _ (1 Pi ta) No 


E analogamente pci B. 
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Applichiamo ora alla trave isostatica scarica una forza 1 in A, poi in B 
(fig. 737 d,e), e tracciamo le due linee elastiche (nella prima è rettilineo il 
tratto a destra di C,, nella seconda il tratto a sinistra di C,). L’espressione tro- 
vata per A dice che la linea A è la differenza della prima deformata, e della 
seconda alterata nel rapporto na» ; mentre il fattore 4» ‘A influisce sull’unità 
di misura da adottare. L’alterazione della seconda deformata deve far diven- 
tare l’ordinata #» uguale a na. La differenza suddetta, ossia la linea A, ha 
l'aspetto della fig. 737 î). Com'è naturale, l’ordinata 7 sì annulla in corrispon- 
denza degli appoggi 01, 0,, B. Quando invece P = 1 è su A, dev'essere A = 1; 
per cui il segmento A Af è l’unità di misura, ossia la scala delle forze. 

In modo analogo si ottiene la linea B. 

c) Dalle linee A e B si deducono le linee Ty ed Mg, in modo immediato 
(n. 389 c) se S appartiene a una campata laterale, in modo più laborioso se 
appartiene alla campata centrale (v. il secondo volume, Cap. X, n. 5, dell’opera 
citata (n. 314) di Albenga) (nota 27). 


381. Linee d'influenza di sollecitazioni. Teorema di Land. 


Anche le linee d’influenza delle sollecitazioni My, Ty, Ng (e anche 
Mg) si possono ricondurre alla costruzione di particolari linee elastiche, 
o deformate dell’asse geometrico, in virtù del seguente teorema. 

a) Il teorema di Land (8*). Con- 
sideriamo una sezione generica $S 
di una trave (fig. 738 a). Posto il 
carico P = 1 in un punto C, siano 
M, T, N le sollecitazioni che esso 
provoca in $, © la rotazione e 7, v 
gli spostamenti di S nelle direzioni 
7, v della normale e della tangente 
in $S all'asse geometrico. 

Se si taglia la trave in corrispon- 
denza di S e si applicano alle due 
facce S,, S; (appartenenti ai tronchi 
di sinistra e di destra) le tre solle- 
citazioni (fig. 738 b), il regime sta- Fig. 738. 


(1) R. LAND: Die Gegenseitigkeit elastischer Formanderungen ece., « Wochenblatt f. Bau- 
kunde », 1887, pag. 25; Ueber die Ermitilung und die gegenseitigen Beziehungen der Einflusslinien 
fiir Triger, « Zs. î. Bauwesen », 1890, pag. 165; idem, Berlino, Ernst, 1890. 

Land non diede una dimostrazione soddisfacente del teorema, che fu poi dimostrato in modo 
generale da Colonnetti nella forma del secondo teorema di reciprocità (nota 34). 

La dimostrazione elementare qui riportata è di G. ALBENGA: Sul teorema di reciprocità di, 
Land, « R. Acc. d. Scienze », Torino, 1915. 

Interessante è anche la dimostrazione di C. L. Ricci (Meccanica applicata alle costruzioni 
Napoli, Edit. Politecnica, 1942), nella quale si considera una distorsione in senso generale 
(nota 33). ° 
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tico ed elastico della trave non si altera. Perciò le due facce restano 
unite, e i loro movimenti, rispetto alla posizione di riposo, sono @, 7, v 
per entrambe le facce (positivi se aventi i sensi deile frecce, fig. 738 a). 

Pensiamo poi la trave non soggetta a forze, ossia nello stato di 
riposo; tagliamola in corrispondenza di $, e applichiamo alle due facce 
due sistemi uguali e contrari di forze fittizie (e per ora arbitrarie (8?)) 
DM, PE, N*; M*, T*, — N* (fig. 738 c), che deformano i due 
tronchi della trave, producendo una così detta distorsione (8). In questa 
deformazione sia n* la componente verticale dello spostamento è* che 
subisce il punto C; e siano 0F, t#, vt e of, 7, vî le rotazioni e gli 
spostamenti che subiscono le due facce di $S appartenenti al tronco 
sinistro e al tronco destro della trave. 

Applichiamo il teorema di Betti (n. 333 5) separatamente a ciascun 
tronco della trave, per le forze e gli spostamenti del sistema effettivo 
(fig. 738 b) e di quello fittizio (fig. 738 c): Per il tronco destro si ha 
(se P= 1 agisce su di esso) 


(a) 1:-n%# + Moi + T7+ Nvé=— M*o-T*:—N*y; 

e per quello sinistro 

(d) — Mo$ Tx} — Nyt = M*o+T*x+N*. 
Sommando le due equazioni, si ottiene 


l'at + Mei — o) + Ii — 8) + N —v5)=0, 


(657) 1:-n*= Mo) + T*— +) + N0*-vD. 


(**) Supponiamo che i due tronchi separati in S abbiano arcora vincoli sufficienti (ad es., 
la trave data aveva due incastri, come nella fig. 738 a), e che perciò le forze M*, 7*, N* possano 
essere scelte ad arbitrio (è necessario, ma non sempre sufficiente, che la trave data abbia almeno 
tre vincoli sovrabbondanti). Per il caso in cui i due tronchi, o uno di essi, risultino labili, si 
vedano inn. 384, 386. 

(**) In generale si crea una distorsione in una trave quando si taglia secondo una sezione S 
e si costringono le due facce S, ed S; a compiere un moto relativo rigido, che si può mantenere 
interponendo fra le due facce un tronco piccolissimo di materiale a facce piane e saldando 
nuovamente (n. 391 d e Cap. XXX, 4). La teoria di queste distorsioni fu studiata da V. VoL- 
TERRA (Lincei, 1905, 1906). Una ciasse più generale di distorsioni, corrispondenti a un moto 
relativo non rigido delle due facce, fu studiato da C. SOMIGLIANA (Lincei, 1914, 1915). 

(**) Se, invece di P = 1, agiscono sulla trave dei carichi P) , Ps ... P, ; si ottiene in modo 
analogo 

ZPn* = M(9,* — @a*) + T(w* — 1a) — N(3* — va”). 


Questa uguaglianza esprime il secondo teorema di reciprocità di G. COLONNETTI: Sul secondo 
principio di reciprocità, « R. Acc. d. Scienze », Torino, 1914-15; v. anche il primo volume 
dell’opera di Colonnetti più volte citata. 
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Le tre forze fittizie arbitrarie M*, T*, N* si possono scegliere in 
modo da soddisfare a tre condizioni; ad es. 
*=1, -d=0, v_f=0. 


(c1) Pi — © 
In questo caso la (557) diventa 
(557,) l-g*=M-1. (8) 


Questa relazione dice che il momento flettente M provocato in S da 
P =1 (o da P) posto in C è dato dal prodotto del carico 1 (o P) per 
lo spostamento verticale n* che subisce C nella distorsione. Per cui il 
diagramma di questi spostamenti verticali * è la linea d'influenza di M. 

Analogamente, se si scelgono le forze fittizie M*, T*, N* in modo 
da soddisfare alle condizioni 


(09) o—- gi = 0, *=<d= Ly; vé—-vé=0, 
oppure 
(63) o—-oî=0, —-77=0, vw—_vi=1, 


la (557) diventa rispettivamente 
(557,), (557,3) 1-4*=T-1, oppure 1-q*=N-1. 


Quindi i diagrammi degli spostamenti verticali n# nelle corrispondenti 
distorsioni sono rispettivamente la linea 7 o la linea N. Gli n* divisi 
per l’unità di misura =#— <$=1 o vé— vî = 1, sono i fattori nume- 
rici (n. 371) che moltiplicati per il carico 1 (o P) danno l’effetto 
cercato. 

Risulta così dimostrato il teorema di Land: Le linee d’influenza delle 
sollecitazioni M, T, N in una sezione S di una trave coincidono coi dia- 
grammi degli spostamenti verticali n* dei punti dell'asse geometrico nelle 
distorsioni che risultano tagliando la trave in S e applicando alle due facce 
due sistemi uguali e contrari di forze fittizie, scelte rispettivamente in modo 
da produrre soltanto una rotazione relativa o — of unitaria delle due 
facce, o soltanto uno spostamento relativo cè — d unitario, 0 soltanto 
uno spostamento relativo v$ — vîî unitario. 

Se la trave è rettilinea e orizzontale, il diagramma degli spostamenti 
verticali è l’ordinaria linea elastica (ogni punto si sposta verticalmente). 


(38) Se, ad es., P = 1 kg e se 7* si misura in cm, si ottiene 
1 kg.y* cm = M kgem.angolo unitario, 


ed ) risulta perciò in kgem. 
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b) Invece di tagliare la trave, sopprimendo i tre vincoli mutui (nel piano) 

che collegano i due tronchi attraverso la sezione $, si può sopprimerne uno solo, 
ad es. la solidarietà angolare, creando una cerniera in $ 

spet Zina (fig. 739), che consente la rotazione relativa delle due facce. 
In tal modo, invece dei tre parametri fittizi M*, T*, N*, 


za 7 Na basta applicare alle due parti soltanto due coppie M* di 
M°M° ) sensi opposti, capaci di provocare una 
RETTA rotazione relativa unitaria. Il diagram- Ss 
ma degli spostamenti verticali n} dei a) 


punti dell’asse geometrico dà la linea 
Ms (5°). Se la rotazione relativa non risulta uguale a 1, ma 
a ©* qualsiasi, Mg è dato da 1y*@*. Quindi le coppie M* 
che si impiegano possono avere un valore arbitrario. 
Analogamente, creando in S un opportuno collegamento 
a slitta fra i due tronchi e applicando due forze 7*, o N*, Fig. 740. 
sì ottengono le linee Tg o Ng. 
c) Il teorema è valido anche se la trave è comunque complessa, come ad es. 
quella della fig. 740 a}. 
d) La dimostrazione del teorema non cambia sostanzialmente se la trave 
è a connessione multipla, ossia se è tale che la sezione £ non la divida in due 
parti distinte (fig. 740 b). In tal caso si applica il teorema di Betti al corpo unico 
che ne risulta, ottenendo direttamente la (557) in luogo delle (a), (bd). 


382. Osservazioni. 


a) La condizione che i due sistemi fittizi di forze M*, T*, N* 
(che si applicano alle due facce di S per produrre la distorsione) siano 
uguali e contrari è essenziale, poichè altrimenti i secondi membri delle 
(a) e (b) non si eliminano quando si sommano tali equazioni per de- 
durne la (557). 

D'altra parte si può anche osservare che se i due sistemi fossero 
diversi e indipendenti tra di loro, e quindi dipendenti da sei parametri 
arbitrari, le tre condizioni (c.), 0 (6), 0 (c) non basterebbero per deter- 
minare tali forze. 

b) I due sistemi uguali e contrari di forze fittizie possono essere 
costituiti, anzichè dai loro paramentri M*, T*, N*, da una sola forza 
fittizia R* che ne è la risultante, e che si applica alle due facce con 
sensi opposti (fig. 744). 

c) Se la trave è iperstatica, i due tronchi che risultano taglian- 
dola in $ rimangono sufficientemente vincolati, e richiedono quindi forze 
fittizie non nulle per deformarsi in modo da soddisfare alle condizioni 


(35) M. RITTER: Fr-rimentelle Methoden der Baustatik, « Schweiz. Bauzeitung », 1930, n. 18- 
La dimostrazione di questo aspetto del teorema di Land è, in apparenza, più semplice perchè 
considera il suolo parametro M*; ma è ugualmente fondata sul teorema di Betti. 
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{c1), 0 (c»), 0 (6) (sia pure con qualche restrizione nei casi contemplati 
nel n. 386). Perciò i loro assi si deformano elasticamente, e quindi le 
linee M, T, N risultano curvilinee. 

Se invece la trave è isostatica, i due tronchi risultano labili, e tali 
da non rimanere in equilibrio sotto l’azione delle forze fittizie, comunque 
esse siano; quindi queste devono essere nulle. Alle condizioni (c,), 0 (c»), 
o (c,) si soddisfa invece con soli moti rigidi dei due tronchi (nn. 384, 
385); per cui i diagrammi degli spostamenti x*, ossia le linee M, 7, N, 
risultano costituite da tratti rettilinei. 

d) La componente A della reazione di un vincolo A secondo la 
normale all’asse della trave coincide col taglio 7 nella sezione $S che 
segue immediatamente il vincolo. Quindi la linea A si può ottenere 
come la linea 7, mediante il teorema di Land: 

Tagliata la trave in $, applichiamo alla faccia $; che appartiene 
alla trave e a quella S, che appartiene al tronco infinitesimo collegato 
col vincolo i due sistemi di forze fittizie, tali da 
provocare uno spostamento relativo delle due 
facce 7*—7f =1. Nel caso di un incastro, la S, 
non si sposta e non ruota; quindi la S; deve 
essa sola spostarsi di 7* = 1 senza ruotare 
{fig. 741 a). Il sistema di forze fittizie occor- 
rente conterrà in generale anche una coppia 
— M*, poichè il tronco AS, incastrato può 
reggere la coppia + 1/*. Nel caso di un ap- 
poggio, la S, non si sposta, ma può ruotare 
liberamente: quindi la S; deve spostarsi di 
7#* = 1, senza riguardo alla sua rotazione Fig. 741. 

(fig. 741 b), potendosi poi ruotare la $, in 
modo che risulti parallela alla $S:. Il sistema fittizio occorrente nor 
conterrà — M*, poichè la S, non può reggere + M* (27). 

Anche la linea M; (momento d’incastro) si può ottenere mediante 
il teorema di Land, bastando costruire la linea M per la sezione S ini- 
ziale (Mg = Mi): Tagliata la trave in $, la faccia $, non si sposta e 
non ruota; quindi occorre applicare alla faccia S; un sistema fittizio 
che la costringa a ruotare di é* = 1 intorno al suo baricentro (fig. 741 c). 


e) Nel caso di una trave reticolare, la linea d’influenza dello sforzo £ in 
un’asta si ottiene tagliando l’asta e producendo lo spostamento relativo v* — 
— v$ = 1 delle due facce; cioè allontanandole dell’unità di lunghezza (mediante 
due forze N* uguali e contrarie agenti lungo l’asse dell’asta, se la trave non 
diventa labile in seguito al taglio; mediante movimenti rigidi, nel caso con- 


(3°) Quest’ultimo caso è in armonia col procedimento di Miller-Breslau (n. 379 db), nel quale 
l'abbassamento :* = gg si considera appunto come unitario, poichè si assume come unità di 
misura degli spostamenti 7. 
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trario). Per il teorema di Land, la deformata del corrente caricato è la linea 8. 
L’asta rimane rettilinea; per cui, se essa appartiene al corrente caricato, la linea S 
ha un tratto rettilineo, in armonia col fatto che il carico è indiretto (n. 375 c). 

Questo procedimento, applicabile anche nel caso di travi isostatiche, riesce 
tuttavia meno intuitivo di quelli esposti nel n. 375, specialmente se applicato 
alle aste di parete (8°). 

f) Lo spostamento relativo 7* — 7*#=1 (senza rotazione rela- 
tiva), necessario per generare la linea Ty (fig. 742 a), richiede che le 
due facce S, ed S; della sezione rimangano parallele tra di loro (se una 
di esse ruota, l’altra deve ruotare dello stesso angolo), e che i loro 
baricentri rimangano sopra una stessa normale all’asse della irave (se 


Fig. 742. Fig. 743. 


uno di essi si sposta parallelamente all’asse, l’altro deve spostarsi in 
uguale misura) (v. anche le note 40, 49 e il n. 382 A). 

Il valore assunto come unità per 7*— # è arbitrario. In realtà 
questo spostamento dev'essere piccolissimo, per non alterare sensibil- 
mente il sistema (n. 4). Tuttavia, qualunque sia il valore che per esso 
risulta, si può assumere come unità, ossia come scala delle forze, per 
misurare le ordinate n* del diagramma degli abbassamenti, cioè i valori 
di Ty (che è una forza). Praticamente però tale diagramma si disegna 
ingrandendo opportunamente le ordinate n*, e quindi anche l’unità 
è —- È. 

Analoghe considerazioni valgono per lo spostamento relativo v* — 
— vé = 1 (fig. 742 Db). 

g) La rotazione relativa o* — of = 1 (senza spostamento rela- 
tivo), necessaria per generare la linea Ms (fig. 742 c), richiede che i 


(**) Ad es., nel caso della fig. 710 è facile riconoscere che se si taglia l’asta u e si allonta- 
nano di 1 le due facce del taglio, le due parti della trave ruotano una rispetto all’altra intorno 
al polo m, dell’angolo 1/3: @ il corrente superiore si dispone secondo Ja bilatera An B,. 
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baricentri delle due facce S, ed $; rimangano coincidenti (se uno di 
essi si sposta, l’altro deve seguirlo). 

In realtà anche la rotazione of — gf dev'essere piccolissima, per 
non alterare sensibilmente il sistema (*°), e piccolissimi sono pure gli 
spostamenti verticali ,*. Se l’angolo fosse, ad es., 1/100 invece di 1, 
la (557,) diventerebbe 


1-n* = M-(1/100) = M/100 ; 


quindi le ordinate x* non darebbero i valori di 3, ma di M/100. Per 
ottenere MW bisognerebbe moltiplicare le -* per 100, ossia dividerle per 
l’angolo 1/100. In generale, bisogna dunque dividerle per l’ angolo 
pf — 0î, che può avere perciò un valore qualsinsi. 

In pratica conviene disegnare il diagramma degli spostamenti verti- 
cali n*, cioè la linea M,, adottando of — of = 1, ossia con le ordi- 
nate n# aventii valori dovuti, da leggere nella scala del disegno (come 
se il diagramma avente ordinate 7* piccolissime si guardasse attra- 
verso una lente cilindrica, che ingrandisce le ordinate e non le ascisse). 

Questo ingrandimento richiede però una speciale interpretazione 
dell'angolo unitario o* — of. Finchè le ordinate #* sono piccolissime, 
e così pure gli angoli o* e @# (fig. 743 b) dei quali ruotano le tan- 
genti #, e t, del diagramma n° (#). questi angoli si possono confondere 
con le loro tangenti, ossia coi rapporti mn/d ed no/d. Quando invece 
si disegna il diagramma ingrandendo n volte le ordinate n* (fig. 743 c), 
non diventano n volte maggiori gli angoli misurati in radianti, bensì 
le loro tangenti, perchè diventano n volte maggiori i segmenti mn ed no 
letti alla stessa distanza 4 dal vertice $,; ossia diventa » volte maggiore 
il segmento mo, e quindi anche l’angolo 0* — of purchè s’intenda come 
quoziente di un segmento verticale c = mo e della sua distanza orizzon- 
tale d dal vertice (4). Perciò l'angolo di, e #; è unitario se è tale che 
un segmento verticale generico wo sia uguale alla sua distanza d da S,. 


Giova osservare che l’angolo unitario così inteso (cioè tale che risulti c = ) 
non ha, se misurato in radianti o in gradi, un valore unico in ogni caso. 


(3°) Tuttavia è lecito determinare le forze fittizie M*, T7*. N* (n. 383 a) mediante la con- 
dizione g3* — gg* = 1, intendendo di far ciò al solo scopo di ingrandire virtualmente la distor- 
sione che successivamente si calcola, e di ottenere così gli y* coi valori dovuti. 

(‘°) Se la trave è orizzontale, il diagramma degli spostamenti verticali 7* è la stessa defor- 
mata dell’asse geometrico dovuta alla distorsione considerata (perchè, con grande approssima- 
zione (n. 192 b), ogni punto si sposta verticalmente). Quando invece la trave è curva, e ogni 
punto subisce uno spostamento é* generalmente obliquo, è facile riconoscere che gli angoli di 
cui ruotano le tangenti ?#, e #; del diagramma degli spostamenti verticali 7* sono uguali agli 
angoli 9,* e g3* di cui ruotano le tangenti alla vera deformata dell'asse geometrico (n. 419 a), 
purchè si trascuri la deformazione dovuta al taglio e allo sforzo normale. 

(1) Se si ingrandiscono n volte le ordinate 7* del diagramma degli spostamenti verticali, 
con n+c0, anche c = mo diventa n volte maggiore e tende a co, perchè t, e ta diventano 
verticali. Mentre invece l’angolo tyta misurato in radianti tende soltanto a 2. 
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Esso è sempre minore di un radiante (57°17’45”): è massimo quando le due 
tangenti t, e t7 risultano ugualmente inclinate rispetto all’orizzontale, e si ha 
2tg (0/2) = 1, da cui x = 5398’; mentre è minimo quando una di esse risulta 
orizzontale, e si ha x = 45° (n. 385 c). 

h) Nel caso delle travi rettilinee soggette a forze normali all’asse, 
non avendosi spostamenti in direzione dell’asse (salvo i casi analoghi 
a quello dell’esercizio 645), le tre condizioni (c,), 0 (cs) Si riducono a due 
sole, riguardanti of — of e 7*f — 1, mentre le forze fittizie si riducono 
% M* e PA 

i) Le (557,)... (557,), cioè Effetto = 1-m*, danno il valore dell’effetto 
come lavoro virtuale del carico P = 1 associato allo spostamento verticale 7*. 
Perciò l’effetto provocato da P = 1 è positivo se il lavoro 1-m* risulta posi- 
tivo, ossia se y* è verso il basso, Quindi anche per questa ragione (n. 370 d e 
nota 21) è logico rappresentare l’efietto con ordinate verso il basso quando è 
positivo. 


383. La pratica del procedimento. 


a) Il procedimento per costruire le linee M, T, N mediante il 
teorema di Land si svolge in due fasi distinte: 

1°) Determinazione dei tre parametri M*, T*, N* dei due sistemi 
di forze fittizie che applicati con sensi opposti alle due facce della 
sezione sono capaci di deformare i due tronchi della trave in modo da 
soddisfare alle tre condizioni (ci), 0 (cs), 0 (c:) richieste dal teorema 
di Land. Essi si possono ricavare dalle tre equazioni nelle quali si 
trasformano tali condizioni quando si esprimono gli spostamenti relativi 
delle due facce in funzione delle tre incognite M*, T*, N* (es. 638, 
639); oppure in altri modi (es. 640, 641) (°). 

2°) Calcolo e tracciamento del diagramma degli spostamenti verti- 
cali n* dei punti dell’asse dei due tronchi della trave, per effetto di 
tali parametri applicati alle due facce di S. A tal fine si può usare 
l'equazione della linea elastica (nn. 205, 419), o il teorema di Mohr 
(nn. 210, 419 c), o la teoria dell’ellisse di elasticità (n. 361 c), o i pesi 
elastici accennati nel n. 419 e). 

b) Se la trave è incastrata alle due estremità A e B, si può otte- 
nere più rapidamente la forza E* (risultante di M*, 7°*, N*, n. 382 bd) 
da applicare con sensi opposti alle due facce, purchè si conosca l’ellisse 
terminale di elasticità della trave pensata svincolata in A: 

Ricordiamo (n. 365 e) che tale ellisse è anche quella degli sposta- 
menti relativi delle due facce $, ed $, di una sezione qualsiasi. Perciò, 


(5) I parametri relativi alle diverse linee d’influenza sono legati tra di lore da alcune 
relazioni differenziali e di reciprocità; v. O. ZANABONI: Relazioni di dipendenza trai parametri 
dclle linee d’infiuenza dell’azione interna, «Il Politecnico », 1936, n. 5. 
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se sì vuole che il moto relativo di $, ed $S; sia una rotazione intorno 
al loro baricentro comune (linea M,), la R* deve agire secondo l’anti- 
polare di tale baricentro rispetto all’ellisse (fig. 744). Se invece si vuole 
che sia una traslazione nella direzione 7 (linea Ty), la E* deve agire 
secondo il diametro coniugato al dianietro nor- 
male a 7 (n. 351 c). Infine, se si vuole che sia 
una traslazione nella direzione y (linea Ng) 
la R* deve agire secondo il diametro coniugato 
al diametro normale a v. AÉ Vai 

Nota la retta d'azione della R*, se ne può me È 
determinare l'intensità uguagliando a 1 la ro- Fig. 744. 
tazione o la traslazione relativa delle facce S, 
ed Sg. Oppure si può assumere un valore qualsiasi per R*, non essendo 
necessario (n. 332 f, 7g) che la rotazione o la traslazione risultino unitarie. 

Ottenuta la R* (prima fase), si devono poi calcolare (seconda fase) 
i diagrammi degli spostamenti verticali dei due tronchi della trave. 

c) Da quanto si è detto, si comprende che l'applicazione pratica 
del teorema di Land può riuscire assai laboriosa. Perciò spesso si pre- 
ferisce impiegare altri metodi, sia pure meno generali, ma più spe- 
ditivi (nn. 372, 373, 375, 376, 379, 380, 384). 

Per contro, esso consente di presedere in modo intuitivo la forma 
che avrà la linea d’influenza che si cerca. 

Il teorema di Land si applica invece utilmente per la determina- 
zione sperimentale delle linee d’inflnenza mediante gli apparecchi di 
Beggs o di Magnel (n. 391 d e Cap. XXXI, B): tuttavia, anche per questo 
scopo, esistono altri procedimenti più semplici e meno costosi (n. 392). 


d) In certi casì si può usare il seguente artificio, che semplifica notevol- 

mente l'applicazione del teorema di Land: 
Si voglia, ad es., la linea Ty per una sezione S di una trave prismatica inca- 
strata agli estremi. Abbassiamo di 1 l’incastro A rispetto a B (fig. 745a), e 
valutiamo le conseguenti reazioni A* ed M mediante le 


ia 333), (332), per è, = — l: 
977, DA 
40 EI app SEI, 
; ; In tali condizioni il momento flettente all’ascissa x vale 
i È M*= M*+A4*5; quindi (233,) l'equazione della linea ela- 
L_--7 stica (fig. 745 a) risulta 
Fig. 745. «- 1-32) 9(2° 
n=1-3(7)+2(7). 


Per dedurre da questa deformata la linea 7g che si otterrebbe mediante il 
teorema di Land, tagliamola in S e spostiamo rigidamente di 1 verso l’alto la 
parte a sinistra di $S (fig. 745 b). In tal modo le due facce S, ed S; subiscono 


lo spostamento relativo 7f — 77 = 1, senza rotazione relativa, ceme è richiesto 
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dal teorema di Land; mentre d’altra parte le deformate dei due tronchi si 
possono considerare dovute alle sollecitazioni fittizie M* e 7* che il taglio 
praticato ha rese libere, e che si dovrebbero applicare con sensi opposti alle 
due facce per mantenere invariate le deformate stesse (5). 

Anche la linea Ms per una sezione $S si può ottenere mediante un artificio 
analogo (es. 644). Nello stesso modo si possono tracciare le linee Ts ed Msg nel 
.caso delle travi continue (es. 643) (44), oin quello delle travi solidali coi piedritti (45). 

e) Infine, per i principali tipi di travi ad arco si possono calcolare diret- 
tamente gli spostamenti verticali m* (nonchè quelli orizzontali È* relativi alle 
linee d’influenza per forze orizzontali) mediante formule molto semplici, che 
consentono di evitare le due fasi suddette (#9). 


Esercizio 688. — Tracciare le linee Msg e Tg per una sezione S generica di 
una trave prismatica incastrata agli estremi (fig. 746 a). 
Soluzione. a) Linea Mg. Tagliata la trave in $, calcoliamo da prima (n. 383 a) 


a) le forze fittizie M* e 7* (n. 382 È) occorrenti (*°) per defor- 
$ Le mare i due tronchi (fig. 746 b). Esse sono determinate dalle 
iii =: condizioni g*—9f#=1, #*—77=0, ossia 
— o M*r,  T*2 H*aj Tea |, 
MTA (-e-Cw-wr) 
Fig. 746. Ci )- 
2EJ ' 3EJ 2EJ 3EJ . 


Ricavati i valori di M* e T*, si determinano le linee elastiche dei due tronchi 
mediante le loro equazioni, e quindi si disegnano. 


b) Linea Tg. Le condizioni determinatrici di M* e T* sono @f— @j = 0, 


7*—<f = l; quindi nelle equazioni precedenti il secondo membro è 0 nella 


prima e 1 nella seconda. 


Esercizio 639. — Idem, quando £ è la sezione di mezzo della trave. 
Soluzione. a) Linea Mg. In questo caso le due coppie M* fanno abbas- 
sare ugualmente $, ed $;; quindi non occorrono le forze T* (4). La faccia S, 


(4) Si giunge allo stesso risultato osservando che la deformata della fig. 745 a) è 
(n. 382 d) la linea d’influenza della reazione 4, e che su questa si opera come si è fatto sulla 
linea A della fig. 693 b) per dedurne la linea Ts della fig. 695 b). 

Si potrebbe invece operare come nella fig. 727 b), riferendo, nel tratto AS, la linea 4 
all’orizzontale per A4;'. 

(44) V. la memoria di R. LAND (nota 31), e il terzo volume, $ 28, dell’opera di W. RITTER 
citata nel n. 368. 

(#5) O. BELLUZZI: Le linee d’influenza di Tg e di Ms nelle travi solidali coi piedritti, « Il 
Cemento >, 1923, n. 11. 

(4) Tali formule contengono le ordinate correnti dei sei poligoni funicolari che si costrui- 
scono per lo studio completo di un arco incastrato per via grafica (Cap. XIX, A). Si veda in 
proposito O. BELLUZZI: Il teorema di Land applicato alle deformate quotate (Linee d’influenza inte- 
grali), « Annali dei Lav. Pubbl. », 1927, fasc. 2°, formule (16), (17), (18), (19), (20), (21); (29), (30). 

(4) Se x, + xy, le sole coppie M* non possono produrre abbassamenti uguali di S, e 
di Sg; quindi occorrono anche le forze T* di valore opportuno. Analogamente, nel caso della 
linea Ts le sole forze T7* non possono produrre rotazioni uguali di S, e di Sq; quindi occorrono 
anche le coppie 11* di valore opportuno (es. 639). 


I CARICHI MOBILI 117 


deve ruotare di 9# = 1/2 e la S, di 07 = — 1/2; per cui M* è determinata da 
M*1/2 1 EJ 
emi ni i n 
EJ 3° da cui M rm» 


La deformata di ciascun tronco è una parabola (es. 184). L’equazione per 

il tronco sinistro risulta y* = x?/21. L’ordinata sotto S vale 1/8 = 0,1251; le 
ordinate per x = 0,1 - 0,2 - 0,3-0,41 valgono nf = 0,005 - 0,020 - 0,045 - 0,0801. 

b) Linea Tg. Le due forze T* fanno ruotare S,ed S; dello stesso angolo; 


quindi non occorrono le coppie M* (4°). La faccia S, deve alzarsi di 7* = 1/2 e 


la Sa di 7 = — 1/2; per cui T* è determinata da 
T*(1/2)3 1 ; EJ ; CORE: 
TC =3: da cui T* — 12 E: (Dimensioni FL-1) 


L’equazione della deformata per il tronco sinistro risulta y*= 2x8 13 — 3r212. 
Le ordinate per 2 = 0,1 - 0,2 - 0,3 -0,4-0,51 valgono — nf = 0,028 - 0,104 - 0,216 - 
0,352 - 0,500. 


Esercizio 640. — Tracciare la linea d’influenza del momento d’incastro 1}, 
per una trave prismatica incastrata agli estremi. 

Soluzione. Tagliata la trave nella sezione A (n. 382 d), ruotiamo la faccia Sy 
dell'angolo sinistrogiro of = 1 (fig. 741c). Esso equivale a un cedimento ango- 


lare x = — 1; quindi le sollecitazioni fittizie in A risultano (333), (332) 
ar SEI ag EE, 


Il momento corrente vale M* = M# + A4*r; quindi l’equazione della linea 
elastica, ossia della linea M,, risulta (come nell’esercizio 608) 


n*=—1 Fiat (+ (71 i 


Esercizio 641. — Tracciare la linea d’influenza del momento d’incastro M, 
per la trave prismatica della fig. 693 a). 
Soluzione. Tagliata la trave nella sezione B, ruotiamo questa dell’angolo 


destrogiro @# = 1 (cioè 45°, n. 382 g). Se l’estremo A fosse libero, subirebbe 
un innalzamento uguale a 2; la reazione A* capace d’impedirlo vale A4* = 
= — 3E7,1°. Il momento flettente all’ ascissa 2 è M* = — (3E7/12)x; quindi 


l'equazione della linea elastica, ossia della linea 2, 
risulta (come nell’es. 606) 


Esercizio 642. — Tracciare la linea d’influenza del Fig. 747. 
momento .M, sull'appoggio C della trave della fig. 747 a). 

Soluzione. Tagliata la trave sull'appoggio C, si devono far ruotare le facce 8, 
ed S; di angoli 9#= 1/2 e 07 = — 1/2. Le ordinate della linea elastica (fic. 747 b) 
in ciascuna campata risultano la metà di quelle trovate nell’esercizio 641. 
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Alla stessa conclusione si giunge osservando che due carichi P= 1 sim- 
metrici rispetto a 0 provocano lo stesso M, che un carico P = 1 provoca in B 
nella trave della fig. 693 a). Quindi uno solo dei due carichi provoca in C un 
momento metà. 


Esercizio 643. — Tracciare la linea Ts per una sezione S della seconda cam- 
pata di una trave continua (fig. 748 a), usando l’artificio del n. 383 d). 

Soluzione. Abbassiamo di 1 gli appoggi A e C, rispetto a C, e B (fig. 748 b). 
I momenti M$ ed M$# generati su C, e C; si determinano scrivendo la (342,) per 


Fig. 748. 


le terne di appoggi 4C,C, e C;C:5, 
sono di uguale lunghezza 7, si ha 


4M*1+ MX1= 6EJ/, 


da cui 


Noti M} ed M*, si ricava il taglio T*, T#, T# all’inizio delle tre campate, 
e si serivono le espressioni del momento corrente M* per ciascuna campata 
(n. 247 a,b). Quindi si calcolano le equazioni della linea elastica, che per la 
prima e la seconda campata risultano 
x\3 2 (£ 2_ 2/2 
- *-1]1—-----|, 57] »* 
(È) > ciel i 


Tracciata la linea elastica, si ottiene la linea Ty tagliandola in S e alzando 
di 1 la parte a sinistra (fig. 748c), qualunque sia S. 


Esercizio 644. — Tracciare la linea Ms per una sezione $S di una trave pri- 
smatica incastrata, usando l’artificio accennato nel n. 383 d). 

Soluzione. Facciamo ruotare gli incastri A e B di angoli a=—x;le 8= 
= — ry/l (fig. 749 a) (negativi, per la convenzione sui segni dei cedimenti ango- 
lari), e valutiamo le conseguenti reazioni in A (333), (332): 


6EI., 25J 
A*= (is), M=-G 


(as — x). 


Il momento flettente all’ascissa x misurata da A è M* = Mî + A4*x; quindi 
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l’ quazione della linea elastica (fig. 749 a) risulta 


s__ 2% —%, a %_-% a, 
gf = a x 


{a) ì 12 4 13 1 


Co 


Per dedurre da questa la linea Ms, tagliamola in S e facciamo ruotare in 
basso i due tronchi intorno ad A e a 2, di angoli a=x;/l1 e @=%,/l 
(fig. 749 b). In tal modo si aggiungono ai due tronchi della (a) le ordinate (2,/1)x 
© (x, l)(1— x), e le equazioni rispettive risultano 


x\?2 x\3 
* b 
n= x/-2) (7 


lea) (7) , n=nt+2,—. 


Esercizio 645. - Tracciare la linea d’influenza dello sforzo normale N in una 
sezione S della trave CD ad asse verticale (fig. 750 a), fissata rigidamente in O 
e in D. e percorsa da un carico verticale unitario. 

Soluzione. Tagliata la trave in S. applichiamo alle 
facce S, ed S; (fig. 750 b) le forze N* capaci di allon- 
tanare di y*f — yf = 1 le due facce. La N* è determi. 
nata dall’equazione 

N*e  N*d EA 


ei ra ba cui Ve — —, 
EA EA La da cui N 7 


L’innalzamento di S, e l'abbassamento di $; risultano 


N*d d ig. 7 
, ii at, Fig. 750. 

EA 1 
Gli spostamenti verticali 7* degli altri punti dell’asse sone proporzionali alle 
loro distanze da C o da D. Il diagramma n* è rappresentato nella fig. 750 c,) 
mediante ordinate orizzontali. 


384. Il caso delle travi isostatiche. 


a) Se la trave che si studia è isostatica, i due tronchi che si 
ottengono tagliandola nella sezione $S risultano labili, e possiedono tre 
libertà di movimento relativo (perchè il taglio sopprime tre vincoli 
mutui fra le due parti). Perciò non è possibile applicare alle facce $, 
ed $S; dei due tronchi le forze R* uguali e contrarie, essendo incompa- 
tibili con l’equilibrio dei tronchi stessi. 

Ad es., nel caso di una trave su due appoggi (fig. 751 a), il tronco A$, am- 
mette in $,, compatibilmente con l’equilibrio, soltanto una forza K* verticale 
e passante per A (fig. 751 b); mentre il tronco SB ammette 
5 a in Sz soltanto una forza R* passante per B. Queste forze 
È S, Sk Pra non possono essere uguali e contrarie, come richiede il teo- 

tema di Land, perchè hanno rette d’azione diverse: quindi 


Fig. 751. i due sistemi R* uguali e contrari devono essere nulli. 
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db) Non potendosi applicare le forze R* e — È* (o i loro parametri 
M*, T*, N*), i due tronchi non si deformano elasticamente. Tuttavia, 
approfittando delle tre libertà del loro moto relativo rigido, ossia me- 
diante una così detta distorsione degenere, è possibile alterare il sistema 
in modo da soddisfare alle tre condizioni imposte dal teorema di Land 
al moto relativo delle facce S, ed S; (es. da 646 a 650). In queste con- 
dizioni il teorema è ancora valido, come vedremo in c). 

c) Consideriamo una trave isostatica, soggetta al carico P =1 
in un punto C (fig. 752 a e Tagliata la trave in due tronchi secondo 
una sezione $, essi rimangono in equilibrio 
purchè alle due facce S, ed S; applichiamo 
le sollecitazioni M, 7, N provocate dal ca- 
rico (fig. 752 b). Approfittando delle libertà 
di movimento dei due tronchi, alteriamo il 
sistema, senza deformarlo elasticamente, in 
modo che $S, ed S, subiscano gli spostamenti 
relativi (piccolissimi, come è richiesto dal 
principio dei lavori virtuali) c#—of, «*— n, 
vé—vî (i sensi positivi di @, 7, y sono indi- 
cati nella fig. 752 b); e indichiamo con x* 
lo spostamento verticale che subisce il punto 
C. Applicando il principio dei lavori virtuali per le forze equilibrate 
P=1, MT, N —-M —T, —N e per gli spostamenti virtuali *, 
dÈ. «i, vi, of, «$, vÈ (il lavoro virtuale interno è nullo perchè la de- 
formazione virtuale è rigida, n. 316 a), si ottiene 


1-* + Mof+T7i+Nvî-Mo*—T-#—Ny#=0; 


1-n*=M*—02) + T*- + Nvt-vi). 


Vale dunque ancora la (557); quindi, se gli 
spostamenti relativi di S, ed S; soddisfano alle 
condizioni (c,), 0 (c»), 0 (c3), vale la (557,), o 
la (557.), o la (557), che sono l’espressione del 
teorema di Land. 

d) In modo analogo, si ottengono anche 
le linee d’influenza delle reazioni dei diversi 
vincoli semplici, ragionando come nell’ eser- 
cizio 3: Soppresso il vincolo A che si considera 
(fig. 753 b), deformiamo il sistema (mediante spostamenti rigidi), e in- 
dichiamo con g# lo spostamento che il punto svincolato subisce nella 
direzione della reazione È, cercata e in senso opposto a essa; e con * 


Fig. 753. 
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lo spostamento verticale che subisce un punto € generico (fig. 753 c). 
Applicando il principio dei lavori virtuali per le forze P=1 ed &., e 
per gli spostamenti virtuali n* e pg, si ottiene 

Y* 


(558) 1-x*— R.g*=0,  dacu R,=1° 


Pe 
0) 
h 


* 
‘a 


Quindi il diagramma degli spostamenti verticali *, letti con l’unità 
di misura g#, è la linea R,. Essendo gli n* proporzionali alle distanze 
orizzontali dei punti C dal centro B di rotazione, il diagramma x* si 
ottiene determinando la componente verticale nf = A4,4/ dello sposta- 
mento vero è del punto A e congiungendo A; con B, (fig. 753 c). 

e) Per tracciare la linea d'influenza di una reazione si può pertanto 
usare il seguente procedimento cinematico generale (*5), che applichiamo alla strut- 
tura della fig. 62 a) o 754 a). 0, x. 

Si voglia la linea d’in- #1 
fluenza della componente oriz- 
zontale H della reazione di B. 
Soppresso il vincolo che im- 
pedisce a B di spostarsi oriz- 
zontalmente, e resa così labile 
la strutiura, imprimiamo al 
punto B uno spostamento oriz- 
zontale piccolissimo Z* = Ob. 
Il corpo BE ruota intorno al 
centro istantaneo 0, (n. 65 a); 
quindi il punto £ si sposta 
normalmente a 0,E e propor- 
zionalmente alla distanza 0,4. 
Per cui lo spostamento d* = 0e 
si ottiene (fig. 754 b) mar- 
dando dal punto 0 la normale a OE e da b la normale a BE (triangolo Ohe simile 
a O,BE). Il corpo DCE ruota intorno al centro istantaneo 0,: quindi D si sposta 
normalmente a 0,D e proporzionalmente alla distanza 0,D. Lo spostamento 
$*=0d si ottiene perciò mandando da O la normale a 0,D e da e la normale a DE. 

Noti gli spostamenti Od e e, e quindi le loro componenti verticali nf ed n* 
che si riportano sulle verticali per D e per £ (fig. 754c), si completa il dia- 
gramma degli spostamenti verticali n*, che risulta formato da un tratto ret- 
tilineo per ogni corpo del sistema (perchè i vari corpi si muovono rigidamente). 
Le ordinate del diagramma devono annullarsi sotto i centri istantanei di rotazione 
A, 0,, 0, (0 B), perchè se il carico passa per tali centri, il suo spostamento n* 
è nullo (quindi, per controllo, il punto di passaggio C, dev'essere sotto C od 
0,). Per la (558), lo spostamento 2} = Ob è l’unità di misura delle ordinate N 
cioè la scala delle forze. 


Fis. 754. 


(4) Per altri esempi si vedano il primo volume, pagg. 363-398. e il secondo volume, parte 
prima, pagg. 326-410, dell’opera più volte citata (n. 70), di G. COLONNETTI. 
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Esercizio 646. — Verificare la validità del teorema di Land nel caso della 
trave appoggiata. 

Soluzione. Tagliata la trave in $S, i due tronchi AS, e BS; possono ruotare 
intorno ad A e a B di angoli x e 6 qualsiansi. Scegliendo opportunamente questi 
angoli, è possibile disporre i due tronchi in modo da soddisfare alle condizioni 
richieste dal teorema di Land per lo spostamento relativo delle facce S, ed S,. 

Così se disponiamo i tronchi AS, e BS; secondo i tratti A4,S, e BS; della 
linea Ts (fig. 698 b), i baricentri di S, e di S; subiscono appunto lo sposta- 
mento verticale relativo 7* — 7$ = 1 (#°); mentre la rotazione relativa of — g$ 
delle due facce è nulla, perchè queste rimangono parallele. 

Se invece li disponiamo secondo i tratti 4,S/e B,Sy della linea Mg (fig. 699 b), 
i baricentri di S, e di S; coincidono (4°), e quindi si ha 7*— 7$ = 0; mentre 


“8 


la rotazione relativa of — 0# delle Aue facce o dei due tronchi risulta umiteria, 
perchè l’angolo A,S{ A; è appunto unitario (il segmento ce = AA; = xs è uguale 
alla sua distanza orizzontale d = xg dal vertice Sy, n. 382 g). 


Esercizio 647. — Tracciare le linee Tg ed Ms per una sezione S della trave 
della fig. 755 a). 

Soluzione. Tagliata la trave in S, si fanno ruotare i due tronchi intorno ad 4 
e a B come si fa per una trave senza sbalzi (figg. 698 b, 699 b); quindi si 
completa la deformata dell’asse anche negli sbalzi (fig. 755 b, c). 


Esercizio 648. — Tracciare la linea H (fig. 756 a) mediante il principio dei 
lavori virtuali. 

Soluzione. Reso scorrevole l'appoggio B, spostiamolo orizzontalmente di 
t=0b= 1, e determiniamo lo spostamento 0e (fig. 756 b) della cerniera C 
(n. 384 e). La componente verticale nf di Oc, portata sulla verticale di 0, con- 
sente di tracciare la linea H (fig. 756 c), che va letta con É# come unità di forza. 

Dai triangoli simili Obe e 0,BC si deduce la stessa relazione nY/t# = 1/4j 
trovata nell’esercizio 400 a) e nel n. 376 a). 


(‘*) Tali baricentri si spostano lungo la verticale, perchè i loro spostamenti orizzontali sono 
infinitesimi di secondo ordine, se gli spostamenti verticali 73* e 77* sono del prime «r n. 
La linea d’infiuenza che si traccia è soltanto un ingrandimento delle ordinate della defurinuta 
piccolissima (n. 382 g). 
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885. La trave Gerber. 


Le linee My e 7, per una sezione qualsiasi di una trave Gerber si 
ottengono nel modo più semplice mediante il teorema di Land, che si 
è riconosciuto valido (n. 384 e) anche nel caso delle travi isostatiche. 

Consideriamo la trave della fig. 757 a), e tracciamo le linee Ty ed Mg 
per le sezioni appartenenti ai diversi tratti. 

a) Anzitutto è opportuno prevedere in modo intuitivo quale sarà 
l’estensione delle linee d'influenza 
per le diverse sezioni. 

Una sezione $S, del tratto AC, 
è affaticata soltanto dai carichi 
agenti fra A ed E; mentre i ca- 
richi agenti fra E e B la lasciano 
inerte, perchè generano reazioni 
soltanto in C, e in B. Quindi le 
linee Ts, ed Ms, sono estese da 
Aa E. 

Una sezione $, del tratto 0, D 
è affaticata soltanto dai carichi 
agenti fra S, ed £. Quindi le 
linee Ts, ed Ms, sono estese da 
S, a E. 

Una sezione $S, appartenente 
alla trave appoggiata DE è affa- 
ticata soltanto dai carichi agenti 
sulla trave stessa. Quindi le linee 
Ts, ed Ms, sono estese da D a E. 

b) Sezione S,. Tagliata la Fig. 
trave in $, disponiamo i due 
tronchi AS, e C,$; in modo (fig. 757 b, c) che le facce S, ed $S, subi- 
scano lo spostamento relativo richiesto per ottenere la linea Ts, 0 la 
linea Ms, (es. 646, figg. 698 b, 699 b). Il tratto C,D si dispone secondo 
il prolungamento C;iD' di $/C/, e il tratto DE si dispone secondo D'E”. 
Ii tratto EB, non labile, non si sposta. 

Le ordinate della linea 7, si leggono nella scala delle forze (A,4/ = 
= 1 kgo 1 t, fig. 698 b); le ordinate della linea Ms, si leggono come 
lunghezze nella scala del disegno (n. 373 c). 

c) Sezione Ss. Tagliata la trave in $,, il tratto AS, non è labile, 
e quindi non si sposta. Perciò bisogna muovere la parte labile S;DE 
in modo che la faccia S; subisca essa sola uno spostamento verticale 
unitario senza rotazione (linea Ts, fig. 757 d), o una rotazione uni- 


mme 


taria senza spostamento (linea Mg, fig. 757 e). La rotazione unitaria 
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corrisponde in questo caso a un angolo di 45° (n. 382 g), perchè 
un lato rimane orizzontale (il segmento verticale D'D' è uguale alla 
distanza orizzontale S:;D'’ dal vertice $}). 

d) Sezione S,. Le linee Ts, ed Ms, sono quelle della trave ap- 
poggiata DE (fig. 757 Î, 2). 


Esercizio 649. — Tracciare le linee Ts ed Mg per la sezione S della trave 
Gerber della fig. 758 a). 

Soluzione. Tagliata la trave in $S, eseguiamo le operazioni delle figg. 698 Db), 
699 b), come se si trattasse della sola trave appoggiata C,0,. Quindi comple- 
tiamo le deformate della trave (fig. 758 b, c). 


Esercizio 650. — Disegnare la linea d’influenza della reazione di un appoggio 
della trave della fis. 759 a). 
Soluzione. Consideriamo da prima l'appoggio B. Abbassato l'appoggio di 


Fig. 758. Fig. 759. 


nt = 1, l’asse si deforma come nella fig. 759 b). Quindi la linea B è estesa al- 
l’intera trave; ossia un carico provoca una reazione in B dovunque esso agisca. 

Se invece consideriamo l’appoggio D, abbassandolo di n* =1 si ha la 
deformata della fig. 759c) (la parte Ac non è labile). Quindi la reazione D è 
dovuta soltanto ai carichi agenti a destra della cerniera c. 


886. I casi intermedi. 


a) Quando la trave è iperstatica, ma ha soltanto è vincoli sovrab- 
bondanti, con è < 3, i due tronchi AS, e BS; risultano uno labile e 
uno non labile, oppure entrambi labili; e possiedono 3 — i libertà di 
movimento relativo (3 sono i vincoli soppressi dal taglio). In entrambi 
i casi le tre forze fittizie M*, 7*, N* (o la loro risultante R*) non 
sono arbitrarie, ma devono essere compatibili con l’equilibrio del tronco 
labile, oppure di entrambi i tronchi; ossia devono soddisfare a 3 — i 
condizioni di equilibrio. Quindi i parametri arbitrari sono soltanto è. 
Perciò, a differenza dal caso in cui la trave data era isostatica (n. 384 a), 
riesce possibile applicare ai due tronchi una forza R* e — R*, compa- 
tibile però con l’equilibrio dei due tronchi (es. 601). 
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b) In questo caso si riesce a soddisfare alle tre condizioni richieste 
dal teorema di Land per il moto relativo delle facce S, ed S;, scegliendo 
in modo opportuno gli î parametri delle forze fittizie che si impiegano 
ei3—i parametri del moto rigido relativo possibile dei due tronchi 
(in tutto, ancora 3 parametri arbitrari); ossia approfittando della loro 
deformazione elastica e del loro moto relativo rigido. 

Ad es., nel caso di un arco a due cerniere, avente un solo vincolo sovrab- 
bondante, dopo eseguito il taglio in $S (fig. 760) diventano possibili le rotazioni 
del tronco AS, intorno ad A e del tronco BS; intorno a B, di angoli x e 8 arbi- 
trari. D'altra parte, l’unica forza R* e — R* che si può 
applicare alle due facce S, ed S;j, compatibilmente con s 
l'equilibrio dei due tronchi, è quella agente secondo la con- È 
giungente AB. Dando opportuni valori a R* e ad « e 8, 
è possibile deformare il sistema in modo da soddisfare alle 
tre condizioni imposte dal teorema di Land. Così se si vuole Fig. 760. 
la linea Mg, si considerano da prima i due tronchi inca- 
strati in A e in B, e si determinano le loro deformate (n. 361 c) dovute alle forze 
R* e — R* (il valore di R* può essere qualsiasi, poichè non è necessario che 
risulti gf — of = 1, n. 382 g). Poi si lasciano ruotare i tronchi già deformati, di 
angoli x e 8 tali che i baricentri di S, e di S; tornino a coincidere. 

ce) Dopo quanto si è detto nei nn. 382 c), 384 bd), 385 db, c), 386 db), 
si può dunque concludere che le linee d'influenza delle sollecitazioni MU, 
T, N (ed M,) in una sezione, 0 dei parametri della reazione di un vincolo, 
risultano curvilinee se la trave è iperstatica e rettilinee se è isostatica. 


e 
Sd 


A 


A 


Esercizio 651. — Studiare le linee Tg ed Msg per una sezione S della trave 
della fig. 761 a). 

Soluzione. Il tronco AS, è labile, e ammette soltanto una forza R* (fig. 761 b) 
verticale passante per A (n. 384 a). Il tronco BS; non è labile, per cui ammette 
qualsia.! forza e quindi anche la forza — R*. 

La deformazione del sistema risulta dalla flessione dei 


et due tronchi (5°) per effetto delle forze E* e —.R*, e dalla 


A a di ù 

R° S. Si i rotazione del tronco 4$, di un angolo x arbitrario intorno 
A —_ 7 ad A. Incastrato provvisoriamente il tronco A$8, in A, si 

le ì i deformano i due tronchi mediante R* e — R*. Poi si lascia 


c) ruotare il tronco AS; intorno ad A fino a rendere paral- 


; lele le sezioni S, ed S; (linea Tg), o fino a far coincidere i 
“sg loro baricentri (linea Msg) (fig. 761, d) (53). 

Evidentemente questo metodo è molto più laborioso 
Fig. 761. di quello esposto nel n. 379. 


(5°) Anche il tronco 4S; si deforma elasticamente, pur essendo labile. Infatti, in ogni sezione 
distante 7 da A si ha M*= — R*r. Tale tronco e il braccio che trasmette la R* a Sy costitui- 
scono una specie di molla a U, che è soggetta alla forza * e alla reazione — R* del vincolo A. 
e che certamente si deforma. 

(5) La forza R* può anche avere un valore qualsiasi, non essendo necessario che lo sposta - 
mento relativo di S, ed Sg; risulti unitario (n. 332 j, g). 
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387. Linee d’influenza dei momenti di nocciolo. 

a) Quando in una trave il momento flettente I è accompagnato 
dallo sforzo normale N, i valori estremi c' e 0’ delle tensioni ai lembi 
di una sezione si possono calcolare mediante le formule binomie (374), 
oppure mediante le formule monomie (380) contenenti i momenti di 
nocciolo M,, 0 M,: 


i_N _ | My u_ N My”. c'- Man o Ma 
AT gg * TRE ee ZA Ce 


Il vantaggio delle formule monomie diventa considerevole quando 
sì studia la trave mediante le linee d’influenza: Infatti, nelle linee N 
ed .U le zone d’influenza positiva o negativa in generale non si corri- 
spondono. Perciò la disposizione dei carichi che rende massimo N non 
rende contemporaneamente massimo .J/, e viceversa. Quindi, di solito, o‘ 
(o 6°) diventa massima per una disposizione dei carichi intermedia, 
ehe rende massima la somma dei due termini della formula binomia, 
senza che siano massimi i singoli termini. E tale disposizione si deve 
determinare per tentativi. 

Invece le formule monomie fanno dipendere la tensione o’ (0 c') 
dalla sola sollecitazione M,, (0 M,), e quindi dalla sola linea I, (0 M,). 
Per cui o’ (0 co’) diventa massima per quella disposizione dei carichi 
che rende massimo M,, (0 M,). Quindi nel caso di un carico uniforme- 
mente ripartito, questo si disporrà in corrispondenza delle zone di ordi- 
nata positiva o negativa delle linee M,, o M,. 

b) Le linee M,, ed MW, per una sezione $ si determinano in modo 
del tutto analogo alla linea del momento flettente M: 

Se la linea si traccia interpretando geometricamente l’espressione 

della sollecitazione scritta per una posizione generica del carico P = 1, 

basta calcolare le espressioni dei momenti ri- 

speso ai punti di nocciolo m o » della sezione 

\} $S, anzichè rispetto al suo baricentro (es. 652). 

Se invece si ricorre al teorema di Land, il 

moto relativo delle due facce $, ed $S,; deve 

risultare una rotazione relativa intorno al 

punto di nocciolo m (o n), anzichè intorno al 

Fig. 762. baricentro G (fig. 762); ossia S, ed S; devono 

muoversi in modo che i due punti m (0 n) 

appartenenti alle due facce rimangano coincidenti (se uno di essi si 
sposta, l’altro deve seguirlo (5°). 


nn 
1 (#1! 


(53) G. ALBENGA : Sulle linee d’infiuenza delie tensioni interne negli urchi, « R. Acc. d. 
Scienze». Torino, 1V16. 
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Esercizio 652. — Tracciare le linee M,, ed M, per una sezione generica S di 
un arco a tre cerniere (fig. 763 a). 
Soluzione. Si ottengono nello stesso modo della 
linea Ms (n. 376 5), sostituendo ,, € Ym; 0 ©, € Yz 
a rs e y; (fig. 763 b). Anche la verifica del punto n 
di passaggio è la stessa. 


388. Linee d’influenza per forze orizzontali. 


a) Talvolta si considera l’azione di forze 
orizzontali P, mobili lungo una trave; e si pos- 
sono costruire le linee d'influenza dei vari 
effetti prodotti da P,=1 agente secondo le varie orizzontali. 

Queste linee si riferiscono di solito a una retta verticale, portando 
(e leggendo) sulle orizzontali d’azione della forza le ordinate é che misu- 
rano l’effetto di P,.=1; e l'equazione della linea è del tipo É= fi(y). 

Se y= y(x) è l'equazione dell’asse geometrico della trave, si ha 


(559) h@)=fM]}=f(0); 


quindi queste linee si possono anche riferire a una retta orizzontale, 
rappresentando i valori dell’effetto mediante ordinate £= f.(e) sulle 
verticali dei punti d’applicazione di P, (58). 

b) Anche queste linee si possono ottenere con diversi metodi, sia par- 
ticolari che generali, come quelle relative a carichi verticali. 

Le linee d’infiuenza dello spostamento del baricentro di una sezione S, valu- 
tato secondo una direzione %, o della rotazione di $, si ottengono, per il teorema 
di Maxwell, costruendo invece (n. 378) i diagrammi degli spostamenti orizzon- 
tali provocati da una forza P=1 applicata in S secondo la direzione %, o da 
una coppia M= 1 applicata in $. 

Per le linee d’influenza delle sollecitazioni M, 7, N in una sezione 9 vale 
ancora il teorema di Land; ma l’effetto è dato dalla componente £* orizzontale 
degli spostamenti $* dei punti dell'asse nelle stesse deformate provocate dalle 
forze fittizie M*, T*, N*. Infatti, ripetendo la dimostrazione (n. 381 a), si 
ottiene nei tre casi 


(557) L-&= M1, 1&=T1, 18&=N.1. 


Quindi tali linee coincidono coi diagrammi degli spostamenti orizzontali, anzichè 
verticali. 

c) Le equazioni £= f,(y) o £= f.(x) si possono anche dedurre dall’equa- 
zione n= f(x) della linea relativa a carichi verticali (n. 390 d, es. 657). 


(5°) Se la trave è isostatica e se l’effetto è una sollecitazione o una reazione, le linee È = f,(y) 
sono formate da tratti rettilinei, per le stesse ragioni dette per le linee n=i(x) relative a 
P=1 verticale (n. 386 c). 

Invece le linee É = f3(x) risultano generalmente curvilinee, come appare dalla (559), salvo 
{1 caso in cui la trave isostatica sia ad asse rettilineo. 
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389. Linee d’ influenza integrali. 


a) Tagliata la trave in S, deformiamo i due tronchi in modo da soddisfare 
alle condizioni imposte dal teorema di Land. Ma invece del diagramma degli spo- 
stamenti verticali y* (od orizzontali E*, n. 388 d), disegnamo la deformata tenendo 
conto dello spostamento 3*, in grandezza e direzione, che subisce ogni punto 
dell’asse geometrico. Ossia segnamo di ogni punto la posizione C primitiva 
(fig. 764 a) e quella C che esso occupa dopo la deformazione (deformata quotata). 

Se in un punto C della trave agisce una forza P = 1 avente una direzione 
qualsiasi, ripetendo la dimostrazione del teorema di Land (n. 381 a) si ottiene 


1-%*= M-1, oppure 1-%*= T-1, oppure 1.W&=N-.1, 


essendo Z* la componente dello spostamento $* di C valutata nella direzione ld 
della forza. Per cui la componente %* di 3* dà il valore dell’effetto, per qualunque 
direzione % della forza. 

Le deformate quotate sono dunque delle linee d’in- 
fluenza di portata più generale (linee d'influenza inte- 
grali), che rappresentano la variazione dell’effetto non 
solo al variare della posizione della forza, ma anche 
al variare della sua direzione (5). La componente 
{*= CC, si ottiene rapidamente come corda della 


5) circonferenza che ha per diametro $* (fig. 764 b). 
ao In particolare, una forza agente in un punto 0 
produce il massimo effetto quando la sua direzione è 
Fig. 764. quella dello spostamento $* del punto C, e tale mas- 


simo è misurato da 3*; produce invece effetto nullo 
quando agisce nella direzione normale a 3*. Quindi per ogni punto C dell’asse 
è anche posta in evidenza la direzione che deve avere la forza per produrre il 
massimo effetto. 

b) Se la trave è iperstatica, le linee d’influenza integrali si ottengono cal- 
colando le componenti n* verticale e &* orizzontale dello spostamento 3* per 
un numero sufficiente di punti dell’asse. Per i principali tipi di travi ad arco 
tali componenti sono date da formule molto semplici (nota 46). 

Se la trave è isostatica, bastano alcune considerazioni cinematiche elemen- 
tari (5) (es. 653). 


Esercizio 653. — Tracciare la linea d’influenza integrale della reazione oriz- 
zontale H, per l’arco a tre cerniere della fig. 765 a). 

Soluzione. Bastano alcune considerazioni cinematiche: Considerata H, posi- 
tiva quando è rivolta in dentro, spostiamo la cerniera A in A (fig. 765 a), e assu- 
miamo AA come unità (scala delle forze). Il semiarco AC, pensato svincolato da CB, 


(5) O. BELLUZZI: Il teorema di Land applicato alle deformate quotate (Linee d’influenza inte- 
grali), « Annali d. Lav. Pubbl. », 1927, fasc. 2°; Le linee d’influenza integrali per il portale inca- 
strato, «idem », 1927, fasc. 3°. 

Le linee d’influenza integrali, nonchè quelle relative a coppie mobili (n. 390), si possono 
tracciare anche per strutture diverse dalle travi. Si veda, ad es., O. BELLUZZI: Le cupole resi- 
stenti alla flessione ca:colate mediante linee d’infiuenza, «Aunali d. Lav. 1 ubbl.», 1930, fasc. 9° e 10* 
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va in AC”. Quindi facciamo ruotare i due semiarchi BC e 40° intorno a B e 
ad A, fino a ristabilire il loro collegamento in C. Un punto D del semiarco BO 
va in D, spostandosi normalmente a BD e proporzionalmente alla distanza BD 
(DD :C0= BD: BC). Un punto E del semiarco 4C nel primo tempo va in F”, 
quindi va in E; per cui il suo spostamento è EF. La deformata quotata dell'arco 
è AECDB, ed è anche la linea d’influenza integrale di H,. 

Quando un carico P agisce in un punto £ e secondo una direzione generica 
(fig. 765 b), lo spostamento di E nella direzione di P è la proiezione E£, di EP 


su P. Quindi si ha H, = P- EE, (H, è positiva o in dentro, perchè nel caso 
della figura EE, ha lo stesso senso di P). Se P agisce nella direzione di EE, 
H, è massima; se agisce nella direzione normale, H, è nulla. 


390. Linee d’influenza per coppie mobili, 


a) Consideriamo ora una trave soggetta a una coppia M = 1 mobile, cioè 
agente in un punto € variabile (fig. 766 a), e determiniamo le linee d’influenza 
dei vari effetti che essa produce. 

Queste linee si possono ottenere, ad es., calcolando l’espressione dell’effetto 
prodotto quando M = 1 agisce in un punto generico, e interpretando geometri- 
camente l’espressione trovata, come si è fatto più volte per le linee d’influenza 
ordinarie (es. 604, 605, 606, 608, e n. 373). Ma si possono anche dedurre da 
queste ultime, in virtù della seguente proprietà. 

b) Pensiamo che la coppia agente in C sia costituita da due forze verticali 
di senso opposto (fig. 766 b), con braccio Ax piccolissimo, di intensità 1/Ar 
(M = 1/Ax- Ar = 1), agenti in due punti C e 0° vicinissimi (55). Se è nota 
la linea d’influenza dell’effetto per carichi verticali (fig. 766c), e se n= (x) 
è la sua equazione, per la (551) l’effetto della coppia risulta 


1 de i(2 + Ax)— j(x) 


1 
Effetto = Aa 7g '% le . 


(55) A rigore, questo sistema non è equivalente alla coppia M = 1, perchè agisce in due 
punti distinti C e C”. Tuttavia la proprietà qui dimostrata è valida, purchè si trascurino le 
deformazioni dovute al taglio e allo sforzo normale (cfr. O. ZANABONI: Su di alcune relazioni 
riguardanti le linee d’influenza, «Il Cemento armato », 1934; n. 8). 

Nel caso delle travi rettilinee la proprietà stessa è immediata. essendo (nn. 378 o 381) 
l’effetto dovuto a P misurato da 7* e quello dovuto a M da g*; mentre d'altra parte si ha 
e*= tg g* = dy*/dr. 
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Facendo tendere Ax è zero, ossia C’ a C, si ottiene 


ia +Ax)—{() _ df) 
Ax dx 


(560) Effetto = lim,,_.0 f(x). 
Perciò la linea d'influenza di un effetto qualsiasi relativa a una coppia M = 1 
è la derivata rispetto a x di quella relativa a un carico P = 1 verticale. 

c) La linea d’influenza dello spostamento %g di una sezione $ secondo una 
direzione 7, provocato da M = 1 mobile, si ottiene anche (Maxwell, n. 378) 
costruendo invece il diagramma delle rotazioni © delle varie sezioni della trave 
provocate da P = 1 applicato in $ e nella direzione È. 

Le linee d’influenza delle sollecitazioni M, T, N in una sezione $S si possono 
anche ottenere mediante il teorema di Land, poichè nel nostro caso le (55371) ... 
(5573) diventano 


l-g@* = M-1. oppure l:9*=T-1, oppure 1l-9*=N-1, 


essendo * la rotazione fittizia del punto d’applicazione della coppia M = 1 
nella distorsione richiesta dal teorema di Land. Quindi le linee cercate coinci- 
dono coi diagrammi delle rotazioni @*. 

Da quanto si è detto, ed essendo (nota 40) o* = —tgo*= dy*/dr, si 
deduce una dimostrazione diretta della proprietà stabilita in b). 

d) Se & = f,(y) è l'equazione della linea d’influenza di un effetto relativa 

a una forza P,= 1 orizzontale (n. 388 a), l’effetto prodotto da M = 1 risulta 
(n. 390 b) 


d 
(560,) Effetto = DE = fi{(y). 


Confrontando questa con la (560), e tenendo conto della (559), si ha 


dj(2) ci di(4) _ di.(e) de 


da dy de  dy° 
Quindi si ottiene 


d 
(561) f1(Y) = f(2) - ff a = de +0; 


relazione che consente di dedurre le linee d’infiuenza per forze orizzontali da 
quelle per forze verticali (5). 


Esercizio 654. — Tracciare le linee Ts ed My per una sezione S di una trave 
appoggiata (fig. 767 a), relative a una coppia M = 1 mobile. 

Soluzione. Dovunque agisca M = 1, si ha A=— M/1=—-]1/l. 

Quindi nella sezione S è sempre Tg = A=—1/l (fig. 767 b). 


($*) Maggiori particolari sugli argomenti dei nn. 388 e 390 si trovano nel volume di E. DeL 
Praxno: Contributo alla teoria statica dei sistemi piani, Milano, Hoepli, 1926. Si veda anche il 
volume di F. MULS: Les propriélés analytiques des lignes d’influence, Liegi, ediz. La Technique 
des Travaux, 1937, che contiene inoltre la relativa bibliografia. 
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Quando M = 1 è a destra di S$S, si ha Mg= A4x,=— lzy/l (fig. 767c). 
Quando M = 1 è a sinistra di $S, si ha Mgs= 4xr,+1= 1lz;/l. 

Gli stessi risultati si ottengono anche applicando la (560) alle linee Tg ed Hg 
relative a P= 1 (n. 373 b,c). 


Esercizio 655. — Tracciare la linea M, relativa a M= 1 (fig. 768 a). 
Soluzione. Per la (560), basta derivare l’equazione = {(x) della linea HM, 
relativa a P= l (es. 608); per cui si ottiene (fig. 768 b) 


2 
n=f@=—1+47-3f- 


Esercizio 656. — Tracciare le linee Mg e Ts per la sezione di mezzo (fig. 769 a), 


rel tiva a una coppia mobile M = 1. 
Soluzione. Nella prima metà della trave l'equazione della linea My relativa 


Fig. 767. Fig. 768. Fig. 769. 


a P=1 (es. 639a) è n= f(x) = x*/21. Quindi, per la (560), l'equazione della 
uuea Mg relativa a M= 1 risulta 


n= f(x) =a/l. 


Nella seconda metà la n= f(x) è simmetrica e decrescente. Quindi la n= 
= f(x) ha valori simmetrici e negativi (fig. 769 b). 

Nella prima metà della trave l’equazione della linea Tg per P = 1 (es. 639 d) 
è n= Î(x) = 228/13 — 32*/13. Quindi l'equazione della linea Tg per M = 1 risulta 


n= f(x) = 627/13 — 6x/13. 


Nella seconda metà la f(x) ha valori simmetrici di segno contrario, ed è 
decrescente come nella prima metà. Quindi la f(x) ha valori simmetrici 
(fig. 769). 


Esercizio 657. — Determinare la linea d’influenza della spinta H, în un arco 
a tre cerniere (fig. 770 a), relativa a P= l oriz ontale. 

Soluzione. a) Posto P= 1 in un punto D del semiarco destro, la reazione 
verticale in A è V, = — 1y/1. La H, si ricava dall’equazione di equilibrio alla 
rotazione del semiarco AC intorno a C: 
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Quando P = 1 agisce in D’, si ha H, = 1 — 1y/2}. Si sono così ottenute le equa- 
zioni Z = j,(y) dei due tratti della linea M_. 

Quindi la linea H,, riferita alla verti- 
cale A,C,, è rappresentata dalla retta B,0i 
(fig. 770b) quando P=1 è a destra di C, e 
dalla retta C{A{ quando è a sinistra. 

Questo risultato vale anche se la struttura 
è formata da due travi AC e BC rettilinee in- 
vece che ad arco. 

b) Se si vuole l'equazione &= f.(7) della 

linea H, riferita a un’orizzontale (fig. 770 c), 
si può dedurre dall’equazione £ = fi(y) sostituendo a y l'equazione y(#) dell'asse 
dell’arco. Se questo è parabolico, di equazione 


y= Di (la — 2), risulta E= 


Fig. 770. 


Le stesse equazioni si ottengono anche mediante la (561), ponendo per j{(x) 
l’espressione H, = 12/2} valida per P = 1 verticale (n. 376 a), e per y'(x) l’espres- 
sione (4f/12)(1 — 2r). 

Infine, la linea É = fs(r) si può dedurre dalla linea & = f(y) (fig. 770 b), 
leggendo le ordinate & sulle orizzontali dei punti D o D'e portandole sulle 


verticali degli stessi punti (fig. 770 c). 


Esercizio 658. — Come varia la rotazione 04 di una sezione D di una trave 
quando una forza P costante applicata in un punto C ruota intorno a Cl? 
Soluzione. Sia $ lo spostamento (in grandezza e di- 


rezione) di C provocato da una coppia -M = 1 agente P e /T4 
in D (fig. 771). La componente è: di $ secondo una AVI 
direzione 0 varia come la corda CC, del circolo che ha ò/ è 


per diametro ù. è 
Per il teorema di Maxwell (n. 335 d), una forza 
P=1 agente in C nella direzione $ provoca in D una Fig. 771. 


rotazione @g = $: . Quindi, se P ruota, anche la rota- _ 
zione 9a Varia come dr; ed è massima quando P ha la direzione di è, nulla 


quando ha la direzione normale a è. 


891. Determinazione sperimentale delle linee d’ influenza. 


Lo studio teorico delle strutture complesse risulta spesso assai labo- 
rioso. Perciò in tali casi conviene determinare in modo sperimentale 
le linee d’influenza dei vari effetti che interessano. 

a) Per ottenere le linee d’influenza delle deformazioni ng 0 9g; 
oppure quelle delle reazioni dei vincoli, si utilizzano i metodi generali 
esposti nei nn. 378, o 379 e 380. sui 0 

Il modello della struttura che si studia si costruisce in una scala 
opportunamente ridotta, utilizzando un materiale avente un compor- 
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tamento sufficientemente elastico (ad es., celluloide), e assegnando alle 
sezioni delle varie parti momenti d’inerzia proporzionali a quelli della 
struttura. Gli spostamenti dei vari punti dell’asse si rilevano mediante 
microscopi micrometrici. Le modalità pratiche dei vari procedimenti 
saranno illustrate nel Cap. XXX, B). 

b) Anche le linee d’influenza delle sollecitazioni M, T, N, M,, M, 
in una sezione $S si possono determinare sperimentalmente, sia utiliz- 
zando il teorema di Land (n. 381), sia col metodo semplificato del n. 392. 

Procedendo nel primo modo, si taglia il modello in $ e si fissano 
alle estremità dei due tronchi divenute libere due pezzi d’acciaio muniti 
di tacche, nelle quali si introducono delle spine calibrate atte a im- 
primere al modello una delle distorsioni richieste dal teorema di Land. 
Gli apparecchi più usati sono quelli di Beggs e di Magnel (Cap. 
XXXI, B). Le deformate dell’asse si rilevano mediante microscopi. 


392. Metodo sperimentale semplificato, 


Il metodo seguente (5) per la determinazione delle linee d’influenza delle 
sollecitazioni in una sezione S consente delle modalità molto più libere e comode 
del metodo del n. 391 d); per cui evita la difficoltà di realizzare esattamente le 
distorsioni richieste dal teorema di Land, e presenta quindi anche una mag- 
giore esattezza. 

a) Fissata la sezione $, deduciamo dalla trave data una trave principale, 
eliminando fra i due tronchi il vincolo mutuo che corrisponde alla sollecitazione 
cercata; ossia introducendo in S una cerniera se si cerca Mg, una slitta trasver- 
sale se si cerca Tg, una slitta longitudinale se si cerca Ng (88). 

Se sulla trave agisce un sistema qualsiasi di torze P (fig. 772), indichiamo 
con Xsg la sollecitazione che esso provoca in S (Mg, 

o Ts, o Ns), con x lo spostamento verticale che si 
verifica in un punto generico 0 nel passaggio dalla 
trave data alla trave principale (differenza degli sposta- 
menti di C nelle due travi), e con UA lo spostamento 


relativo di S, ed S; (rotazione ©, 0 spostamento 7, 0 Fig. 772. 
spostamento v) nello stesso passaggio. 
Se invece applichiamo alla trave forza P= 1 nel punto C, indichiamo 


con Xs: la sollecitazione in S, e con V,, lo spostamento relativo di S, ed S, 
nel passaggio suddetto. 

Infine, indichiamo con U,, lo spostamento relativo di S, ed $,, e con Nea 
lo spostamento verticale di C, provocati da due coppie Yg = 1 (0 da due forze 
se si cerca Tg o Ns) applicate a S, e a S, nella trave principale. 


(5) S. ABD EL-WAHED: Die Gelenkmethode, Berlino, Springer, 1931. 

(**) Il procedimento è particolarmente semplice per la ricerca di My odi M,,,0dî M, 
(che sono le sollecitazioni più importanti), poichè la cerniera si può realizzare praticando in S 
due tagli di sega, che lascino intatta una breve zona in prossimità del baricentro di .S, o dei 
punti m o n di nocciolo. 
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La trave data, soggetta al sistema qualsiasi P, oppure alla forza P= lin, 
equivale alla trave principale, alla quale siano aggiunte in S, e in Sg; le forze 
Is, oppure le forze Xg,. Perciò l’annullarsi dello spostamento relativo Y nella 
trave data si traduce rispettivamente nelle equazioni 


Ys+ Is =0, Wie + Iscbs = 0; 
da cui 
I I ' 
Us Us _ Xs Ù, 
(a) = — Pa — (3, ossia = = #4 
Doo Is Ise Xsc Use 


Questa relazione ausiliaria esprime che le reazioni X provocate in S dal sistema 
di forze P, o dalla P= lin 0, sono proporzionali agli spostamenti relativi U 
corrispondenti (5°). 

b) Consideriamo ora la trave data, soggetta al sistema qualsiasi P. L’ulte- 
riore spostamento 7, di un punto 0, nel passaggio dalla trave data alla trave 
principale, è dovuto alla scomparsa della sollecitazione Xg (ossia all’ aggiunta 
di — Xg); per cui in valore assoluto si ha 

" n 
= XSMes» ossia Xg=—%. 
Nes 

Ma per il teorema di Betti si ha ns = Use. Quindi, tenendo conto anche 
della (a), si ottengono le due relazioni 
(562), (563) XIs=t, Xs="%, 

Vee Us 

La (562) consente di determinare la sollecitazione Xg dovuta al sistema di 
forze P, cioè a una condizione generica di carico. Invece la (563) dice che la linea 
d’influenza di .X, è rappresentata dalla differenza delle deformate della trave 
principale e della trave data per effetto delle forze qualsiansi P, e che le 
ordinate n, si devono dividere per Ù,. 

Nel Cap. XXXVIII esporremo le modalità pratiche del procedimento speri- 
mentale. Intanto giova osservare che nella ricerca dalla linea Xs questo è 
molto semplificato dal fatto che la deformazione della trave si può effettuare 
mediante un sistema qualsiasi di forze, scelto fra i più comodi da realizzare. 


393. Linee d° influenza termiche. 


a) Una trave, specialmente se ad arco, può essere soggetta a variazioni 
termiche diverse nei vari tronchi, e uniformi o no nello spessore. Per deter- 
minare le sollecitazioni provocate da una variazione termica qualsiasi, e per 
prevedere le condizioni termiche più gravose, può convenire di tracciare delle 
linee d'influenza termiche (°°), rappresentanti il valore di una sollecitazione pro- 
vocata da una variazione termica di un grado limitata a un tronco generico ds. 


(3*) Questo si poteva prevedere direttamente, poichè la -X dev’essere proporzionale allo 
spostamento relativo provocato dalle forze esterne, che essa deve annullare. 

($*) O. BELLUZZI: Le linee d’influenza termiche nello studio delle travature, « Annali d. Lav 
Pubbl. », 1927, fasc. 5°. 
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Se ammettiamo che la variazione termica sia lineare nell’altezza A della 
sezione, e se t, e t, sono i valeri all’estradosso e all’intradosso, sappiamo (n. 326 c) 
che essa equivale a una variazione t, uniforme nell’altezza (uguale a quella che 
si ha nel baricentro della sezione), più una variazione lineare nell’altezza, defi- 
nita da ty=t;—t,, che è nulla nel baricentro. Perciò si studiano separata- 
mente gli effetti di t, e di t,, mediante due diverse specie di linee d’influenza. 

Le seguenti considerazioni, limitate al caso dell'arco incastrato simmetrico, 
si estendono facilmente ad altri casi. 

b) Se l'imposta A fosse libera, una variazione # in un tronco ds, definito 
dall’inclinazione 8 (fig. 773 a), produrrebbe in A una traslazione, di componenti 
di = — gigds cos 0, dg = — atds sen 0. Perciò la reazione PR, passa per il bari- 
centro elastico G, e le sue componenti H e V,, agenti secondo gli assi princi- 
pali x e y, sono definite (n. 363 b) da HJ,+dZ=0, 
Vl, +dn=0 (J- € J, momenti d'inerzia del peso 
elastico rispetto agli assi x e y). Quindi si ottiene 

atods cos 0 atods sen 0 
(a) == 2? "nil. — “i 


Vw 2 v 2 
Zw pi Zw pi 


c) Se h è l’altezza della sezione in corrispondenza 
di ds, una variazione t, in ds produrrebbe in A una 
rotazione intorno al centro o del tronco, dell’ an- 
golo do = xt, ds h. Perciò la reazione R, agisce secondo 
l’antipolare r di o (fig. 773 b), e il suo momento 977, Fig. 773. 
rispetto a G è definito da 777, Zw + do = 0. Se x, y 
sono le coordinate di 0, e x,, y, sono i segmenti che r taglia sugli assi, si ha 
xa, = — pi, YYy1= — pi. Quindi, ricordando (2) che H = Q7x/Y;: Va= — Mo, 
sì ottiene 


(5) H=So i "cr ig W=-ST7i 
y 


d) Pertanto, assunta un’orizzontale di riferimento che rappresenti lo svi- 
luppo dell’asse dell’arco, le linee d’infuenza (a) relative alla variazione ty hanno 
ordinate ti e Cy misurate da 


(a,) to = cos 0/92, t=sen0/pi, 


e rappresentano H e Y, a meno del fattore 'costante at,ds/Zw; le linee d’in- 


fiuenza (b) relative alla variazione t, hanno ordinate t, %{, t misurate da 
(b:) ti= yo, tW=-alheg, t=-1/h, 


e rappresentano H, V, ed 977, a meno del fattore costante at, ds/Zw. 
e) Note le linee d’influenza dei parametri H, Y, ed 977, della reazione R,, 
si deducono quelle delle sollecitazioni in una sezione S mediante le relazioni 


Ms=_—-_Hy, + Va, + IM 
(o) Ns =-—-Hcos09,—V,sen0, 
Ts =—Hsen0,+ V,così,, 


essendo ,, y, le coordinate del baricentro di S, e 0, l’angolo d’inelinazione della 
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tangente all’arco in $ (il termine 977, è nullo per le variazioni del tipo +). In 
modo analogo si ottengono anche le linee dei momenti di nocciolo M,, ed M,. 
Facili verifiche consentono di controllare i punti di passaggio (9°). 

Î) L'impiego delle linee d’influenza termiche è perfettamente analogo a 
quello delle linee ordinarie. Infatti, se X è l’ordinata corrente di una di esse, 
l’effetto prodotto da una variazione termica del tipo # (0 #1), estesa a un tratto e d 
dell'arco, e avente valori ty diversi da punto a punto, è dato dall’espressione 


a 
(d) Effetto = = J 948 + Cos 
c 


analoga alla (552). Quindi il pro lotto tds 
compie lo stesso uflicio dei c. richi elemen- 
tari gqde, o dei carichi P nella (551). 

Se tn è costante, si ha, analogamente 
alla (552,), 

d 
(d;) Effetto = se | Code > Lo Qua 
c 


Esercizio 659. — Tracciare le linee d’in- 
fluenza termiche di H e V, relative alla va- 
riazione ty, per un anello della larghezza di 
1 m del ponte di Brent (Svizzera) (arco a 
pieno centro; corda 44,00 m, spessore in 
chiave 1,30 m, spessore alle imposte 2,60 m, fig. 774 a). Dedurre la linea Ms 
per la sezione S definita da 6, = 80°. 

Soluzione. Le caratteristiche dell’arco risultano 


Fig. 774. 


EZw= 201,80 m8, gi = 27,40 m?, p7 = 157,40 m?. 


Si sono calcolate le ordinate % e t# per i punti dell'asse definiti da 
9 = 0°-7930/-22°30/-37930”-52°30”- 67°30‘- 82°30/-909, e si sono rappresentate nella 
scala di 1 cm = 0,04 m-? (fig. 774 b, c). 
Da esse si sono dedotte le ordinate ©, della linea Mg (x, = — 11,53 m, 
Ys = 1,28 m), mediante la relazione = — GY, + C/x,, e si sono rappresen- 
tate nella scala 1 cm = 0,08 m (fig. 774 d). 
Il momento flettente My risulta massimo o minimo quando la variazione bo 
è estesa al tratto B,n o al tratto An. Supposto E=2,3 - 10° t/mq e x=0,000008, 
per tg = + 20° si ottiene 
-2 
max Ms = SS Q, = 1,982 - 0,938 = 1,86 tm, 
min Mg = 1,982(— 3,122) = — 6,19 tm. 


Riscaldando invece l’intero arco, si hu soltanto Ms = — 4,33 tm. 
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Quando esistono delle simmetrie, il problema si semplifica notevol- 
mente (es. 949, 952, 954, 955, 956, 957). 

b) Metodo dei momenti. Questo metodo consente di determinare se- 
paratamente le tre incognite f,, f:, f3, evitando il sistema di tre equazioni. 
La somma dei momenti di f,, fa, f3 rispetto a qualunque retta » nello 
spazio dev’essere uguale al momento di P rispetto a r. Se assumiamo 
una retta x che incontri le rette d’azione di due delle tre forz> incognite, 
ad es. di f, ed f,, i momenti di queste sono nulli. Quindi rispetto a 
tale retta devono essere uguali i momenti di P e di f,; ciò che de- 
termina il valore di f,. In modo analogo si ottengono f, ed f, (2). È evi- 
dente i’analogia col metodo di Ritter (n. 38 c). 

c) Decomposizioni successive in due forze. Si considera il piano della 
forza P e di una delle tre rette, ad es. f,, il piano di f, e di f3, e la retta 
r d’intersezione dei due piani. Si decompone da prima la forza P secondo 
le rette j, ed 7, poi si decompone la forza r così trovata secondo le rette 
fs ed 73. Questo metodo si presta a una soluzione analitica molto semplice 
quando le quattro rette P, f1. f.. f3 siano disposte con qualche simmetria 
(es. 954, 955, 956). Altrimenti, nel caso generale, si presta bene per la 
soluzione grafica (n. 501 4). È evidente l’analogia col metodo di Cul- 
mann (n. 38 bd). 

d) Metodo grafico. Se la forza nota P e le rette delle tre forze inco- 
gnite fi, f», 73. concorrenti in 0, sono rappresentate in proiezioni mon- 
giane (fig. 1097 a), si usa il seguente metodo grafico, fondato sullo stesso 
concetto del n. 501 c). 

Traduciamo graficamente tale concetto. Il piano di P e di f, ha come 
traccia sul piano orizzontale la congiungente v delle tracce delle rette 
P ed j;; e il piano di j; e di j, ha come traccia la congiungente v delle 
tracce delle rette f, ed j,. Perciò la retta r ha come traccia il punto @'’ 
d’incontro di v e di v. Ma la r passa anche per 0, quindi le sue proiezioni 
‘r’ ed r”’ si tracciano immediatamente (fig. 1097 a). Basta ora decomporre 
(fig. 1097 b) la prima proiezione P'’ della forza P secondo le rette / ed 
r’, poi la r' secondo le rette j; ed 7;; e la seconda proiezione P'’ secondo 
le rette f{/ ‘ed 7’, poi la r’’ secondo le rette f;’ ed fs". Si ottengono così 
due poligoni che sono le due proiezioni del poligono spaziale delle forze, 


a sha Aanna la Ana nraiarziani Ai riasanna. dalla farza inenonite Na anasta 
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valore di A compatibile con la condizione che P sia a destra di $, 
ossia dal valore di A quando P è immediatamente a destra di $ 
(fig. 775 a) (ciò che è anche confermato dall'esame della linea Ty, 
fig. 698 b). Perciò, se portiamo A,A; = P (fig. 775 b), la retta B;A;, 
che dà i valori di A per ogni posizione del carico P, è il diagramma di 
Tra: Per ogni sezione S pensata immediatamente a sinistra di P. 

Il minimo valore di 7y (massimo negativo) si ha quando P è imme- 
diatamente a sinistra di S (5°), ed è dato da min T, = A-—P=_—B 
(n. 190). Perciò la retta 4;B/, che dà i valori di B per ogni posizione 
di P, è il diagramma di T,in- 

b) Diagrammi M max ed M min. La linea My per una sezione gene- 
rica $ (fig. 699 b) mostra che il momento flettente in $ è massimo 
quando P si trova su $; e si ha (214) 


Pxyxs o Prl—- x) 


max Ms= 1 7 


Variando $S (e supponendo che P sia costantemente sulle varie $), 
ossia variando #,, il momento mar è rappresentato dalle ordinate di 
una parabola (fig. 775 c), di ordinata massima Pl/4 (9). I momenti 
massimi in ogni sezione sono dunque equivalenti ai momenti che sareb- 
bero prodotti da un carico uniforme Q = 2P. 

In ogni sezione il momento è minimo quando la trave è scarica, 
e si ha Munn =0. 

c) Idem, tenendo conto del peso della trave. Il peso proprio della 
trave, supposto uniforme e d’intensità g, provoca sforzi di taglio rap- 
presentati (fig. 254 b) dal diagramma ApBsA41B, (AA1 = gl/2) (positivo 
nella prima metà della trave e negativo nella seconda). Sommando 
algebricamente questo diagramma con quelli trovati in a) e relativi a 
P mobile, si ottengono i diagrammi totali di Y°noz € Tmin (fig. 776 Db). 


Nelle sezioni del tratto Agm è positivo non solo Tmax ma anche Tmin; perchè 
il taglio preesistente dovuto al peso proprio è abbastanza grande per prevalere 
sul Tn negativo prodotto da P mobile. Nelle sezioni del tratto Bn è negativo 
non solo 7,.;n ma anche Tmax. Invece nelle sezioni del tratto mn si ha Tae 
positivo e T,;n negativo, ossia si ha inversione del taglio (secondo che P agisce 
a destra o a sinistra di $). 


Il peso proprio uniforme provoca momenti flettenti positivi rappre- 
sentati dal diagramma parabolico di ordinata massima g0°/8 (fig. 776 c). 


(** Questo risultato è soltanto schematico, perchè in realtà il resime delle tensioni in S è 
assai più complesso quando P è prossimo a S (n. 203 db). Il passaggio da Tar @ Tmin Quando P 
passa a sinistra di S non avviene bruscamente, ma in modo graduale. 

(8) Se si mandano le orizzontali per S' ed S” (fig. 775 b), si ottiene il diagramma 7 rela- 
tivo a P fermo su S (fig. 243). 

Se si unisce Sy con 4, e con B, (fig. 775 c), si ottiene il diagramma M relativo a P fermo su S. 
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Esso è anche il diagramma di Min, che si verifica nell’assenza di P 
mobile. Sommandolo invece con quello trovato in b), si ottiene il dia- 
gramma totale di M,a.. 

d) I valori massimi e minimi in ogni $ sono anche espressi da 


1 Pal 1 Pa, 
| Tue = 9(5—%)+ a ’ Tun=9(37%) Fi 
(564) par 
_ 92%; LI, _ — Qst 
| Mie cs 2 E , M min 2° 0) 


896. Trave appoggiata percorsa da un carico uniforme, 


Consideriamo ora la trave soggetta a un carico accidentale uni- 
forme g, che può occupare la trave in tutto o in parte. 

a) Diagrammi Tmax @ Tmin. La linea Ty per una sezione S qual- 

siasi (fig. 698 b) mostra che ogni carico agente a destra di $ contri- 


Fig. 776. Fig. 777. 


buisce a produrre 7'y positivo, mentre ogni carico a sinistra di $ pro- 
duce Ty negativo. Perciò il massimo valore di Ty si ottiene caricaiio 
il più possibile a destra di S e non caricando a sinistra (fig. 777 a); 
ossia estendendo il sovraccarico da $ a B. Il minimo valore di 7; si 
ottiene caricando invece da A ad $ (fig. 777 b) (condizione comple- 
mentare di carico). In queste condizioni, se x, ed x, sono le distanze 
di S da A e da B, si ha (7) 


ca = qui é x /2 e: qr,3 ERE = __ 83 
Tuo  A=ti2- =: Prin = B= 2° 


Quindi il diagramma di 74 è una parabola B,A; (fig. 777 c), avente 
il vertice in B, e tale che A,A;j = gql/2. Il massimo di tali massimi 
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Esercizio 952. — Sei aste uguali, fissate al suolo nei ver- 
tici di un esagono regolare di lato /, si riuniscono nel punto 
A situato sulla verticale per il centro dell’esagono e alto ! sul 
piano, formando una piramide regolare (fig. 1100). Calcolare 
gli sforzi nelle aste provocati dal carico verticale P agente 
in A. 

Soluzione. Per la simmetria radiale, la componente verticale Fig. 1100. 
degli sforzi S nelle aste vale V = P/6. Le aste sono inclinate 
di 45°. Quindi gli sforzi cercati risultano S= — Y/cos 45°= — y/ 2P/6= — 0,2362. 


Esercizio 953. — Calcolare gli sforzi nelle tre aste 1, 2, 3 della struttura della 
fig. 1101, provocati dalla forza P orizzontale e normale alla retta CD. 

«Seluzione. Lo. sforzo. di. compressione . S, -nell’asta 1 verticale si ottiene dal. 
l'equazione PA — Sjd = 0 dei momenti rispetto alla retta CD, oppure dal trian- 
golo delle forze P, S,, R costruito nella terza proiezione della struttura, che dà 
anche la risultante R di S, ed $3, agente secondo la retta r. 

Si ottengono poi S, ed .$3 decomponendo la E secondo 2 e 3, ciò che si effet- 
tua sul iibaltamento C,D,(A) del triangolo ACD fatto sul piano orizzontale. 


Fig. 1101. Fig. 1102. 


Esercizio 954. — Calcolare gli sforzi nelle tre aste di un paranco, due delle 
quali sono in un piano orizzontale e ortogonali tra loro, mentre la terza AB è 
inclinata di 45° e simmetrica rispetto alle prime due (fig. 1102). 

Soluzione. Le componenti di P secondo AB e secondo la bisettrice dell’an- 
golo CAD sono P/ 2 e H = P. Quindi l'asta AB è tesa con S=PV2= 
= 1,414P, mentre le aste AC e AD sono compresse con S=—4H/V2= 
= — 0,707P = — $,/2. 


Esercizio 955. — Idem, nel caso in cui esista una quarta asta AF nel piano 
orizzontale secondo la bisettrice dell'angolo CAD. 
Soluzione. Si ha ancora S, = PV 2 e H = P. Quindi si è ricondotti al pro- 


I CARICHI MOBILI 14l 


397. Trave appoggiata percorsa da un treno di carichi. Diagramma 7,05 


a) La trave sia percorsa da un convoglio di carichi concentrati 
P,, P.... P,, aventi tra di loro distanze invariabili (fig. 779 a). 

Fissata una sezione $, consideriamo la linea 7°; (figg. 698 b, 779 b): 
Supposti tutti i carichi a destra di S e mobili verso sinistra, il 
taglio Ty = Pr + Pang + Pina +... cresce con una legge lineare or 
(fig. 779 d), fino a che P, non giunge su S. Quando P, passa a sini- 
stra di $, il taglio 7 diminuisce bruscamente di P,; poi riprende a 
crescere con una nuova legge lineare 7,8 (perchè i termini positivi 
Psro, PyNg... crescono ulteriormente, mentre P,n;, che è diventato 
negativo, diminuisce (fig. 779 c)), e può raggiungere un valore minore 
o maggiore di quello raggiunto prima. E così di seguito. 

Perciò il taglio Ty può essere massimo solo quando uno dei carichi 
sî trova su S (immediatamente a destra di $S). Ordinariamente ciò 
avviene quando su $S si trova il primo carico P, (condizione normale 
di carico); eccezionalmente quando su $S si trova P, (8), o P.. 

b) Diagramma T,.n:. Dopo quanto si è detto in a), fissata una 
sezione S si dovrebbero disporre i carichi a destra di S, con P, su $ 
(fig. 780 a), e si dovrebbe calcolare 
la reazione A = X P;b;/l. Quindi, sup- È a) Pali 5 ul di 
posto che la condizione normale di ca- Al o D, B 
Tico sia la più sfavorevole, si avrebbe B| P ra BI PR 
max Ty= 4. Studiando poi altre se- A 
zioni S, e ripetendo ogni volta il cal- 
colo di A per i carichi opportunamente 
disposti, si troverebbe max 7, in un 
numero di sezioni sufficiente per trac- 
ciare il diagramma per punti. 

Usando invece il seguente artificio, 
sì ottiene direttamente il diagramma 
di Tmax: Invertiamo i carichi e dispo- 
niamoli in modo che P, sia sull’ap- 
poggio B (fig. 780 b); quindi, tracciato 
il poligono delle forze 0-1-2 ... n, colleghiamoli con un poligono funi- 
colare p, con polo O e distanza polare X=/ (fig. 780 c). L’ordinata n 
letta sotto una sezione $S generica (fra il primo lato 00 e il lato gene- 
rico del poligono), moltiplicata per X =, dà (n. 32) il momento dei 


(**) Il caso eccezionale può verificarsi quando la distanza dj di P, da Py è notevole, e 
quando P, è piccolo rispetto a Ps, Pg .... Infatti se dj è notevole, i termini positivi Pgna + 
+ P373 + ... aumentano notevolmente in seguito allo spostamento di P, verso sinistra; mentre 
il termine negativo Pz, risulta piccolo se d, è notevole e se Pj è piccolo. 
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carichi invertiti rispetto alla verticale per S. E poichè la distanza di ogni 
carico P, da S è uguale alla distanza reale di P, da B, ossia a dj, si ha 


DELI 
aa 


Perciò l’ordinata del poligono p letta (nella scala delle forze) sotto il 
primo carico P, (fig. 780 a), dà la reazione A per ogni posizione dei 
carichi; quindi, se la condizione normale di carico (n. 397 a) è la più 
sfavorevole, dà anche T',maz in tutte le sezioni (8). Il poligono 7, detto 
poligono A, è dunque il diagramma di Tar (8). 

Il diagramma di Tin è rappresentato dal poligono B relativo ai 
carichi viaggianti verso destra, che si ottiene invertendo il poligono A 
(fig. 780 c). 

c) Per decidere se Tg è massimo per la condizione normale di carico, fac- 
ciamo avanzare i carichi di d,, portando P, a sinistra di S e P, immediatamente 
a destra di S. La reazione A cresce di AA (fig. 780c), per cui Tg varia di 
AA—P,. Quindi Tg aumenta se risulta AA > P; ; ossia se il lato del poli- 
gono A è più inclinato della congiungente cl (P, = 0-1, 0c= d,) (9°). Se ciò 
non accade per le sezioni corrispondenti al lato più inclinato del poligono A, non 
accade a maggior ragione per quelle più a destra, dove i lati del poligono sono 
meno inclinati (88). 

Se E è la risultante dei carichi che sono sulla trave, e d è la sua distanza 
da B nella condizione normale di carico, si ha Tg = A = Rb/l. Avanzando P, 
di d,, se nessun carico nuovo giunge sulla trave si ha A = E(b + d,):1, e quindi 
AA = Rd;/l. Perciò Tg aumenta se (98) 


nl=ZP,b;, da cui = A. 


(a) P,<H3. 


Per le travi a carico indiretto e per le travi reticolari si vedano gli eser- 
cizi 660, 661, 662, 664. 

d) Idem, tenendo conto del peso della trave. Si somma il poligono A. 

col diagramma del taglio relativo al peso proprio g. A tal fine basta rife- 


(5) Se si lasciassero i carichi diretti (fig. 780 a), cambiando S si dovrebbero spostare i 
carichi portando P, sulla nuova S, e cambierebbero le distanze d; dei carichi da B; ciò che obbli- 
gherebbe a ripetere il calcolo di 4. Coi c@richi invertiti (fig. 780 b), cambiando la verticale di S 
e di 7” cambiano automaticamente le distanze di questi da S, che sono ancora le di + 

Inoltre, il prodotto 77 dà il momento rispetto alla verticale di S dei soli carichi invertiti 
compresi fra B ed S, tralasciando automaticamente gli eventuali carichi a sinistra di S; carichi 
che sono gli stessi che restano fuori della trave, ossia oltre 2, quando essi sono diretti, e che si 
devono appunto tralasciare nel calcolo di A. 

(5) Giova osservare che il poligono A è la generalizzazione della retta BA; (fig. 775 b) 
del caso del carico P mobile, e della parabola BA; (fig. 777 c) del caso del carico g mobile; 
cetta e parabola che con le loro ordinate rappresentano appunto i valori di A per le diverse 
posizioni del carico (e che sono anch'esse le funicolari del carico P posto su 2, o del carico 9). 

(9°) Ciò si verifica facilmente quando P, è piccolo e dj è grande; in armonia con quanto si 
è riconosciuto per altra via nella nota 64. 

(**) Il motivo della probabilità minore che si ha nelle sezioni più a destra, risiede nel fatto 
che quando P, è su S sono pochi i carichi che si trovano sulla trave, e quindi la loro risultante R 
è piccola. Per cui 44 risulta minore. 
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rire i poligoni 4 e B della fig. 780 c) alla retta A;B, del diagramma 
AoB,A;B; della fig. 778 b) capovolto, ossia alla retta A’ B' che si ottiene 
portando g//2 al di sotto di 0 e al di sopra di 0. Si può anche disegnare 
direttamente il poligono A riferendolo alla retta B,A; della fig. 778 b), 
bastando tracciare il poligono delle forze 0-1-2...n a partire da A, 
e assumere il polo 0 in B,. In questo modo il diagramma T,az totale 
risulta somigliante a quello della fig. 778 Db). 


398. Trave appoggiata percorsa da un treno di carichi. Diagramma M,,a;- 


a) Fissata una sezione $, consideriamo la linea M, (figg. 699 b, 
781 b): Se i carichi sono, ad es., tutti a destra di S e si muovono 
verso $, il momento Mg = Pia + Paîa + Psa +... varia con legge 


cessi 
Sa 


# 


A 
i 
' 
| 
' 
I 
' 
Ù 
' 


lineare or (fig. 781 d) notevol- 
mente crescente, perchè tutti 
i termini crescono. Quando P, 
passa a sinistra di $, il ter- 
mine P,m, rimane positivo ma 
decresce, mentre gli altri con- Fig. 783. 

tinuano a crescere (fig. 781 c); 

quindi My varia con una legge lineare rs meno crescente. E così di 
seguito, finchè quando un certo carico P, passa su S, M, comincia 2 
decrescere (legge s 1). 

Perciò il momento My può essere massimo solo quando uno dei carichi 
si trova su $; ciò che riduce a pochi i tentativi da eseguire per deter- 
minare max Ms. 

b) Diagramma Mmaz. Indichiamo il metodo della carta trasparente, 
che è il più semplice e il più usato: 

Sopra un foglio di carta da disegno si tracciano i carichi, con le 
distanze ridotte in una data scala del disegno, e si collegano con un 
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poligono funicolare di distanza polare H arbitraria (fig. 782 a). Sopra 
un foglio trasparente si traccia la trave con le verticali degli appoggi, 
e una sezione $S generica con la sua verticale. Si sovrappone questo 
foglio al primo, in modo che la $ coincida con uno dei carichi (n. 398 a). 
Si uniscono con una retta i punti d’incontro delle verticali degli appoggi 
col poligono funicolare, e si legge sulla verticale per $ l’ordinata n com- 
presa fra questa retta e il poligono, che rappresenta un possibile valore 
di max My (*°). Si porta poi la S a coincidere con altri carichi e si legge 
la nuova n, fino a trovare mar. Quindi, assunta un’orizzontale di rife- 
rimento, si porta mar SOtto la S e si ha un punto del diagramma di Mas. 
Considerando poi altre sezioni S e ripetendo la stessa ricerca, si otten- 
gono quanti punti si vogliono del diagramma di Mar (fig. 782 Db). 

Naturalmente la ricerca si eseguisce per i carichi viaggianti in en- 
trambi i sensi; per cui il diagramma M,az risulta simmetrico. 

c) Idem, tenendo conto del peso della trave. Anche in questo caso 

il diagramma Max totale si ottiene sommando il diagramma mM rela- 
tivo al peso proprio col diagramma Mmaz relativo ai carichi acciden- 
tali, come nella fig. 776 c) (7°). 


399. Determinazione della posiziene più gravosa dei carichi. 


Se accade che nessuno dei carichi entri o esca dalla trave quando il convoglio 
di carichi si sposta (71), è facile decidere a priori qual'è il 


carico che deve trovarsi su $ per rendere massimo Mg. | af jÉ I Br pot 
Se P; è il carico generico che si pone su $, e P,, pani i ii 


A 18 ” 
P; sono tutti i carichi a sinistra e a destra di P, T_T? i 
n Bi w a 5 i i 
(fig. 783 a), il momento in $ risulta tà B 
6) “<< 
(DE XPab , wi Pa , Paso; Er i 
por po * j x rr) 
INkÎxk+} 
Il momento Msg è massimo se, dando ai carichi un li à 
ig. 783. 


piccolo spostamento $ sia verso destra, sia verso sinistra, 
esso subisce un incremento AMs negativo. 

Spostando i carichi di è verso destra, le distanze a e b diventano a + 3 e 
b— è, le distanze x, e x{ di S restano invariate, e la distanza xf{ di P; da B 
diventa 2/— 3. Quindi Mg diventa 


i 9 


Ms + AMs= ci ZPib—3) + + Pa +3) + Pili — 3) 


(**) Anche questa ricerca, come quella del n. 397 b) (nota 65), esclude automaticamente 
quei carichi che restassero eventualmente fuori della trave. 

(7°) Per il caso di carichi mobili concentrati e ripartiti si veda O. DOMKE: Die Momenten- 
grenzlinie, « Der Stahlbau », 1929, pag. 210; oppure il primo volume, pag. 393, di « Handbuch 
fùr Eisenbetonbau », 4* ediz., Berlino, Ernst. 1930. 

(1) Spesso questa ipotesi non è verificata; ciò che diminuisce l’importanza del teorema di 
Asimont e delle varie conseguenze che se ne possono trarre. 
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da cui 


AMs=d [a EP,—a{EP2+ Pili 


e questo incremento risulta negativo se 


(a) 


Analogamente, spostando invece i carichi di $ verso sinistra, l’incre- 
mento AMsy risulta negativo se 


(a) >< p a* 
dtd 


Dividiamo la trave in tronchi di lunghezze %,,%,...Z, proporzionali ai 
carichi successivi (fig. 783 b). Data una sezione S compresa in un tronco x, 
per soddisfare contemporaneamente alle disuguaglianze (a) e (a,), e rendere 
quindi massimo Msg, si deve porre su $ il carico P, corrispondente a i, (teo- 
rema di Asimont). Ad es., nella sezione di mezzo il momento è massimo quando 
su di essa agisce il carico che contiene il punto di 
mezzo della retta delle forze. 

Se la S è nell’estremo comune a due tronchi 
adiacenti ), e +3, sì può porre indifferentemente 
su S uno dei due carichi P, 0 P,.;, ottenendo lo 
stesso Mar: 


Esercizio 660. — Determinare il diagramma Tar 
per una trave a carico indiretto con n campi uguali % 
(fig. 784 a), percorsa da un carico uniforme g. 

Soluzione. Considerato un campo generico a db, la 
linea Tg per tutte le sue sezioni (es. 615 a) è la 
fig. 784b). Il taglio Tg è massimo quando si carica 
in corrispondenza della zona positiva della linea Tg, e si ha (5521) Tma:= 9 Q. 

Se m' è il numero dei campi che seguono «ab, dai triangoli simili rs B,, At Bj 
si ricava 


1 _m? 
n 2 (n—-1l)n 


A . 1 
UC=—— 1, e quindi Qi, 5 L'-1 


Confrontando questo risultato con quello del n. 396 a), si conclude che Tmax 
in un campo qualsiasi è uguale a quello che si avrebbe col carico diretto nella 
sezione sotto la traversa di destra della trave privata del primo campo. 

Pertanto, il diagramma Tmax è quello (v. fig. 777c) della fig. 784c). 


O. BELLUZZI — Scienza delle costruzioni — II 10 
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Esereizio 661. — Tracciare il diagramma Tmaz per una trave a carico indi- 
rctto, soggetta a un sovraccarico uniforme totale g e percorsa da un sovrac- 
carico uniforme q (fig. 785 a). 

Soluzione. Basta aggiungere al diagramma T,oz do- 
vuto a g (es. 660) il diagramma T dovuto a g (es. 182); 
per cui conviene disegnare quest’ultimo capovolto, e 
leggere le ordinate comprese fra i due diagrammi 
(fig. 785 D). 


Esercizio 662. — Determinare il diagramma Tmaz Per 
una trave a carico indiretto, percorsa da un convoglio di 
carichi (fig. 786 a). 

Soluzione. a) Per la maggior parte dei campi ) (quelli a destra), e spesso per 
tutti i campi, è più gravosa la condizione normale di carico (P, sulla traversa 
di destra). In queste condizioni, 7,0, in tutto il 
campo è dato dalla reazione A corrispondente a 
t le posizione di P,. Quindi, tracciato il poligono 
A, si ottiene il diagramma T,.c, mandando in ogni 
campo l’orizzontale per l'estremo dell’ordinata A 
(fig. 786 b) corrispondente alla traversa di destra 
(n. 200 c). 

b) Per decidere se è più gravosa l’altra con- 
d zione di carico, avanziamo P, di d, nel primo 
campo ) (supponiamo che sia d,<). Tracciata 
1. A sotto P,, che risulta aumentata, togliamo 
da essa la componente P, = P,d,/) agente sulla tra- 
versa di sinistra, che si ottiene prendendo 0c=), Fig. 786. 
c ngiungendo c con 1 e leggendo l’ordinata a di- 
stanza d, da c, cioè sotto P, . Se risulta AA > Pi 
(ciò che accade se il lato del poligono A è più inclinato della congiungente c 1), 
il taglio Tmax nel primo campo è dato da A— P,. Quindi si fa la stessa prova 
nei campi successivi. Evidentemente la probabilità diminuisce nei campi più a 
destra (nota 68). Nel caso della figura, si ha AA > P, soltanto nel primo campo. 

Ragionando come nel n. 397 c), si ba AA > P, se risulta 


(CA) id < Da si ossia se PZ SA 


Fig. 785. 


(condizione meno restrittiva della (a) del n. 397 c). 


Esercizio 668. — Determinare il diagramma M,mox per la trave a carico indi- 
retto della fig. 787 a), percorsa da un carico P. 


eh Soluzione. Quando P è su C, nella sezione C il mo- 
Aali 8 a) DD. N i Ma 


1 d mento è massimo e vale max M.,= Pa(l—a):1. Il 
‘Tue 7 B, diagramma M per l’intera trave è il triangolo A,0;B; 
ST 3) (fig. 787 b). Analogamente, quando P è su D il dia- 
GS DI gramma M è A4,D,B;. 

Fig. 787. In una sezione S del campo centrale il momento è 
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dunque My = S,${ quando P è su 0, ed è Mg= $$; quando P è su D. Perciò 
quando P percorre il travetto centrale, il momento My varia linearmente (n. 374 a) 
da SS a $$; quindi il massimo Mg è S,${. Lo stesso dicasi per una sezione 
di ciascun campo laterale. 

Pertanto, il diagramma M,a, è la spezzata 4,0, eD,B,. 


Esercizio 664. — Determinare i valori massimi degli sforzi D e D’ nelle 
diagonali d e d’ di una trave reticolare percorsa da un convoglio di carichi 
(fig. 788 a). 

Soluzione. a) Tracciate le sezioni di Ritter o e o’ che tagliano d e d’, consi 
deriamo da prima la condizione normale di carico (n. 397 4), cioè il primo ca- 
rico P, sulla traversa 5 di destra del campo X= ad 
corrispondente a o e cd’. 

Disegnato il poligono A (n. 397 db), tracciamo 
sotto P, la reazione A (unica forza a sinistra di 
Gc e c'), e decomponiamola nei tre sforzi 0, U, D, 
e nei tre sforzi 0, U”, D' (fig. 788 b), usando il 
metodo di Culmann (n. 298): congiunto il nodo m' 
col punto » d’incontro del prolungamento dell’asta 
o con la reazione A, si decompone A in due forze 
secondo 0 ed m'’r, e quest’ultima si decompone 
in due secondo « e d, oppure in due secondo wu’ 
e d’. Si ottengono così in De D' i probabili mas- 
simi sforzi nelle diagonali d e d’ (invece gli sforzi 
O, U, U’ non sono i massimi, perchè ad es. 
U,ax Si ha quando è massimo M,, e non quando 
è massima A). 

b) Consideriamo ora l’altra condizione di carico, cioè P, su d e P, sul 
campo a bd. Tracciata la 4 sotto P,, che risulta aumentata, decomponiamola nello 
stesso modo nei tre sforzi O, U, D, e nei tre sforzi 0, U”, D' (fig. 788 e). Da questi 
si deve sottrarre l’efietto della componente P, di P, su a: Preso 0c=X e con- 
giunto e con 1, l’ordinata distante d, da c è P,. Si proietta orizzontalmente 
P, sulla A, e si decompone in due componenti secondo 0 e d (la componente se- 
condo « è nulla, perchè P, passa per il polo m di 4). Quindi, per l'equilibrio del 
nodo m/, si decompone la componente secondo d in due componenti secondo w' 
e d’. Sottratti dagli sforzi D e D' dovuti ad A quelli dovuti a P,, restano i 
valori a tratto ingrossato. Questi si confrontano 
coi valori di D e D' trovati in a), per decidere 
se l'avanzamento di P, ha fatto aumentare o 
diminuire tali sforzi. 


Fig. 788. 


Esercizio 665. — Determinare i diagrammi 
di M,0x € di Mminin una trave Gerber simme- 
trica di tre campate (fig. 789 a), soggetta a un 
carico permanente g = 1000 kg/m e a un carico 
accidentale qg= 1000 kg/m ((,= 17 m, },= 20 n 
Fig. 789. a=3 m). 
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sg ra 


Soluzione. Dall’esame delle linee Mg per le varie sezioni (fig. 757), si rico- 
nosce che quando gq agisce sulla sola campata 4 il momento è massimo in 4, 
è massimo (negativo, e minimo in valore assoluto) nel tratte C,D, ed è minimo 
nel tratto DE; e che quando invece g agisce sulla sola campata l, il momento 
è massimo nel tratto DE, è minimo nel tratto C,D, ed è minimo in l- 

Indicando con M, il momento a metà di DE, con M., quello su C,, con My 
il massimo in 4 (228), e con A la reazione in A, per g-+g= 2000 kg/m su ly 
€ g= 1000 kg/m su I; si ha 


- 142 
M,= Ile = 24500 kgm, 
+92 
M., = — 1000-7.3- 1000 ® = — 25500 kem, 
25500 155002 
= 2 ‘-85— = 155 ko = ——_ = k . 
A = 2000 + 8,5— I 15500 kg, Mo=5-5g0g = 60060 kgm; 
e il diagramma M è arc,sc, (fig. 789). 
Per g= 1000 kg/m su De g+qg= 2000 kg/m su I, si ha 
3, = 49000 kgm, I, =—51000 kgm, 
51000 5500? 
= -85— —— = 5500 k = ——_ = 15125 kem; 
4 = 1000 - 8,5 17 5500 kg, NI 3 - 1000 15125 kgms; 


e il diagramma M è auc;ves. 
Pertanto, il diagramma di M,az è rappresentato da arcidve c,, e quello 
di M,min da auc{dsecy. 


400. Ricerca del momento massimo assoluto. 


Il diagramma dei valori di M,,a in tutte le sezioni interessa sol- 
tanto se la trave è di sezione variabile, per proporzionare il modulo 
di resistenza W delle varie sezioni al corrispondente M,.a,. Invece 
nelle travi di sezione costante interessa solo conoscere il massimo dei 
momenti massimi, ossia il massimo assoluto, al quale la sezione della 
trave dev'essere in grado di resistere. 


4 di a) Trascuriamo da prima il peso della 
FBgl Y | trave. 
4 ne P Nella ricerca del n. 398 b) si considerava 


una sezione $S, e si facevano passare su di 
essa i vari carichi P finchè M s diventava 
Fig. 790. massimo. Invece ora consideriamo un carico P 

del convoglio di carichi, e spostiamo il con- 

voelio stesso finchè il momento nelle sezioni S che successivamente si 
trovano sotto P diventa massimo. Se E è la risultante di tutti i ca- 
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richi, d la sua distanza dal carico P :(fig. 790), e la distanza di P dalla 
mezzaria o della trave, il momento in $ è dato da 


7 

M,=Ax— mM =T_-@-0) G-)-, 
essendo — 97 il momento dei carichi che precedono P rispetto alla 
verticale di S o di P, indipendente dalla posizione dei carichi sulla 
trave (perchè S segue P). Se si suppone che spostando il treno nessuno 
dei carichi entri o esca dalla trave, l’unica variabile è e. Quindi per 
trovare il massimo di My si annulla dMy/de; oppure si osserva che la 
somma delle due parentesi è costante e che perciò il loro prodotto è 
massimo quando 


(566) — (d—-e)= È — e, ossia quando e= 


mie 


Il momento sotto P è dunque massimo quando il punto di mezzo della 
distanza d di P da R coincide col punto di mezzo o della trave (es. 168). 
Sostituendo, si ottiene 
ao __ RA— dg 
(567) max My= MM. 
Si ripete la ricerca considerando un altro carico P, finchè si trova 
il massimo risultato (ciò che avviene per uno dei carichi più prossimi 
a LR). Praticamente, basta cambiare nella (567) i valori di d e di 977. 
b) Tenendo conto anche del peso proprio uniforme g della trave, 
nella sezione S sottostante a P si ha (225) 


s=7 57 da) + iG-)h+)). 


che diventa massimo se 


dMs _ R R 


(A—2e) — ge= 0, ossia quando e=-———d. 
Esercizio 660. — Determinare la posizione più sfavorevole di una locomo- 
tiva schema D con tender (fig. 791) sopra un ponte costituito da due travi a 


LOCOMOTIVA — SCHEMA D TENDER 


Fig. 791. 


parete piena lunghe m 25, e il momento massimo che essa provoca in ciascuna 
trave. 

Soluzione. La risultante R = 71,5t è fra il quarto e il quinto asse della 
locomotiva, e dista d = 0,384 m da quest’ultimo. 
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Se si trascura il peso della trave, la (566) dà e = 0,192 m. Quindi Mmor SÌ 
verifica nella sezione distante e dalla mezzaria o (a destra di 0, se la locomotiva 
viaggia verso sinistra), e vale (567) M,.0, = 78,9 tm. 

Tenendo conto anche del peso della trave, supposto g = 1,25 t/m, la (566,) 
dà e = 0,158 m. 


401. Bibliografia, 


Estese applicazioni delle linee d’influenza allo studio di travi di molti tipi 
sì trovano principalmente nei volumi secondo, terzo e quarto dell’opera già citta 
(n. 314) di W. RITTER; nei volumi primo, secondo e terzo dell’opera di H. MiùLLER- 
BresLavu citata nel n. 216; nei due primi volumi dell’opera di M. Levy: La 
Statique graphique et ses applications, Parigi, Gaut hier -Villars, 1886; e nell’opera 
di J. B. Jonxsox - C. W. BrrAan-F. E. TURNEAURE: Modern jramed structures, 
New York, Wiley, 1931. 

Nel primo e nel secondo volume dell’opera (n. 70) di G. COLONNETTI sono 
studiate sistematicamente ie linee d’influenza per le travi comuni e reticolari, 
usando il metodo cinematico del n. 384 d, e) per quelle isostatiche, e il teorema 
di Land per quelle iperstatiche. Anche i principali trattati sui Ponti studiano 
i più svariati tipi di travi mediante le linee d’influenza: in modo particolare il 
quarto volume (Teoria dei ponti) dell’opera (n. 41) di C. GuIpi; il secondo 
volume dell’opera di G. ALBENGA: Lezioni di ponti, Torino, Utet, 1930; e il 
volume di F. BLEICH: Theorie und Berechnung der eisernen Bricken, Berlino, 
Springer, 1924. Esercizi vari si trovano nel Cap. X del volume di F. BELLONI: 
Meccanica applicata alle costruzioni, Milano, Libr. Ed. Politecnica, 1932. 

Un'ampia esposizione dei metodi generali per il tracciamento delle linee d’in- 
fluenza, con numerose applicazioni numeriche, si trova nella monografia di l. 
STABILINI: I fondamenti della teoria delle linee d'influenza. Milano, Hoepli, 1934. 
Si può consultare con profitto anche il volume di T. LawpsBERG: Das Verfahren 
der Einflusslinien, Berlino, Ernst, 1920; e il volume di C. TAGLIALATELA: Pre- 
liminari della teoria dei ponti - Le linee d’ influenza, Napoli, Pironti, 1937. 

Uno studio particolareggiato delle linee d’influenza per le travi continue con 
appoggi cedevoli, nonchè per gli archi e i portali e per le travi armate, è svolto 
nel volume di K. ARNsTEIN: Einflusslinien statisch unbestimmter elastisch gela- 
gerter Tragwerke, Berlino, Ernst, 1912. Il caso delle travi continue è anche ampia- 
mente considerato da E. M6RscH: Der durchlaujende Triger, Stuttgart, Wittwer, 
1928; da E. KamMER: Der durchlaufende Triger iiber ungleichen Oeffnungen, Ber- 
lino, Springer, 1926, che studia le linee d’influenza e le sollecitazioni massime 
e minime, e dà le relative tabelle; e da K. BeyER: Die Statil im Eisenbetonbau, 
vol. secondo, nn. 45-49, Berlino, Springer, 1934. 

Le raccolte di tabelle, citate dianzi e nella nota 27, consentono il tracciamento 
immediato delle linee d’influenza nel caso delle travi continue e nel caso 
dei portali. 

Fra le numerose memorie riguardanti direttamente o indirettamente le lince 
d’influenza, ricordiamo quelle recenti di R. v. Mises, P. NEMÉNYI, S. SzEGò, 
E. MiLLer, 0. KirsTEN, KRABBE, pubblicate in «Zs. fiir angew. Math. u. 
Mech. », 1925, 1929, 193, 1932, e in «Der Stahlbau», 1930, 1931, 1932, 1933. 
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Varie- applicazioni delle linee d’influenza allo studio degli archi a due cer- 
niere o incastrati saranno svolte nel Cap. XIX, A). 

Ricerche più estese sui diagrammi delle massime sollecitazioni si trovano, 
ad es., nel secondo e nel terzo volume dell’opera di W. RITTER, e nel primo 
volume, Cap. V, di quella di H. MirLER- BRESLAU, già citate; nonchè nei 
volumi pure citati di C. GuIpI e di G. ALBENGA, con particolare riguardo alle 
travi continue. Alcune proprietà relative alle massime sollecitazioni si trovano 
anche nel Cap. II del volume di M. KoECcHLIN: Applications de la Statique graphi- 
que, Parigi, Baudry, 1898. Il caso della trave Gerber è studiato nella memoria di 
D. STARKE: Die Marimalmomentenjflache eines Gerberbalkens, «Zs. fr angew. Math. 
u. Mech. », 1929, pag. 130. 

Per il calcolo analitico degli sforzi massimi e minimi nelle aste delle travi 
reticolari, si veda, ad es., il Cap. V del volume citato di C. GuIDI. 


CAPITOLO XIX. 


LE TRAVI A CURVATURA SEMPLICE 


402. Generalità. 


a) Nel presente capitolo studieremo le travi ad asse curvo, giacente 
in un piano che contiene anche le forze esterne; e supporremo (come 
nel Cap. XVII, n. 348) che la flessione sia dappertutto retta, ossia che 
tutte le sezioni abbiano uno degli assi principali d’inerzia contenuto 
nel piano suddetto; per cui la deformata dell’asse geometrico non esce 
dal piano stesso. 

Considereremo da prima il caso (più frequente nelle costruzioni 
civili) delle travì @ piccola curvatura, cioè aventi la dimensione A della 
sezione nel piano dell’asse geometrico abbastanza piccola rispetto al 
raggio r di curvatura dell’asse, sì che i vari tronchi ds si possano trat- 
tare come prismatici. Lo studio di queste travi consiste principalmente 
nella ricerca della deformazione dell’asse, ossia del moto relativo di 
una sezione rispetto a un’altra, che interessa per la sua diretta cono- 
scenza e per la determinazione di reazioni iperstatiche. A tal fine, la 
deformazione di un tronco generico ds si può esprimere con le stesse 
relazioni valide per le travi prismatiche (n. 404 a); ciò che è tanto 
meglio approssimato quanto più piccolo è rispetto a 7. Inoltre, le 
tensioni in una sezione generica si possono valutare mediante le (367), 
(192); per cui si ha 

N, My 


co=5++ 


I 
d'a 17 
Studieremo in seguito le travi a grande curvatura (più frequenti negli 
organi delle macchine), aventi il raggio di curvatura y non molto mag- 
giore della dimensione % della sezione nel piano dell’asse, e troveremo 
le espressioni più corrette delle tensioni e delle deformazioni tenendo 
conto della curvatura. Riuscirà facile allora valutare gli errori che si 
commettono impiegando le espressioni approssimate suddette, e deci- 
dere così fino a che punto esse siano accettabili. 
b) Anche lo studio delle travi ad arco si fonda sull’ipotesi che le defor- 
mazioni seguano la legge di Hooke; inoltre si ammette (n. 348) che la defor- 
mazione della trave non alteri sensibilmente la posizione relativa della trave e 
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delle forze esterne, comprese le reazioni (1). Per cui si calcolano le sollecitazioni 
considerando la trave indeformata, e si ritiene valido per conseguenza il prin- 
cipio della sovrapposizione degli efietti. 

c) Giova avvertire fin d’ora che per gli archi è spesso necessario 
raggiungere un’approssimazione elevata (?) nel calcolo delle incognite 
iperstatiche, per il motivo che vedremo nel n. 407 e). Perciò si è rite- 
nuto utile discutere con una certa larghezza sull'importanza dei termini 
dipendenti da N e da 7 e sul modo più semplice di tenerne conio. 


vm 


403. Relazioni fra le sollecitazioni JI, N. & 


Assumiamo positive le sollecitazioni II, N, T quando hanno i sensi 
indicati nella fig. 792 (1 positivo se provoca compressione nelle tibre 
che sono dalla parte convessa, ossia se fa di- 
minuire la curvatura e l'angolo dw che in ori- 
gine formano due sezioni vicinissime; N posi- 
tivo se di trazione; 7 positivo come nella 
fig. 215, ossia se fa crescere _.I/ procedendo 
lungo, l’arco s rel verso positivo). 

Consideriamo un tronco ds sul quale agisce 
soltanto un carico ripartito, e indichiamo con 
Qn e Q: le componenti del carico secondo la 
normale e la tangente all'asse, per unità di 
lunghezza dell’asse stesso. Se 1, N, 7 sono le 


(*) Il comportamento degli archi ha una notevole analogia con quello delle travi caricate 
parallelamente all’asse (n. 270 a), perchè ogni sezione è soggetta a una forza R agente secondo la 
curva delle pressioni, cioè circa normalmente alla sezione. Quindi lo spostamento del baricentro di 
una sezione altera la distanza di questo da R e modifica per conseguenza il momento ficttente. 
Perciò non è fuor di luogo tener conto della deformazione, che in un arco esile e di grande luce 
potrebbe influire sensibilmente sulle reazioni dei vincoli. Si veda in proposito lo studio di 
B. FrITZ: Theorie und Berechnung vollwandiger Bogentriger bei Bericksichtigung des Einflusses 
der Systemverformung, Berlino, Springer, 1934, che contiene anche la bibliografia sull'argomento. 

Negli archi di notevole importanza se ne può tener conto in modo approssimato aumen- 
tando le ordinate dell’asse, rispetto a quelle considerate nel calcolo, di quantità uguali agli abbas- 
samenti provocati dai carichi permanenti. 

Negli archi fortemente ribassati, l'abbassamento dovuto alla deformazione elastica di com- 
pressione genera una diminuzione 4f della freccia f che è dello stesso ordine di grandezza di f. 
Quindi non è più lecito calcolare le sollecitazioni senza tener conto della deformazione, che può 
anche provocare dei caratteristici fenomeni di instabilità (0. BeLLUZZI: Sul comportamento 
degli archi elastici molto ribassati, « Annali d. Lav. Pubbl. », 1929, fasc. 6°; « Rend. R. Acc. Naz. 
d. Lincei », 1929, fasc. 1-2: /dem, ricerche sperimentali, « Annali d. Lav. Pubbl. », 1931, fasc. 99; 
v. anche il Cap. XXVI). 

(*) L’approssimazione raggiunta diventa illusoria se nell’arco si manifestano delle deforma- 
zioni plastiche, che alterano notevolmente la distribuzione delle tensioni (Cap. XXX). Tuttavia 
nella maggior parte dei casi le deformazioni sono pressochè elastiche, come risulta dalle osser- 
vazioni compiute su numerosi archi, anche murari; per cui l’approssimazione che si persegue è 
giustificata nella maggior parte dei casi. Comunque. è opportuno conoscere esattamente il regime 
statico dell’arco nell’ipotesi del comportamento elastico, se non altro per avere un riferimento 
sicuro (v. anche la nota 44). 
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sollecitazioni nella sezione $, ed M,=M+dM, N,=N--dN, T,.=T+dT 
guelle nella sezione S,, per l'equilibrio del tronco ds alla traslazione 
nelle direzioni della normale e della tangente, e alla rotazione intorno 
all’asse normale al disegno e passante per il centro o, si ha 


N sen £@ 4 N, sen © Teos 4 P, cos © 4 g,ds =0 
N, cos 0 _ N cos do an d@ Tr, sen © + quas =0 
TE+T,®+M-m=0. 


Trascurando gli infinitesimi del secondo ordine, e ponendo per con- 
seguenza sen (40/2) = dw/2, cos (d0/2) = 1, si ottiene 


Ndo + dT + q,ds= 0 
AN -Tdo + qds= 0 
( Tds-dM=0. 


Essendo ds = rdw, queste relazioni si possono anche scrivere 


(568) 


dt : 7 
ig a N+4ri=-rq, 
dN AN 
(568,), (568) L= oppure T—- ro = r% 
__ dM dM 


La prima e la terza sono la generalizzazione delle relazioni (220), 
(221) trovate per le travi rettilinee (per 7 + cc, la prima coincide con 
la (220)). Esse sono valide per le travi a piccola o a grande curvatura. 


A) IL CALCOLO DELLE TRAVI AD ARCO, 


404. La deformazione dell'asse geometrico. 


a) La deformazione delle travi curve è più complessa di quella 
delle travi rettilinee, perchè in generale un punto generico C dell’asse 
(fig. 793) non si sposta normalmente all’asse stesso (n. 214 a), bensì 
in direzione obliqua; ciò che è dovuto in 
piccola parte alla deformazione assiale che 
ogni tronco ds subisce per effetto dello sforzo 
normale N, ma sopra tutto al fatto che la 
flessiune di ds provoca in C uno spostamento 
dò nella direzione normale alla congiungente 
Fig. 793. di C con ds. 
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Un tronco ds della trave si può considerare prismatico, con appros- 
simazione tanto migliore quanto più piccola è la dimensione % della 
sezione rispetto a r e quanto più lenta è la variazione delle sezioni. 
Perciò la sua deformazione si può studiare mediante le (84), (124,), 
(201), valide per le travi rettilinee. Con le convenzioni fatte (n. 403) 
sui segni delle sollecitazioni M, N, 7, le due sezioni estreme $, $, di 
ds subiscono una rotazione relativa do = — Ad68 (variazione del loro 
angolo primitivo 460 (*)), un allontanamento relativo Ads e uno sposta- 
niento trasversale relativo yds, espressi da 

dai M ds 9 N ds ] _ Tas 


ET? #74. TESLXGgg 

La variazione x=1/r,—1/r della curvatura in un punto qualsiasi 
dell'asse è data dalla (125): e 
per la convenzione fatta sul 
segno di M, si ha 


b) Considerato un trat- 6 

to qualunque BA dell’arco Tua dy , 
(fig. 794 a), riferito a due assi apre ly -ady\ pi )dy 
x, y aventi l'origine 0 qual- * 9 Adx dx 
siasi (8), determiniamo gli ele- Fig. 794. 
menti che caratterizzano la 
sua deformazione elastica, mediante semplici ragionamenti cinematici. 

Supposta fissa la sezione B, per effetto della flessione do di un tronco 
generico ds dovuta a M l’angolo 6, della sezione A subisce la variazione 


M ds 
d(Ab,)=— do = — ET: 
Inoltre, il punto 4 subisce uno spostamento AA,=do, di componenti 
TG Ve Mds 
d(Ax) = Ade! dely—y)= Fg U-9); 
AA. da_® _ ___ A aa M ds rt 
A(AYa) tetta AA; , ss do (La 2) e EJ (Ca 2) . 


(3) Si sono assunti gli assi x e y orientati come nella fig. 794 a) perchè può convenire quando 
si riferisce il moto dell’imposta 4 al vertice dell’arco supposto fisso (es. 667, 668, 669, 678). Quande 
xc ysi orientano diversamente, è facile determinare in ogni caso i segni dei vari termini delle (669); 
tanto più che si riconosce anche intuitivamente il verso delle varie deformazioni dovute a 
M,N,T. 

In seguito orienteremo ogni volta gli assi nel modo più opportuno. 

Useremo la lettera 6 quando l’angolo variabile è riferito all’orizzontale, ossia quandr in. 
dica l’inclinazione della tangente nel puuvo considerato. Negli ali cusi indichirco l'augui® 
variubile con © 0 cuu 
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Per effetto della variazione Ads della lunghezza del tronco ds do- 
vuta a N (fig. 794 b) le proiezioni dx e dy di ds subiscono le variazioni 
Nds 


pa 98 ga 


Ndx 
EA” 
ca sendo = dy 


Adx = Ads- cos 0 = 


Ady = Ads- send = = 
Per effetto dello spostamento trasversale yds dovuto a 7 (fig 


g. 794 c) 
le variazioni di dw e di dy sono 


_ BRIO _ Tds _ Tau 
Ade=  yds-sen0= ca 3 0= T 
_ talea PE co _ e LE 
Ady=—yds-cos0=—y CI 998 0=—y rr 


Il moto relativo della sezione A rispetto alla sezione B è dovuto 
alla deformazione di tutti i tronchi ds compresi fra B e A. Quindi, 
qualunque spostamento subisca la sezione B, le variazioni complessive 
dell’angolo 0, — 8, che formano tra di loro le due sezioni A e B, della 
loro distanza orizzontale r,— x, e della loro distanza verticale ya — %» 
risultano 


a 


M ds 
A(02— 0)=— 9=— | EF 
D) 
"rd. Ndx { Ta 
SAR "M ds ; {Nde # Y 
(569) A(ca— L3) = [a (Ya—Y) + a T Ja GA 
b Di ò 
© rd iNdy { Ta 
“M ds Ndi dl "da 
AYa— Ya) =— / ET (ta— 2) + zi -] LGI 
b b b 


c) Le (569) tengono conto della sola deformazione elastica de?- 
l'arco BA, cioè danno, come si è detto, il movimento relativo di .4 
rispetto a B. Lo spostamento assoluto di A dipende inoltre da un even- 
tuale moto rigido del tratto 48; per cui, se B subisce una rotazione 
destrogira @, e degli spostamenti Ax;, Ay», il moto di A è definito da 


A6, =— ga = A(0,— 0) — 
Axa = E = Ava — 0) + 40, + Ya — Va) 
DYa = Na = A(Ya — Yo) + Ah — (0a 3). 


(570) 


d) Sappiamo (n. 361 d) che la teoria dell’ellisse di elasticità si 
applica non solo nel caso di forze agenti sulla sezione terminale, bensì 
anche se le forze agiscono in vari punti lungo la trave. Indicando con JM 
il momento flettente in un tronco ds, e con y’, 2’ le distanze dagli assi 
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x, y dell’antipolo della risultante E delle forze che precedono ds rispetto 
all’ellisse di elasticità di ds, nell'ipotesi che il punto B sia fisso (fig. 795) 
per la (521) si ha (dw = ds/EJ) 

E 9 ? 
(571) = | Mdw, &,=|My'dw, Ma= — | Mo'dw. 

a a a 
Si può anche usare l’artificio esposto nel n. 361 d): Indicando con M{. M, 

il momento flettente calcolato negli antipoli X, Y degli assi z, y passanti per A 
(fig. 795) rispetto all’ellisse di ds, e con y, x le distanze 
del baricentro o di ds dagli assi x, y, per la (522) si ha 

» 5 

o,=|Mdw, &=| xMydw 

(572) |< a n° 


m=— | Myra, 


\ à 


Se invece B non è fisso, ma subisce spostamenti 0,, È, », gli 


spostamenti assoluti di A si ottengono aggiungendo rispettivamente 


O) E, 4 O5Y0 3 No TQol è 
Rispetto alle (569), le (571), (572) hanno il vantaggio di contenere 
un solo integrale (o una sola sommatoria, n. 405 c) invece di tre. Per 
contro, si ha l’inconveniente di dover determinare gli antipoli delle 
risultanti È se si usano le (571), oppure di dover calcolare i momenti Mi, 
Mj (invece di M., M,) se si usano le (572), per tener conto in stro 
modo della deformazione dovuta a N e a 7 (n. 362 d) (*). 


405. Osservazioni. 


a) Se indichiamo con M,, (Nm= Tn= 0); Ma, Na, Tr: Mx; No; To 
le sollecitazioni fittizie prodotte da M=1 destrogiro, oppure da H=1 
rivolta verso sinistra, oppure da V=1 rivolta in basso, applicati in 
A, il principio dei lavori virtuali (481) (o il teorema di Castigliano, 
n. 340 c, d) dà 


MM m MM N) N, MM M, 
(a) Qa=| EJ 48 la 7° ds+/% Lf cal 8, Na=] prdst.. 


(‘) Per trovare gli antipoli X e Y si può usare la semplificazione indicata nel n. 362 d). 
Con ciò si tiene conto solo parzialmente della deformazione duvuta a 7; ma spesso non si com- 
mette per questo alcun errore (nota 5). 

In tal modo, quando si cerca lo spostamento è, provocato da forze verticali, o lo sposta- 
mento 7, provocato da forze orizzontali, nelle (371) figurano y e x invece di y° e x’. in armonia 
con la (532). Quando invece agisce una sola forza P e si cerca lo spostamento del punto d’ap- 
plicazione di P nella direzione di P, si ricade nella (531). 
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Ma nella seconda delle (569) il fattore 1-(y,—y) non è altro che M,, 
mentre i fattori der =1- cos 9ds e dy=1-sen0ds non sono altro che 
N, e T,; nella terza il fattore —1-(2,—) è M,, ecc.; e nella prima 
si può includere il fattore 1, che è M,,. Pertanto, è evidente l’equiva- 
lenza delle (569) con le espressioni (a) che si deducono dal principio 
dei lavori virtuali. 

Tuttavia, rispetto alle equazioni dei lavori virtuali, le (569) sono dedotte 
in maniera più spontanea e intuitiva, come immediata conseguenza dei primi 
elementi delle sollecitazioni semplici; e ciascun termine ha un significato chiaro 
ed espressivo. Per contro, il procedimento dei lavori virtuali è più automatico, 
e non richiede che si faccia attenzione ai segni dei vari termini. 

Osserviamo inoltre che il primo termine della seconda e della terza espres- 
sione (569) è ottenuto nello stesso modo della (255). 

b) Se l’arco è snello, sappiamo (nn. 326 d, 331 d) che in generale 
gli integrali contenenti N e 7 si possono trascurare rispetto a quello 
contenente M (nel quale la piccola flessione do produce spostamenti 
amplificati dalle distanze ya — Y 0 %a — ®). Se invece delle (569) si 
impiegano le (572), si può sostituire Mi ed M, con M. 

Tuttavia nel caso frequente in cui la curva delle pressioni si allon- 
tani poco dall’asse geometrico, il momento M ha valori modesti, per 
cui il termine con N acquista notevole importanza (mentre sparisce 
quello con 7, perchè in tal caso 7 è circa nullo ()). 

Quando invece l’arco è poco snello, è necessario tener conto di tutti 
i termini. Se l’arco è notevolmente ribassato, è importante il termine 
con N dovuto alle forze orizzontali (come la spinta H), e quello con T 
dovuto alle forze verticali. Inoltre l’influenza relativa di N è maggiore 
negli archi incastrati che negli archi a due cerniere (n. 417 a). 

c) Quando l’asse geometrico non è una curva avente un’equa- 
zione determinata, e quando A e J variano in modo non esprimibile 
analiticamente, gli integrali che figurano nelle (569) si sostituiscono con 
delle sommatorie. Diviso l’arco in tronchi As, si valutano le lunghezze As, 
e gli elementi y, 2, A, J per le sezioni di mezzo dei tronchi, e si calcolano 
le sommatorie corrispondenti agli inte cali (disponendo i vari termini 
in una tabella, per maggior chiarezza). O meglio, si valutano tali ele- 
menti per le sezioni estreme dei tronchi, e si usa la formula di Simpson (*) 
che dà risultati assai più approssimati (es. 674), e consente perciò di 
dividere l’arco in pochi tronchi: decomposto l’intervallo 0 —! d’inte- 
grazione in un numero pari 2n di parti uguali Ax, e indicati con %, 
21, %2 +». “an i valori della funzione < che figura nell’integrale nei punti 


(5) Quindi in questo caso la semplificazione del n. 362 d) dà risultati esatti. 
(9) V., ad es., S. PINCHERLE: Lezioni di Calcolo infinitesimale, nn. 527, 528, Bologna, Za- 
nichelli. 
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i 
LI 
È 


estremi dei Ax, si ha (però è preferibile la (0019) del Cap. XXXIII) 


1 
ha 


(573) fado = << (20 + 424 22. + 4854 224+ ... 22ona + 42on1 + Zan)» 


ò 
0 


d) In un arco simmetrico, l’area A e il momento d’inerzia J della sezione 
generica definita dall’inclinazione 0 si fanno variare spesso nei modi seguenti: 


A; ds Ti _ ds , 
(a) ni dea °de’ We ca agg! 
oppure 
A, c 
(d) — così” ci così 9? 


essendo A, e J, gli elementi della sezione in chiave (7). 


x 


Se la sezione è rettangolare, il primo modo corrisponde al caso dello spes- 
sore À costante e della larghezza 5 variabile secondo la legge 9 = b, cos 9; mentre 
il secondo modo corrisponde al caso di d costante e di % variabile secondo la 
legge Ah = kh./cos 0. 

In tali casi, spesso gli integrali delle (569) si semplificano. Ades., se /=J,/cos 0, 
nell’integrale dipendente da M il differenziale ds viene sostituito da dx (de = 
= ds - cos 8) (8), mentre il divisore variabile J diventa J, costante. 

Altre leggi più generali per la variazione di A e di YJ sono indicate nel 
n. 421 c, dì). 

e) Nel n. 419 studieremo un metodo per deter- M 
minare la deformata dell’intero asse geometrico. € 


(CILS 


n af a 
»&| ei 


Fig. 796. 


Esercizio 667. — Calcolare l’aumento della corda 1 
di un arco circolare di sezione costante (fig. 796), sog- 
getto a due coppie -M uguali e contrarie. 

Soluzione. In ogni sezione si hanno le sollecirazioni M costante, N=0, 
T=0. Quindi, essendo yy = r(1—cos 0), y=7r(1—cos 0), la seconda delle 
(569) dà (?) 


a 
| (cos 9 — cos 0,) d09 = = (sen 04 — 94 008 0.) . 


fa, cà 
EJ Ya_-Y)= EJ 


e 0 


Se l'arco è semicircolare, si ha Al = 2Mr?/EJ, in armonia con la terza 
delle (537). 


(*) Tali variazioni sono opportune solo negli archi incastrati (n. 411c), mentre negli archi 
a due cerniere è opportuno invece aumentare A e J dalle imposte alla chiave, per tener conto 
dell’eccentricità generalmente crescente della curva delle pressioni. 

(*) Questa semplificazione è lecita anche negli archi di sezione costante, se sono tanto ribas- 
sati da poter sostituire senza notevole errore ds con dr. 

(*) La prima espressione scritta per 4/ è in armonia col terzo teorema del n. 353, poichè 
l'integrale è il momento statico del peso elastico del semiarco rispetto alla retta dello sposta- 
mento di 4. 
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Esercizio 668. — Calcolare l'aumento della corda ! di un arco parabolico 
(fig. 797 a), soggetto a un carico uniforme secondo l’orizzontale e avente le estre- 
mità semplicemente appoggiate. 

Soluzione. Il momento flettente nel vertice vale q2°/8 come in una trave appog- 
giata. Quindi nella sezione di ascissa 2 (fig. 797 b) 


CARRI n 
qu (A si ha è i 
Î ) e Ip 4 
AL rd la » B cs 3 sl 4r?). 


L’equazione della parabola riferita agli assi 
della figura è y= 4fx?/12. Quindi il fattore yy,—Y 
della seconda delle (569) vale 


Vy=f- 7 = p(l°_d28). 


Pertanto, se si tiene conto del solo termine dipendente da 2, e se si ha 
x J=J;jc0s 0 (n. 405 d), la seconda delle (569) dà 


2 
ql f 


pe 
= 2 2 — 47? = i 
ileza (Ya Y) = x »i Is) (12 — 4x2)? de SEI, ° 


Esercizio 669. — Calcolare l'aumento della corda 1 di un arco parabolico 
(fig. 798), soggetto alle due forze P. 


Soluzione. a) In una sezione generica S si ha Le 
n P 279 È 7 NP 
M= PYa—-9), N=Pcos0, T=Psen0. “| 1- > 


ty 
Inoltre è dy=drtg 0. 

Quindi, se A = A,/c0s 9, J = J/cos 0 (n. 405 d), Fig. 798. 
si ottiene (19) 


Dall’equazione della parabola y=4fx®/1? risulta dy/dr=tg 0=8{x/12; per cui si ha 


È 2 22/74 
1 sis Bi te 0 64f2x?/1 


s? = mirri = TT; vi - == 5 
cost = 77 tg°0  1+ 64j?2,0' l+ig°0 14 64ft27/01 ‘ 


(3°) L’espressione 

È ta 2 ua 
= D- 43 fiji — at = di — 
41=P 2/2 (da y? = P EI,J% vi dz 
e 


è in armonia col quarto teorema del n. 353, poichè il fattore che moltiplica P è il momente 
d’inerzia del peso elastico rispetto alla corda, supponendo che esso sia concentrato lungo l’asse 
(ossia considerando puntiformi le ellissi dei tronchi ds); ciò che equirale (n. 362 d) a trascurare 
la deformazione provocata da N e da 7. 
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Sostituendo, si ottiene (11) 


2 1/2 

2Pf? 5 5 2P_( dx +BEE 64j2 2/14 

“di EI; WR gp 4] 1 64jta7A* iste 
__ 8Pliff , PI 1 fala 4f , yPl A 1 ha 4f) 

15£J,° EA, ij FG ( PT init: 1): 

b) Per un noto sviluppo in serie, si ha 
a. 3 1 a a 
arciga =%—3+ > guctga=l_+ us 


Se l’arco è abbastanza ribassato, il terzo termine, che vale 51,2f4/14, si può tra- 
scurare rispetto a 1; per cui si ottiene 


spp, PI (1 Lei . yPl 162 

15EJ,' EA,\ 32) GA, 38° 

Se si pone J/A=J,/A,= 0* e se yE/G=3, risulta 

ni (È tal E 
15 


Al= 


fo) 


= +10,7£ 2 


I due termini di correzione dobuti a . e a T hanno importanza tanto mag- 
giore quanto più importante è g rispetto alle dimensioni j ed l dell’arco. Se 
l’arco è poco ribassato ha più importanza il termine con p?/12; se invece è moito 


ribassato basta tener conto del termine con g?/f?, oltre al termine principale. 


Esercizio 670. — Calcolare la spinta H in un arco parabolico a due cerniere, 
soggetto a un carico q uniforme secondo l’orizzontale, essendo A= A,/cos0, 
J=J.jcos0. 

Soluzione. La H si ottiene uguagliando l’accorciamento Agl che essa pro- 
voca nella corda all’allungamento Al provocato dal solo carico agente sull’arco 
con un estremo scorrevole. 

a) Supposto l’arco abbastanza snello, si può calcolare A, trascurando 
l’infiuenza di N e di 7; per cui vale il risultato dell’esercizio 668. Se si trascura 
tale influenza anche nel calcolo di Ayl (es. 669), si ottiene l'equazione 


8Hlj? _ ql*f i __ ge _ 
1555, spy; ou H=g=M 
Questo risultato coincide con quello che si trovò nell’esercizio 529 trascu- 
rando Ly. Esso è sufficientemente approssimato (e quindi la curva delle pres- 


(33) Ponendo 8f/1* = c, il secondo e il terzo integrale diventano 


u2 l u2 
O dr (È n 1 A cel 

——— = |-arctgcx] = -— arctg— 

1+c*22 te S / e di 2° 

o 
u2 u2 u2 
ca? l+ex3-1 La t 1 cl 
dx = — de:== l aretg cr —- -arctg_. 

lEeco 1+c?23 2° 2 e 2 

o (i) 
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sioni è circa coincidente con l’asse) quando l’arco, oltre che snello, è anche poco 
ribassato. 

b) Teniamo conto ora dell’influenza di N nel valutare Ayl (mentre possiamo 
trascurarla nel valutare Al, perchè N, è minore di quello dovuto ad H, spe- 
cialmente se l’arco è notevolmente ribassato). Si ottiene così 


—. 15 B- Mai 


1587.\ 8 fi) 15EI,* 


da cui (essendo 1:(1+a)=(1—a):(1—a?)=-1—-a, se a è piccolo rispetto a 1) 


n ql*/8Î 2 ( 15 p° 
(574) H= ccnl <S) (12) 
1+4P-£ a sla 
E) 


c) Il momento flettente in chiave è dato da 


ql? 12 15 p° 150° q _ 159° 
=D = LE (17h) os M . 
Ri 8 i 9 Re E 
essendo -M,;, il momento in mezzaria della trave appoggiata. 
Riienendo H = H, = ql*/8j, eccentricità della curva delle pressioni in chiave 
risulta e = M./H = 15£°/8f. 
Nel casu della sezione rettangolare, se 4,/f = 1/10, si ha (p° = 43/12) 


Sn, 0’=0,=1,0%0; 


1 
MU, = 640 Mila, e=7 
essendo o, = — Ho/bh, la tensione nell’ipotesi della curva delle pressioni assiale. 


Esercizio 671. — Calcolare l'abbassamento del vertice O dell’arco parabolico 
dell’esercizio 668, avente un appoggio scorrevole. 

Soluzione. Per la simmetria dell’arco e del carico, la sezione in C non ruota; 
quindi l’abbassamento cercato è uguale e di segno contrario alla variazione 


AlYa — Ye)» 
Trascurando l’effetto di N e di T, la terza delle (569) dà 


1/2 
SA = - Lo | _- da LO sn 
Ma — Yo) -/% (Za — = sdrJe 422) (5 2)de = 38457," 
0 


Quindi l'abbassamento cercato vale 5914/384E7., come per una trave rettilinea 
appoggiata, di lunghezza I, e di sezione costante di momento d’inerzia Js. 


Esercizio 672. — Idem, nel caso degli estremi vincolati a due cerniere fisse. 
Soluzione. Il momento flettente è dovuto soltanto alla differenza HA, H 
(rivolta in fuori), ed è M = (Ho — H)(Ya — y), poichè l'insieme di M, e di Hy 


(3) Allo stesso risultato si giunge anche mediante la (576,), 0 col metodo del n. 417, es. 714. 
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produce momento nullo in ogni sezione. Inoltre si ha N=-Hcos)9= 
= —— H;cos 0, mentre T è circa nullo. 
Quindi la terza delle (569) dà 


1/2 172 
— H 1 
A (Ya — Ye) i /M_yse nd Ho J cost 9drtg 0 = 
ò 


EA, 
0 


1/2 
1j l 13 
ni pat E 0 }_{SSEDs \-) 1] (Page ME 3 & 
sÎ° 3; TR / (2— 4x )(5 2) dx 64; sen 0 cos 0 dr. 
0 (i) 


La funzione che figura nel secondo integrale è 


tg 0 8fa/12 


sen 0 così = I+te0 1 64223 * 


Eseguendo le integrazioni (1°), si ottiene 


— 2590 0, o | 
Me = — Ayo—Y = ToRaeT, | + 19857, fr 8\1 +10 È). 


Ss la sesione è rettangolare di altezza À, in chiave, supposto %,/f = 1/10, 
jl = 1/5, si ha p*/f? = 1/1200, log 1,64 = 0,4947; quindi l'abbassamento risulta 


(4 
Ne = (0,000020345 + 0,000003221) di 5 
e 


ed è circa 550 volte minore di quello che si ha quando gli e_tremi sono scorre- 
voli (14). 


Esercizio 673. — Determinare le reazioni dei vincoli di un arco circolare 
(8,= 60°) di sezione costante, perfettamente incastrato 
aszli estremi, provocate da un carico P concentrato sul P 
vertice (fig. 799 a). 

Soluzione. Assunte come incognite iperstatiche la 
spinta H e il momento M, in chiave, in una sezione 
generica S si ha (fig. 799 b) 


M= M.+ Hy—(P/2)x. 


Per la simmetria dell’arco e del carico, la sezione 0 [Ss 
non ruota e non si sposta orizzontalmente. Quindi le 
incognite M, e H sono determinate dalle condizioni Fig. 799. 


(*) Ponendo 8}/1? = c, il secondo integrale diventa 


1} 
net [log 1 + #2) S = log (1 + Dl 
o 


Y2 


Pi 


ce 1 ( 2c%7 


1rFea® =>] i+ea 2c 2 
O) ò 


Ri 


(24) Il caso di un carico P concentrato in chiave sarà studiato nell’esercizio 718. 
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A(06,—0,)=0, A(x.—)= 0. Per cui, se si tiene conto della sola deformazione 
provocata da M, ed essendo y, = 0, le due equazioni risultano 


b b 
fxas=0, fmyas=0; 


c c 


ossia, sostituendo a -M la sua espressione, 


b >, D 3 a È 
U,fae+fyd:-37|2è, M.fyds+H|yd=5 |eyds. 
e ce e c é c 
I vari integrali valgono 
° } 27r—-3V3 
BRL e een 2 
fa=ir fra nta | yas 5 
c c e 
° 3 I 
4n—- 7 ( 
2 A 3 —: Se 
Jeas- 8 la fayds gl - 
ce 


Quindi le equazioni diventano 


2r—-3V3 


r 
6 Hr=Pj» 


1: 


da cui si ricava 


3 5a —-9V3 


=. —_ ———T_____ Pr, 
2 4n°+3V37— 54 


H = 9, 2V3—-nr 
2 43 +3V3r— 54 
Il momento d’incastro risulta 


1.6r+9v3—-2V3=? Pr 
2° 4n°+3V3r— 54 


M,= M,= 


Si ha così 
M,= 0,09944Pr, M,=0,06898Pr, H=0,8051P. 
(Se l’arco fosse a tre cerniere, si avrebbe H = (/3/2)P = 0,8660 P). 
Esercizio 674. — Calcolare mediante sommatorie lo spostamento orizzontale 


e quello verticale dell’estremo 0 del semiarco parabolico della fig. 800 (f = 2/2), 
provocati dalla coppia M (supposto che sia J= J./cos? 0, 


M 
GF g = n. 405d). 


} a) Soluzione. a) Si è scelto un caso per il quale si può ese- 
= t guire il calcolo esatto, per poter valutare l’approssimazione che 
y si consegue mediante le sommatorie. Perciò calcoliamo da 


Fig. 300. prima gli spostamenti esatti. 
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Le (569) diventano in questo caso (15) (y = jx?/12) 
Ma J : M fi } gi 
HM ds i 4 T{ x° dx Di 
&=] ET EJ.] gue bang e] 1 Lap ao 
ce 1) 0) 
M ji W 12 4-7 MI? MI 
Lie  4 Pre ae . a eo ee :3 AS 
EI, È dp (1 5} arctg 1) SEL 0,10730092 Dr 
D) 
° Mds M MU 1 log 2 MI? Ml? 
= -X= ——- Ss x= —- pus = 57359 o 
Ne i ET ®= BJ ] x così 9 dr EL. za lo ET. 0,3465735 EJ, 
c 0 


b) Dividiamo l’arco in soli quattro tronchi (per giudicare meglio la facoltà 
di approssimazione dei procedimenti per sommatorie), di proiezione orizzontale 
costante Ax = 1/4, e valutiamo i vari elementi in corrispondenza dei punti di 


mezzo dei Ax: 


x > cos? 8 
1/8-1 1/128 -1 64/65 
3/8 -1 9/128 -7 64/73 
5/8-1 25/128 <1 64/89 
7/8-1 49/128 -/ 64/113 


y cos? 6 


0,00769231 » 
0,06164384 - 
0,14044943 - 
0,21681416 - 


x cos? 8 


0,12307692 - 
0,32876712 - 
0,44943820 » 
0,49557522 - 


Quindi, sostituendo gli integrali con sommatorie, si ottiene 


M I MI? 
Ss 829-- = rl 
A EI, y cos? 8 1 0,10664993 EI, 
_HKsred.l_ a asssraa HU 
Ne EI, di X COS 0 " = 0,34921436 EJ, . 


(0,61 % 


in difetto) 


(0,76 % in eccesso) 


c) Usiamo ora la formula di Simpson (573). I vari elementi nelle cinque 
sezioni estreme dei quattro tronchi, e le funzioni z=y cos? 0 e 2= cos? 0, 


valgono: 

x y cos? 0 y cos? 0 

0 0 1 0 
1/4-1 1/32 -1 16/17 0,02941176 - 
2/41 4/32 -1 16/20 0,10000000 - 
3/4 1 9,32 -7 16/25 0,18000000 - 
4/4 -1 16/32 «1 16/32 0,25000000 - 

(3) Ponendo 2}/1? = e, si ha 

} ax 1f1+@28-1 1 

! 1:03 dA ! 152,73 = a i 

i rdr È 2e2x 1 


I1+c222 
CU] 


NANA 


x cos? 0 
0 


0,23529412 » 
0,40000000 - 
0,48000000 - 
0,500L0000 - 


ti 
1 1 1 
[ tar” (arete ce)| = a (a So arctg ci). 


L. ff 1 1 È 
= sal E A flog a +29) = di tog 1 +08). 
(1) 


SANA 
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Quindi si ottiene 


M_ 1 MI? 
E=3-: = (204 42,4 225 + 423+ 24) = 0,10730392 BP, ,  (0,0028% in eccesso) 
i BI: 18° EJ, ‘ 
M MI? ; 
Ne EL LI (204 42, + 2294 423 + 24) = 0,34676471 ca a (0,055 % in eccesso) 


L’approssimazione che si ottiene usando la formula di Simpson è dunque 
malto migliore di quella data dalle sommatorie corrispondenti agli integrali; 
ed è soddisfacente anche se si divide l’arco in soli quattro tronchi. 


Esercizio 675. — In un arco semicircolare di sezione costante, a tre cerniere, 
calcolare la rotazione relativa 0, provocata in C dal 
carico P (fig. 801). 

a) I° soluzione. Se si pensa l’arco svincolato in A 
e in B, per effetto della sola deformazione elastica la 
corda AB subisce un allungamento A(x,—%) dato dalla 
seconda delle (569). Inoltre, se ciascun semiarco ruota 
rigidamente intorno a C dell’angolo @./2, la corda si 
allunga di 9,4. =©T. Perciò, se le cerniere d’imposta 
sono rigide, l'angolo ©; è determinato dalla condizione 
Ara —%) + @.T = 0; ossia, se si trascura la deformazione dovuta a N e a T, 


Fig. 801. 


la) 
Mas 
| ; “sd ei 


a 


In una sezione generica $S si ha 


ai 


P Pr 
gr —omg)= ren @ mr) — Mg), y=TS0Nn0. 


Quindi risulta 


77/2 


3 Pi «el a 
E (1 cos” —senw)senwdw +o7=0, da cui netto 


D) 


b) 2° soluzione. Allo stesso risultato si giunge mediante il principio dei la- 
vori virtuali (n. 328 c), applicando in C due coppie unitarie fittizie di sensi op- 
posti, che provocano una spinta fittizia 1/r e un momento fittizio M,= —1lsen w. 


Esercizio 676. - Calcolare l'abbassamento della cerniera © (fig. 801). 

a) 1° soluzione. È uguale all’innalzamento di A rispetto a O. Svincolato 
l'estremo A e applicate le reazioni, supponiamo da prima che in C non esista 
la cerniera. L’innalzamento di A si potrebbe ottenere mediante la terza delle 
(569); ma è più spedito l’impiego delle espressioni (545), (544), per le quali si ha 


3r—8 (2/2)? 1 (P/2)?° _ 3r-10 PA 
4 EI 2 EI — 8 EJ 


Na = 
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Inoltre, per effetto della rotazione ©,/2 (es. 675) del semiarco AC intorno 
a C, A si alza di 
IZ De t-2 Pr 


2 8 EI 


Quindi l'innalzamento complessivo di A, ossia l'abbassamento cercato di C, 
risulta 


(3,74 volte maggiore di quello che si ha nell'arco a due cerniere, es. 450). 

b) 2° soluzione. Nonostante l'abbreviazione del calcolo di Na. che ha evi- 
tato l’impiego delle (569), tuttavia in questo caso riesce più immediato l’im- 
piego dell'equazione (481,) dei luvori virtuali, che evita di tener conto a parte 
dell’influenza della rotazione in C. Infatti, essendo 


P 1-: 
M=5(1-coso—seno), MU, = (1-cos®—sen 0), 
si ottiene 
2/2 
s PE f A T_-3 Pr 
Mm == 2159 | (1—cos® — sen odo = 37 5: 


0 


406. La curva delle pressioni. 


a) Ricordiamo (n. 53) che in un arco la curva delle pressioni è 
quello fra gli infiniti poligoni funicolari colleganti le forze applicate 
che ha come primo e ultimo lato le reazioni 
d'imposta R, ed R,. 

Si chiama anche poligono delle successive ri- 
sultanti, perchè un suo lato generico è la retta 
d’azione della risultante È di tutte le forze che 
lo precedono, compresa la reazione R,; mentre il 
valore di R è dato dalla proiettante corrispon- 
dente nel poligono delle forze. Perciò lo sforzo 
normale N e lo sforzo di taglio 7" in una sezione 
$ si ottengono decomponendo la R relativa a S Fig. 802. 
secondo la normale e la parallela alla traccia di $ 
(fig. 40); mentre il momento flettente M è dato (n. 17 5) da una qua- 
lunque delle tre espressioni (fig. 802) 


(575) M=Rd=Vd,= Hd,, 


Nello stesso modo si ottengono anche i momenti di nocciolo M, 
ed M,, misurando le distanze d, d,, d, da m e da n, anzichè da G. 
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Il comportamento statico di un arco è tanto più soddisfacente quanto 
meno la curva delle pressioni si scosta dall'asse geometrico, perchè .}f 
risulta altrettanto minore. 

Le sezioni risultano totalmente compresse (n. 261 b} se la curva delle 
pressioni è contenuta nella striscia definita dai punti di nocciolo «di 
tutte le sezioni (dai terzi medi se la sezione è rettangolare). 

Se l’arco è reticolare, si ottiene il momento M, rispetto al polo m 
di un’asta leggendo le distanze d,d,, d, da m. 

b) Nel caso frequente in cui tutti i carichi siano verticali, la risul- 
tante R relativa a una qualunque 
sezione S ha la componente orizzon- 
tale H costante (fig. 803), e uguale alla 
componente orizzontale (spinta) delle 
reazioni R,, È. 

Perciò in questo caso è più comodo 
calcolare M in una sezione S_ mediante 
la terza delle (575). Quindi la curva 
delle pressioni riferita all’asse dell’arco, 
con ordinate verticali, è il diagramma 
M a meno del fattore H. 

Se 0’ è l’angolo che R fa con l’oriz- 

Fig: 808, zontale, si ha R= H/cos 6". L'angolo 

0’ differisce tanto meno dall’angolo 6 

della sezione S corrispondente a PR, quanto meno la curva delle pres- 
sioni si scosta dall’asse. 

c) Negli archi a tre cerniere la curva delle pressioni è determi- 
nata staticamente dalla condizione che i lati estremi e un lato inter- 
medio passino per le tre cerniere (n. 68 c). 

Negli archi a due cerniere i lati estremi devono passare per le cer- 
niere. 

d) Negli archi a due cerniere e negli archi incastrati con vincoli 
rigidi, la curva delle pressioni non può coincidere con l’asse dell’arco. 
Infatti, le sollecitazioni M e 7 sarebbero nulle in tutte le sezioni, per 
cui l’arco si deformerebbe per effetto del solo sforzo normale N, 
che produrrebbe un accorciamento di tutti i tronchi ds, e quindi un 
accorciamento della corda, incompatibile con la rigidezza dei vincoli 
(v. anche il n. 417 a). 

Soltanto se si provocano delle tensioni opportune indipendenti dai 
carichi (ad es., mediante opportuni spostamenti dei vincoli, nota 80) 
si può riuscire a rendere assiale la curva delle pressioni relativa a un 
determinato sistema di carichi (es. 695). 


e) È evidente che la curva delle pressioni è più incurvata dove agiscono 
i carichi maggiori, perchè in corrispondenza di essi le proiettanti del poligono 
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delle forze cambiano direzione più rapidamente. Perciò se si hanno forti carichi 
alle reni, la curva delle pres- 
sioni ha l'aspetto della fig. 804 a), 


Val 
mentre se si hanno forti carichi ti 
intorno alla chiave, la curva ‘ A 4 
delle pressioni ha l’aspetto della o / b / 0) 


fir. 804 b). Nel caso di un carico 
considerevole concentrato in 


ì\ 
chiave, la curva delle pressioni Î\ 
presenta una cuspide in tale 
punto (fig. 804 c). Fig. 804. 


407. L'arco a due cerniere: carichi fissi. 


a) Consideriamo l’arco soggetto a carichi verticali fissi qualsiansi 
(fig. 805 a). 

Le reazioni verticali Y, e V; sono le stesse che si avrebbero nella 
trave appoggiata di luce / (n. 62 d); per cui 
si ha V, = 2. Pb/l, V, = X Pal. 

La spinta H è staticamente indetermina- 
ta. Reso scorrevole l'appoggio A (fig. 805 Db), 
la H è determinata dal rispetto del vincolo 
soppresso; per cui, se le cerniere non sono 
cedevoli (n. 409 c), la H dev'essere tale da 
far accorciare la corda di quanto la fareb- 
bero allungare i carichi. 

Se si indicano con My, No, To le solle- 
citazioni dovute ai soli carichi e alle reazioni 
verticali (come nella trave appoggiata, ossia 
facendo astrazione da H), le sollecitazioni effettive M, N, 7 risultano 


(a) M=M—-Hy, N=N,-Hcos®0, T=T,—Hsen0. 


L’equazione determinatrice di H si ottiene calcolando AI, ossia 
A(r, — %), mediante la seconda delle (569), nella quale si introducono 
le espressioni (a), e annullando il risultato. Oppure calcolando separa- 
tamente AZ dovuto a M,, No; To; e AI dovuto ad H (ossia ai secondi 
termini delle (a)), e annullando la somma algebrica dei due risultati 
(es. 670). O finalmente applicando l’equazione (479) dei lavori virtuali 
(o il teorema di Castigliano, n. 340 d) per y, ossia AI, uguale a zero, 
e introducendo per M, N, T le espressioni (a), e per M’, N’, 7” le 
espressioni che risultano dalle (a) per la « sollecitazione H = 1», cioè 


M=-—-1-y,. N=-1-così, T'=—1-sen0. 
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Si ottiene così 


) [Ao a, 412 peli gs 4/7 Tosen? qs — 


a 
dò 


=E($ TELIESTELIO ia N 
a a 
da cui si ricava 
(Mist ge 4 [Poco 0 a 4 (yTson0 gg 
(576) H= da Faogi Ta + | sen" 0 gs 
15 13 GA 


Mo ar 3 {St ae 4 (EZ30 


(a+ 3 fel 040 + f | Sen ay 

b) Supponiamo che la curva delle pressioni sia abbastanza pros- 
sima all'asse dell'arco. Trascurando perciò la deformazione dovuta al 
taglio 7 effettivo (7° è tanto minore quanto meno la curva delle pres- 
sioni differisce dall'asse), ed esprimendo la deformazione dovuta allo 
sforzo normale N mediante un solo termine contenente N (N= 
= — H/cos 0'= — — H/cos 6, n. 406 b), la (b) diventa 


b 
My "N Em ; IM — Hy)y 
;» (34 ds ds=0, ossia / ei [giano 


a 
Quindi si ottiene 


My de 
(576,) H= ball i 
Yy ds La I ds 
ET | EA 


Quando la curva delle pressioni si scosta poco dall’asse, la (576,) è 
ottimamente approssimata (sarebbe esatta se la curva coincidesse con 
l’asse) (es. 677). 

Si giunge allo stesso risultato applicando la teoria dell’ellisse di elasticità, 


se si tiene conto dell’influenza di N e parzialmente di quella di 7 (1) secondo 
il procedimento semplificato del n. 362 d). 


(3*) Non deve stupire che il risultato sia uguale a quello (576,), ottenuto trascurando 7, 
perchè si è supposto N = — ZH/cos®@, ciò che è esatto solo quando la curva delle pressioni è 
assiale. Ma in questo caso 7 è nullo; per cui è cquivalente trascurare 7, oppure tenerne conto 
im parte o in tutto. 
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In tal caso le ellissi parziali dei tronchi ds sono dei circoli di raggio p=V/ J/A. 
Quindi, essendo verticali le forze relative alla sollecitazione M,, la deformazione 
di ds è una rotazione do = M,ds/EJ intorno a un punto situato sull’orizzon- 
tale per il centro elastico o di ds. Per cui lo spostamento orizzontale di A è dato da 
y do, e il numeratore della (576) si riduce al primo termine (in armonia con la (532)). 

Invece la deformazione di ds dovuta ad H è una rotazione dg = H - w#ds/EJ 
intorno a un punto posto sulla verticale per o e distante y= y + p°/y dalla corda. 
Per cui lo spostamento orizzontale di A è dato da H - yy’ ds/EJ= H(y° + p?)ds/EJ, 
e il denominatore della (576) diventa quello della (576,) (in armonia con la (531)). 

e) Molti autori consigliano, quando l’arco è snello, di trascurare nella 
(576) i termini contenenti N, e T (perchè piccoli rispetto a quello con M,) e 
quello contenente 7”; e di tener conto del termine contenente N’ (!°), special- 
mente se l’arco è notevolmente ribassato. In tal modo si ottiene 


Moy 
| re Ì 
(576,) H= ———__;-_— (E si può tralasciare) 
di y? , f cos? 08 
ar] na 
Questa espressione è però, in generale, meno approssimata della (576,) (18). 

d) La spinta H provocata da carichi fissi si può anche ottenere 
mediante la linea d’influenza della Y (n. 408 a). 

e) È opportune osservare che il momento flettente M in una 
sezione generica si calcola mediante la differenza M, — Hy di due ter- 
mini che in generale sono poco diversi tra di loro (e talvolta pochis- 
simo, se la curva delle pressioni è molto prossima all’asse); per cui la 
differenza è molto minore dei termini stessi. Ne segue che per otte- 
nere una buona approssimazione percentuale nel valore di .M è neces- 
sario determinare H con un’approssimazione molto più elevata (19) (°°). 

Quindi per un calcolo corretto è necessario tener conto di parecchie 
cifre, per cui è indispensabile la macchina calcolatrice (?!). 


(1?) Se si trascurasse anche il termine contenente N’, si otterrebbe l’espressione (a) dell’eser- 
cizio 528, che è poco approssimata, specialmente quando l’asse differisce poco da una funico- 
lare del carico, e quando l’arco è alquanto ribassato (es. 529, n. 417). 

(1*) Infine, se l’arco è sufficientemente ribassato, qualche autore sostituisce cos? 9 con 1; 
per cui la (576,) diventa la (576,). In tal modo si giunge alla (576,) mediante una serie di 
approssimazioni disparate, che non consentono di giudicare dei limiti di attendibilità di essa. 
Invece nel modo indicato si è ottenuta la (576,) mediante l’unica ipotesi che la curva delle 
pressioni sia pressochè coincidente con l’asse dell’arco; per cui è evidente che la (576,) è tanto 
meglio approssimata quanto più la curva delle pressioni è prossima all’asse. Ciò che consente 
inoltre di giungere alla conclusione indicata alla fine del n. 407 e). 

Nel caso ìn cui l’asse coincida con una funicolare del carico (n. 416), l’unica inesattezza 
della (576) è dovuta al fatto che, ciò nonostante, la curva delle pressioni può scostarsi legg: r- 
mente dall’asse (n. 417); per cui la soluzione esatta si ottiene solo mediante la (576), o la (589). 
Tuttavia l'errore dato dalla (576,) è insignificante. ° 

(®*) n valore di H vién@ moltiplicato per una y considerevole, ciò ché fa aumentaré l’er- 
rorè percentuale di H rispétto al valore modesto di M = M,— Hy. 

(3*) Valgono naturalmente le stesse considerazioni delle note 2 e 44. 

(31) Ad es., supponiamo che sia My= 46978 kgm, y= 5.50 m, e che il valore esatto di H 
sia 8422 kg; così che risulta MM = 48978 — 8422 - 5,50 = 40978 — 46321 = 657 kgm. Se invece 


172 CAPITOLO DICIANNOVESIMO 


A questo proposito ricordiamo che l’approssimazione della (576,) è 
tanto migliore quanto più la curva delle pressioni si accosta all’asce 
geometrico. Invece l’approssimazione è peggiore per quelle condizioni 
di carico cui corrisponde una curva delle pressioni che si discosta dal- 
l’asse. Tuttavia anche in questi casi non vale la pena di usare l’espres- 
sione esatta (576), poichè il piccolo errore che si commette calcolando H 
con la (576,) non produce un sensibile errore percentuale sul momento 
flettente M, perchè in questi casi il momento stesso è considerevole 
(si potrebbe anche trascurare totalmente l’influenza di N e di 7, tanto 
più che l’influenza di M diventa preponderante). 

In altri termini, la (576,) dà i migliori risultati proprio în quei casi 
nei quali è necessaria una maggiore esattezza nella valutazione di H. Quindi 
si può usare in ogni caso (22) (23). 


Esercizio 677. — Calcolare la spinta H in un arco parabolico a due cerniere, 
caricato uniformemente, tenendo conto in modo completo dell’influenza di N 
e di T(J=4J,/cos 0, A = A,/cos 0). 

Soluzione. Assumendo Porizine degli assi nel vertice, le sollecitazioni nella 
trave principale sono espresse da (es. 668) 


MI, = Tae — 42°), N=— gqrsen 0, T,=gqecosì. 


"My i _ Bj N 008 9 dB (11 i 
= rr JT “= ata (= gare 7)» 
gue sen mo ql? 1 di 
ds "= sg =g arcl 1): 
I termini del denominatore sono 
pid _ SP feost0 Lat! 
EJ © 1557,’ da Sg > 


sen? 0 1 l 
fx GA d=xgx(1-7 arcte D. 


sì trova per XH il valore approssimato di 8410 kg, si ottiene M = 46978 — 8410 - 5.50 = 
= 46978 — 46255 = 723 kgm. Ciò è dovuto al fatto che nella sottrazione le prime cifre si elidono, 
e restano solo quelle finali, che si sono valutate con incertezza. Quindi, pur avendo valutato H 
con un errore di 1,42 per mille, si ottiene M con un errore del 10 per cento (si veda in pro- 
posito il n. 443 db). 

(*?) Se si usa la (576,) anche nel caso più sfavorevole di un solo carico concentrato (la bila- 
tera della pressioni è molto discosta dall’assé), l'errore commesso si compensa se poi si sommano 
gli effetti per valutare la H dovuta a un sistema di carichi cui corrisponda una curva delle 
pressioni prossima all’asse (come assicura il principio della sovrapposizione degli effetti, poichè 
se si studiasse direttamente l’effetto complessivo di tali carichi, il risultato sarebbe circa esatto). 

(3) Giova infine ricordare che in ogni caso l’errore non riguarda il termine principale dipen- 
dente da M, ma soltanto i termini dipendenti da N e da 7. 


Sostituendo nella (576) e riducendo, si ottiene (p* = J./A., xE/G = 3) 
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5 2 
142. (2-2 aretg 5) ì 
8 i 4î l ql 
STE PILIANERE. i ia 
a ‘p\3-?gsrte7) 


1 


Per diversi valori di 4/f (sezione rettangolare, p? = 4*/12) e di {/l, i coeffi- 


sienti c e c, risultano 


h/j iN c esatto c, approssimato errore 
1 \ 1/2 0,9996096636 0,9996095275 0,14 - 10-8 
50 ) 1/5 0,9996095803 0,9996095275 0,05 - 10-85 
| 1/10 0,9996095414 0,9996095275 0,01: 10 
1 \ 1/2 0,9984421076 0,9984399376 2,17-10-$ 
10 1/5 0,9984407033 0,9984399376 0,70 - 10-58 
( 1/10 0,9984401718 0,9984399376 0,23 - 10-68 
1 | 1/2 0,9938230799 0,9937888199 34,26 + 10-98 
5) 1/5 0,9938008773 0,9937888199 12,06 - 10-68 
( 1/10 0,9937925784 0,9937888199 3,76 - 10-6 


L’errore che in questo caso si commette usando la (576,) è dell'ordine del 
milionesimo, ed è dovuto (n. 407 b) alla non perfetta coincidenza (n. 417) della 
eurva delle pressioni con l’asse dell’arco. 


Esercizio 678. — Calcolare la spinta H in un arco parabolico a due cerniere, 
soggetto a un carico P nel vertice (fig. 806a), sapendo che A = A;/cos 6, 
J=J/cos 0. 


p 
Soluzione. a) Con le indicazioni della fig. 806 b) 2) 
si ha in $ ic 
4 { B 
P 4f Tia 2 : 
Mi= (1-22), veg. y=g (00422); ” Bi pi 
4 C) 8 
di 8f 1 | bol i 5) 
Di po=tg0, cost 0 = gg ASS iu 
Fig. 306. 
Calcoliamo gli integrali che figurano nella (576,): ce 
M, 207 Pi È 5P12} 
Mo, __£ [7 = : a i 4a ese 
ET = FT. | atyyax DEI. (1— 2x)(1° — 4?) de 48EI, * 
0 0 
Ù 
Vo - 2 [a dsa PE de — *_ 
ET = Im] 440 = ET EA © EA,° 
o 
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___——_———————_|°èò°òÒ@_»»ym»»Ò-_-_c<To=mQ<ò)Ì—-—)-—)»|-}bbòoò| {| kKmoW - I )ì\-eM gmedl]le 


Sostituendo nella (576,) e ponendo J/A,=J/A= g°, si ottiene 


5Pl?f 25 PI 
_ _ 48EJ, 128 f _ _25 PI 15 p 
H= 817? Pet ig REL a RF E “aj = Ho» 
15EJ,' EA 8_f 


dove con H, si è indicato il valore di H che si trovò nell’esercizio 528 trascu- 
rando l’influenza di N e di T (?4). 


Esercizio 679. — Determinare il momento flettente nell’arco dell’esercizio 678. 
Soluzione. Misurando x dalla verticale per A e y dalla corda, in una sezione 
generica della metà sinistra si ha (4 = — Ho) 


Il momento si annulla in A e in un punto D di ascissa 2 = 91/25. Fra A e D 
è negativo. In C si ha 


7 7 PI 7 
Max = pa I = 32 a = 32 (II 1/o)irare » 


Per x = 0,180! si ha M,;n = — (3:24/128) PI. 


Esercizio 680. — Risolvere l’esercizio 678, tenendo conto in modo completo 
dell’infiuenza di N e di T. 
Soluzione. In una sezione generica S si ha 


cos 0. 


LA 


N,=—Z sen), T, = 


Quindi il secondo e il terzo integrale del numeratore della (576) valgono (nota 13) 


12 


N; cos 6 _ Tosen 0 P __Pyf. 
ia as + fa ET ds=(-71+77)/sn00s0@= 
0 


PI? _ E fe 


Il secondo e il terzo integrale del denominatore valgono (nota 11 o es. 669 a) 


12 12 
cos? è sen? 0 2 5 21, 

— ds +] va ds = z4,/ cos? 0 de +x75,] sen? 0 dr = 
0 O) 


EA GA 
U 1 4j 
A; I 1a) pete +%al‘ 


(34) Se P agisce in un punto generico distante @ dalla verticale per 4, posto a/l = a st 
trova (trascurando l’influenza di N e di 7) (es. 684) 


cai MR 
= po a)(1 +a ad= 


5 La — 2a3 + a‘). 


Questo risultato si può usare anche se la sezione è costante, purchè l’arco sia notevolmente 
ribassato (nota 8). 
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Tenendo -conto anche degli integrali calcolati nell’esercizio 678, sostituendo 


nella (576) e riducendo, si ottiene 
3 03/ E f 
SE) (1 + 165) 


H=cH,, dove e=-—, 


Supposta la sezione rettangolare di spessore & (2 = k?/12), e ritenuto 
E|G= 2,5, si sono calcolati i valori dei coefficienti c e c, (es. 678) per diversi 
valori dei rapporti A/f ed j/l: 


h/f 1/20 1/10 1/5 


{n 1/2 1/5 1/10 1/2 1/5 1/10 1/2 1/5 1/10 
e 1,00010 0,99948 0,99916 1,00038 0,99792 0,99666 1,00152 0,99178 0,98678 
c, 0,9996 0,9996 0,9996 0,9984 0,9984 0,9984 0,9938 0,9938 0,2938 


Come si vede, l’influenza di N e di 7 è tanto maggiore quanto meno l’arco 
è snello, e varia anche col ribassamento. Tuttavia, nonostante i valori errati 
di He di c.H,, l’errore percentuale di M,,,z (es. 679) non è elevato (n. 407 e). 


Esercizio 681. — Arco semicircolare a due cerniere, di sezione costante, sog- 
getto a un carico P nel vertice. 


Soluzione. Nella sezione definita dall'angolo 0 si ha 


Mo=Èr(1—sen 0), N=—Èsen0, T,= cos 0, y=rcos0. 


Eseguendo il facile calcolo dei termini della (576), si ottiene 


ict, È |, B.P e 
2EI 2>EA 361 Pl_patraga pl+25 
fa ne ae Egr 
2E) * 2EA * 3GA Lt stia 1448 


se si suppone yE/G = 3 (sezione rettangolare). 
Per h/r = 1/5 il coefficiente di P/7 (es. 429) vale 
= 1/10 vale 0,9983. 


Esercizio 682. -— Studiare l’arco pa- der 
rabolico di sezione costante della fig. 807, i 
vincolato a due cerniere fisse. 


u 
1 200m 
50 ——- sot 50 25 Ta 


DI 


Soluzione. Per la (576,) si ha Fig. 807. 
1 M 
3 fstyas Satmas E da 
esa aa 
3Jea+3 4 Sea + er Salgd+I ; 


Il calcolo degli integrali riuscirebbe laborioso, per cui è preferibile il pro- 
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cedimento per sommatorie, usando la formula di Simpson (573). Decomposta la 
semicorda in quattro tratti uguali, lunghi A: = 2,50 m, nei loro estremi si ha 


Sezioni My Y cos 0 
0 0 0 0,9285 
1 5,0 P 0,875 m 0,9578 
2 7,5P 1,500 » 0,9806 
3 10,0 P 1,875 » 0,9950 
4 10,0 P 2,000 » 1,0000 


Quindi i due integrali risultano 


Sai da = 220 (0 + 4- 4,568 + 2- 11,473 + 4- 18,844 + 20,0)P = 227,66 P 


2 
Sade? 2220 (044. 0,799 + 2- 2,295 + 4- 3,533 + 4,0) = 43,20. 


Sostituendo nell’espressione di H, si ottiene (L = l + 2,67f?/1, (106)) 


_ 227,66 P = ass P°\ (ss 
E = NP ROSI o" 5,270P(1 1,90 n) (25) 


Esercizio 683. — Calcolare la spinta H nella struttura della fig. 808. 
Soluzione. Per la metà sinistra si ha 


W=32, y=rctg0. 


Perciò, supponendo costante la sezione, risulta 


12 
Mag as - Pig0._2 (n Pro 
2EJ così, — 24EJ cos 0” 
0 
i y2 ds tte? 0 ds l 
Fig. 808. e‘ a cu Fata — SIISETTA ZIE 
EI — 12EJ cos 0° EA FA cos 0° 


Sostituendo nella (576,), si ottiene 


_ P/2tg 0 DI P (1- p 
H= 12:97 ted 36) 


L’influenza di N è 1,6 volte maggiore rispetto al caso dell’arco parabolico. 


(**) Questo risultato è in eccesso di 2,7%, perchè la formula di Simpson applicata al primo 
integrale dà un errore considerevole, dovuto alle discontinuità angolari della funzione Mpy. Il 
valore di H, è 5,13 P, come risulta calcolando gli integrali e scindendo il primo in tre termini 
estesi da 0 a 7/8, da 7/8 a 31/8 e da 37/8 a 7/2, con M, rispettivamente uguale a 2Pz, P(r + 1/8), 
Pl/2; oppure, più semplicemente, applicando la formula della nota 24. 
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408. L'arco a due cerniere: carichi mobili. 


a) Linea H. Determiniamo anzitutto la linea d’influenza della 
spinta H, dalla quale si deducono poi facilmente le altre linee che inte- 
ressano. A tal fine facciamo uso della teoria dell’ellisse di elasticità, 
per cui conviene assumere come sistema principale l’areo svincolato 
completamente in A. 

Posto. .P =1 in un punto D generico (fig. 809 a), aggiungiamo 
le reazioni V, = 15/l e H dei vincoli soppressi (fig. 809 b). L’inco- 
gnita H è determinata dalla condizione che 
la distanza AB rimanga invariata, ossia 
che lo spostamento orizzontale &, di A sia 
nullo; per cui, distinguendo gli effetti di P, 
V, e H, dev'essere 


(a) Ept Ep, +6a=®- 


Nel sistema principale che si è assunto, 
la forza 1 deforma soltanto il tratto DB, 
mentre le forze V, e H deformano l’intero Fig. 809. 
arco. Perciò, applicando il quarto teorema 
del n. 353 (2), e riguardando £ positivo quando corrisponde ad aumento 
della corda (É positivo verso sinistra), la (a) diventa 


(01) 1-SE + Va Jie — Hdi =0. 
Se si procede numericamente (n. 408 d), è necessario ripetere molte 
volte il calcolo del primo momento centrifugo, che varia con la posi- 
zione del carico; ciò che invece si evita con la seguente costruzione grafica: 
Supposto l'arco a parete piena (fig. 810 a), decomponiamolo in 
tronchi As, e calcoliamo i pesi elastici w e i semiassi gp, e g, delle 
ellissi di ciascun tronco (n. 358): 


As FI INS E 


w=gg =lt. a=liatrxao w= ws. 


Le quantità w' sono i momenti statici dei w rispetto alla corda x (pesi 
elastici di secondo ordine), che conviene calcolare immediatamente, 
perchè da essi dipendono i tre momenti centrifughi e d’inerzia della (a,). 

Applichiamo i w’ nei loro baricentri (che sono gli antipoli della 
corda rispetto alle varie ellissi), considerandoli come forze verticali, 
costruiamo il poligono delle forze w', e colleghiamole con un poligono 
funicolare p di distanza polare A (fig. 810 b). Il segmento cd intercetto 


(8*) Ricordiamo (n. 365 c) che per la ricerca dello spostamento di A nella direzione AB, 
l'estremo 8 si può considerare incastrato anche se è vincolato a cernicra. 


O. BeLLUZZI — Scienza delle costruzioni — II 12 
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sulla verticale v del carico 1 fra il poligono p e il suo ultimo lato B, A{ 
è tale che moltiplicato per X dà (n. 32) il momento statico rispetto a © 
dei «w' compresi fra D e B; ossia dà il primo momento centrifugo 
«della (a). Analogamente, 4,4;- dà il secondo momento centrifugo. 


CGI: | REGIONE RIIPRIA OEA, 


A; Fig. 810. 


Inoltre, se y' sono le distanze degli antipoli suddetti dalla corda, il 
momento d’inerzia J, è dato (n. 78.5) da Jj,= Zw'y'; e per la (58) 
si può scrivere J, = yy Yw", essendo y, = Zw'y': Zw' la distanza 
del baricentro X o G’ dei momenti statici w' dalla corda. 

Pertanto, la (a.) si trasforma nella 


(47) —1-04-:x+1}-44/-2-H-gyZw=0, 


Ma si ha (b/2)4,4{= ed; per cui i primi due termini valgono — 1- cd A + 
+1l-ed X=1-e0X=1-7x),e la (a.) diventa 


(43) 1-nMX-H-yzZw=0. 


Infine, se si è assunto X = 2 w', la (43) si semplifica, e si ottiene 


(577) H=1-. 
Yx 
Questo risultato dice che il poligono funicolare p, riferito all’oriz- 
zontale 4,B, e letto con unità di misura yy, è la linea H (?°) (®8) (9). 


(*°) È la stessa costruzione dell’esercizio 586, perchè gli abbassamenti Tia SONO uguali 
(Maxwell) agli spostamenti orizzontali îag : © a questi spostamenti sono proporzionali i valori di H. 

(*) AMa stessa conclusione si giunge anche mediante la (576,): 

Per P = 1 agente in un punto D distante a e d dalle verticali per A e per B, il momento 
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Assumendo X= X w' si ha anche il vantaggio che la scala con la 
quale si rappresentano i w' nel poligono delle forze è arbitraria, poichè 
se si cambia la scala cambiano i segmenti w' e anche &, e quindi le 
direzioni delle proiettanti non dipendono dalla scala stessa. 

b) Il vantaggio della costruzione grafica è noto (n. 361 c): se si 
cambia la verticale v d’azione del carico, il nuovo segmento cd tiene 
conto non solo di questo cambiamento, ma anche del numero mutato 
dei w' compresi nel nuovo tratto DB; per cui non occorre ripetere il 
calcolo. 

c) Per quanto si disse nei nn. 198 b, d), 361 c), le ordinate del 
poligono p lette sotto i baricentri delle sezioni che separano i tronchi 
As si confondono con quelle della curva funicolare che si otterrebbe 
dividendo l’arco in tronchi ds infinitesimi. Quindi tali ordinate sono 
esatte nonostante la decomposizione in tronchi As finiti. 

d) In casi particolarmente semplici si può ottenere analiticamente 
l'equazione 7 = f(#) della linea H (es. 684, 686). 

Nel caso generale si possono invece calcolare numericamente i valori 
di H per diverse posizioni del carico P = 1, e costruire la linea H per 
punti; ciò che consente di determinare i valori di H con un’approssima- 
zione molto migliore (n. 407 e) di quella che può dare il procedimento 
grafico. A tal fine, si divide l’arco in tronchi finiti As e se ne calcolano 
i weiw= vy. Quindi si pone il carico sulla verticale per il bari- 
centro D di una delle sezioni separatrici dei tronchi (n. 408 c), si valu- 


My nelle sezioni comprese fra A e D o fra B e Dè rispettivamente Mg=1(0/0)x, My=1(a/0)x'; 
per cui il numeratore della (576,) diventa 

a d a a 
|rydw +1 7 [x'yaw=1 ; fedw +1 7 |a'dw'. 


a 6 a ò 


(6) 1 


Il primo integrale è il momento statico dei pesi elastici di secondo ordine du’ compresi fra A 
e D rispetto alla verticale per 4; il secondo è il momento statico dei dw’ compresi fra B e D 
rispetto alla verticale per B. Quindi, tracciato il poligono (fig. 811) che collega i dw' applicati 
secondo le verticali per i baricentri dei tronchi (nn. 407 d. 408 e e note 22, 30), i due integrali 
sono rispettivamente uguali ad 4j4)/-4 e a BjBy/-à; e i due ter- 
mini della (6) valgono 


D,D' -1+ D'Dy/<x= D,Dy<3= nà 


Infine, se 4 = Zdu' risulta (n. 408 e) 


ni n Fig. 811. 


Vg Td a 


(**) Anche la linea HA dell’arco a tre cerniere (n. 376 a) è in armonia con questo risultato. 
Infatti, consentendo la cerniera C delle rotazioni finite anche per M piccolissimo, si può attri- 
buire a essa un peso elastico w infinito, rispetto al quale i w dei tronchi 4s sono trascurabili. 
Perciò, se si traccia la bilatera funicolare della forza w' verticale applicata in C, con distanza 
polare 7 = w', l’ordinata 7, vale (215) n. = w'W/4; ed essendo Vx = f. quando P=1 agisce 
in C si ottiene H,,gz = 1I/4j (553,). 
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tano analiticamente o graficamente le distanze d’ degli antipoli della 
corda (rispetto alle ellissi dei tronchi compresi fra D e B) dalla verti- 
cale v del carico, e si calcola il primo momento centrifugo della (a,) 
mediante Xw/d’ estesa ai tronchi compresi fra D e B. Dividendo questo 


per X\= XY w' si ottiene il segmento cd della (a.). 


Il segmento A,A; è uguale a 7/2; per cui il segmento ed vale b/2. 

Quindi si calcola ec = n = ed — cd. 

La distanza y, è a da X w'y':Xw'. La Zw'y' si può anche 
(576,) sostituire con X wy? + X As/EA. 

Infine si ha H = 1m/Y,. 

Spostando successivamente il carico verso sinistra, la Z w'd’ va 
estesa a un numero sempre maggiore di tronchi (es. 687). 

e) Se si accetta il procedimento semplificato del n. 362 d) (°°), le ellissi dei 
tronchi diventano dei circoli di raggio o; = pg = VI/A. Perciò gli antipoli della 
corda x risultano sulle stesse verticali dei baricentri dei tronchi, secondo le 
quali si applicano quindi i w'; ciò che fa risparmiare la ricerca degli antipoli stessi. 
Questa semplificazione è equivalente a quella indicata nel n. = db); mentre per 
quanto ivi si è detto, il denominatore della (576,) risulta yx = X u(y° + p°): Du 

In questo modo riesce spesso abbastanza semplice anche il calcolo anali- 
tico del poligono p, ossia della linea H (es. 684). 

f) Se l’arco è reticolare, la costruzione del n. 408 a) è più sem- 
plice, poichè anche i momenti statici w' si applicano nei poli delle 
aste, come i w (n. 359 c). Inoltre si ha 
Yx= Zwy:Lw'. 

g) Linea delle intersezioni. È il 
luogo dei punti d’incontro (n. 19 a) del 
carico verticale P e delle reazioni 
ed R, (81). Se ne possono determinare 
quanti punti si vogliono mediante la 
seguente costruzione (fig. 812): Posto il 
carico 1 in una posizione qualsiasi (*?), 
si proietta da B, e da A, l'estremo in- 
feriore dell’ordinata n della linea H in 

Fig. 812. A, e in B,. Centro in A, e in B,, si 
portano i segmenti A,A4, e BB, in 
A,A; e in B,B;, e si mandano le verticali per A; e per B; fino a incon- 


(*°) Giova osservare che, pur non risultando in tal modo la linea X del tutto esatta, 
perchè si trascura una parte della deformazione dovuta al taglio, tuttavia, quando poi si impiega 
tale linea per studiare le usuali condizioni di carico, per le quali la curva delle pressioni si scosta 
poco dall’asse dell’arco, il risultato complessivo può dirsi ugualmente esatto (note 22 e 58). 

(3!) Nell’arco a tre cerniere la linea delle intersezioni è la bilatera avente il vertice nella 
cerniera C e i cui lati sono i prolungamenti delle congiungenti 4C e BC (n. 68 d). 

(33) Per l’osservazione fatta in c), conviene porre il carico sulle verticali per i baricentri 
delle sezioni che separano i tronchi 4s. 
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trare in: A; e in B, l’orizzontale per il baricentro X dei vw’. Le congiun- 
genti AA, e BB, sono le rette d’azione di , e di R,, che devono incon- 
trarsi su P. Infatti, il rapporto delle componenti verticale v e orizzon- 
tale o del segmento A4; è uguale al rapporto V./8: 


O _ Yx _ _YE POI Va (33) 


7 
o AI ni 1alyx  H 


Tracciata così per punti la linea delle intersezioni (*), si otten- 
gono immediatamente le rette d’azione delle reazioni R, ed /, dovute 
a un carico P agente secondo una verticale qualsiasi, congiungendo il 
punto i, con A e con 5. Quindi si ottengono i valori di R, e di £, decom- 
ponendo il carico P. 

h) Linee Mm, Mny T. Si ottengono nello stesso modo come per 
l'arco a tre cerniere (n. 376 bd, c, es. 652), sostituendo la linea H trovata 
in a) alla linea ZH bilatera che si trovò nel n. 376 a) (8°). 


Esercizio 694. — Determinare analiticamente la linea H per un arco parabo- 
lico a due cerniere (fig. 813 a). avente J=J,/cos 9, A = A,/cos 6 (89). 
Soluzione. Il peso elastico di secondo ordine di un tronco ds vale 
yds_ yde _ 4f(la — a?) 


EI EJ; — de=w'dx. 


du'= ydu = —ETE - 


Peso elastico di secondo ordine totale 


1 


4f | 2fl 
S int — ù 2 n= E 
Xdw'= ETRE! (la— x?)de = 35I.' 
î) Fig. 813. 


La linea H è la funicolare dei pesi fittizi du’, di valore unitario w’. costruita 
con distanza polare X=Xdw'. Quindi per la (4) la sua equazione differenziale è 


a da cui == 


Se la linea n è una parabola di secondo ordine, le n sono proporzionali ad ab= all — a), 
e la linea delle intersezioni è una retta orizzontale. 

(35) Se l’arco è a carico indiretto, la linea delle intersezioni è poligonale, coi vertici sulle 
verticali dei traversi (ossia dei sostegni dei travetti); ciò che è conseguenza della variazione 
lineare (n. 374 a) delle componenti Va, V», H delle due reazioni quando P percorre un travetto. 

(35) Le rette che congiungono un punto di nocciolo, ad es. m, con le cerniere A e B incon- 
trano la linea delle intersezioni in due punti m;, mm. che delimitano le zone sulle quali deve agire 
il sovraccarico per rendere Mm massimo o minimo. 

(35) W. RITTER: Anwendungen der graphischen Statik (n. 368), quarto volume, n. 32. Per 
il caso di carichi mobili orizzontali, si veda 0. DOMKE: Die Einflusslinie des Bogenschubs belie- 
biger symmetrischer Zweigelenkbogen jùr waagerechie Belastung, « Der Stahlbau ?, 1929, n. 20. 
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Integrando due volte, e determinando le costanti in modo che per 2 = 0 e per 
x=l risulti y=0, si ottiene (87) 


n => (Bea 2103 + 24). 


La linea H è simmetrica (fig. 813 b). Le sue ordinate per £=0-0,1-0,2- 
0,3-0,4-0,5-2 risultano n= 0-0,04905-0,092%9 -0,12705 - 0,14880 - 0,15625 - L 
Se si accetta la semplificazione del n. 408 e), l’unità di misura y, d ila 
linea H vale 
1 : d: 3 "r16# 
ta ‘ 2 
Ins @+ Marsa) 
ò ò 


sl ar= {(143.? 
Qa—a +] de=1(7+5 Ar 


La spinta prodotta da un carico q uniforme risulta (574) 


l 
Q q ql? ql/8f 
Yx Ux; 10yg  1+150°/87? 


Inoltre, dalla costruzione del n. 408 g) si deduce facilmente l’espressione ana- 
litica delle ordinate % della linea delle intersezioni, misurate dalla corda: 


_ x. al_-2) 
Le = 


Esercizio 685. — Nell'arco parabolico dell’esercizio 684 calcolare i momenti 
flettenti massimi (positivo e negativo) e quello in chiave, provocati da un carico 
uniforme gq esteso al semiarco CB. 

Soluzione. Le reazioni valgono Va = 9/8, V,= 39/8, H= —H,= ql?/16f. 
Quindi in una sezione generica del semiarco AC si ha 


lil Ero EP 
Korg ppi? 
Per x = 1/4 si ottiene min M = — gl?/64. 
In una sezione generica del semiarco BC si ha 
_ 3ql , -qe* ql? _ qlo'” qa? 
Meg pit > 


Per x'= 1/4 si ottiene max M = ql?/64 (58). 
In chiave si ha M = 0, ciò che è in armonia con quanto si disse nel n. 227 
e nell’esercizio 529. 


(*”") Allo stesso risultato si giunge anche partendo dalla (b) della nota 28; oppure (ciò che 
è equivalente) osservando (n. 196 è) che la funicolare dei pesi fittizi du’ è il diagramma del 
momento flettente fittizio .M/,,/ che essi generano in una trave appoggiata. Per cui si ha 


x x 
Z dw' E 
i = My = SE 2-fuwe-a= ts la Zaemo. 
d ò Ù 


(*5) È naturale che sia min M = — max M (e che in due sezioni simmetriche sia My = 
= — My’), perchè car:cando anche l’altro semiarco deve risultare dappertutto M = 0 (se si 
assume H = > ql?/8Î, es. 529). 
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Esercizio 66. — Calcolare analititamente, mediante la (576;), la linea H 
per l’arco circolare di sezione costante della fig. 814. 

Soluzione. Indicando con © l’ascissa angolare del punto variabile D nel quale 
si fa agire il carico 1, e con 8 quella del tronco generico ds, appartenente alla 
parte 4D o alla parte BD, si ha 


y=rcos 8—3, 2=rVÌ_rsen0, a'=rVÈ 4 r00n8; 
/3 pi n 
a=r%°_rsen®, b=rV3 4 reeno, l=rv3. 


Onindi, sostituendo negli integrali che figurano nella (576,) e riducendo, ai 
ovviene (nota 28) 


a a 238 _ 
bi cy a (xy, _ bs (V3 È 1 
1] 578+7] 11®= 7)\ 3 — Sen 6)(cos 0-5) dI + 
a b | w 
ar? È V3 4 1 i 
+] a + sen 0 )(cos 0 —3) dè = 
— 2/3 
_ 7} (0senw+ cos w—-sen?® _27V3 — 3\ 
“i 13 | 2 24) 
Da a 39 I\° 3 2-38 (a 2 
feat lat-la-1h. ace. (S_ 
Sag = g7J\008 6 3) = xy a * |FA°7 354° 
a — 2/3 a 


Perciò la (576,) diventa 


12(0 sen © + cos W — sen? ©) — (273 — 3) 


2 


6(27 — 37/3) + 167p?/r? 


R=1 


Dando a © i valori corrispondenti a un certo nu- 
mero di punti D, si ottengono le ordinate della linea H 


sotto tali punti. 
Quando P è nel vertice, trascurando l'influenza di N e di T si ha 


Han = ———- Pa0@81P. 


Se invece l’arco è parabolico (es. 528, 678), per fl = 1/23 si ha Hmax=0677P. 


Esercizio 687. —- Idem, mediante sommatorie (n. 408 d) (corda {= 40 m, 
r= V/3 = 23,094 m, spessore h = 1,00 m). 

Soluzione. È opportuno dividere l’arco almeno in 16 tronchi di uguale lun- 
ghezza As; tuttavia, trattandosi di indicare il procedimento, lo dividiamo per 
brevità in soli otto tronchi, di lunghezza As = 277/24 = 6,046 m. 

I pesi elastici w= As/EJ sono costanti. 
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I semiassi dell’ellisse di un tronco valgono o, = 1,745 m (trascurando l’in- 
fluenza di T) e p,= 0,289 m. 

Ascisse 2 = rsen 0 dei baricentri dei tronchi rispetto all’asse di simme- 
tria: x, = 18,322 m, x, = 14,059 m, x3 = 8,838 m, x,= 3,014 m. Ordinate 
y=rcos9 —r/2 rispetto alla corda: y,= 2,512 m, yy = 6,775 m, y3= 9,789 m, 
Ya = 11,349 m. 

Si sono determinati analiticamente (n. 92 a) gli antipoli della corda e le loro 
coordinate, che risultano «{ = 17,752 m, xy = 13,848 m, xy/= 8,731 m, x/= 
= 2,980 m; yy = 3,287 m, yy = 6,950 m, y; = 9,842 m, y/ = 11,360 m. 

Il baricentro X dei pesi elastici di secondo ordine w= wy dista dalla corda 


Lwy' eXyy 280,611 
è PELO IONI pena 
x xw wXy 30,425 


Facciamo agire il carico P = 1 secondo le verticali per i baricentri D delle 
sezioni che separano i tronchi As (n. 408 c), le cui ascisse sono xy = 16,330 m, 
Cao = 11,547 m, x43 = 5,977 m, xa4j= 0. 

Quando P=1 è nell’estremo del primo tronco a partire da B, la sua distanza 
dall’antipolo della corda rispetto all’ellisse del primo tronco è dl/=x)/—%;, = 
= 1,422 m. Quindi si ha (n. 408 a)(fig. 810 b) 

JD — ed-X= wyd = 2,512w- 1,422 = 3,572w0. 
Per \= Zw'= 60,850 w si ricava 
ed = 3,572w/60,850w = 0,059 m. 
Il segmento ed è (1/2)(20,000 — 16,330) = 1,835 m. Quindi il segmento ec vale 


ec == 1,835 — 0,059 = 1,776 m. 


Infine, il valore di HA per P=] t risulta (577) 


Balli 


1,77 
a 9,223 7 0,199 t, 


Quando P=1 è nell’estremo del secondo tronco a partire da B, le sue di- 
stanze dagli antipoli della corda per i primi due tronchi sono d/ = x/— 43, = 
= 6,205 m, dy = x) — £;3 = 2,301 m. Quindi si ha 

2,512 w - 6,205 = 15,587 w 
6,775w - 2,301 = 15,589w 
766 — .J(dd 
31,17606=JIr ), 
cd = 31,176w/60,850w = 0,512 m; 
ed = (1/2)(20,000 — 11,547) = 4,226 m, ec="n = 4,226— 0,512 = 3,714 m, 


3,714 


se 9,223 


= 0,403 t. 


(Trascurando l’infiuenza di N, l’espressione analitica dell’esercizio 686 dà 0,406 t). 
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Quando P=1 è nell’estremo del terzo tronco si ha in modo analogo 


2,512w- 11,775 = 29,579w 
6,775w- 7,871 = 53,326w 
9,789w- 2,754 = 26,959w 


109,864w = 7); —H=0,564t. 


Quando P=1 è nell’estremo del quarto tronco si ha 


2,512w- 17,752 = 44,593w 
6,775w- 13,848 = 93,820w% 
9,789w0- 8.731 = 85,468w0 
11,349w- 2,950 = 33,820 


257,701w = JD, H= 0,625 t. 


Quando P=1 è sulla metà sinistra dell’arco, i valori di H sono i simmetrici. 
Assunta una scala delle forze (ad es., 100 mm = 1 t), si portano i valori tro- 
vati da un’orizzontale sotto i punti D e si co- Da 
struisce la linea H per punti. È 


Esercizio 6SS. — Tracciare la linea H in un 
arco con due cerniere 4, B, intermedie (fig. 815 a). 
Soluzione. Decomposto tutto l’arco in tronchi, 
in modo che le cerniere appartengano a punti di 


A, 
divisione, e calcolati i momenti statici w'= wy 
rispetto alla congiangente 4,5, (nei tratti AA, e TA 


(0) 6) 
BB, i w' sono negativi), si ripete la costruzione i 
del n. 408 a), con distanza polare % uguale alla Fig. 815. 
somma algebrica dei w’. Il poligono p, riferito al- 
l’orizzontale A,B,, è la linea H (agente secondo la congiungente 455), da leg- 
gere con unità di misura yx (5°). 


409. L'arco a due cerniere: variazioni termiche, cedimenti dei vincoli. 


a) Se in ogni tronco ds si ha una variazione termica distribuita 
linearmente nello spessore %, di valori A,t all’intradosso e A.t all’estra- 
dosso (anche diversi per ogni tronco ds), conviene (n. 326 c) sostituirla 
con una variazione uniforme nello spessore, definita dal valore A,t che 
si ha nel baricentro della sezione, più una variazione lineare, definita 
da A;t = At— At, che si annulla nel baricentro. 

Per effetto di A,t la lunghezza di un tronco ds varia di Ads = 
= ads At, senza rotazione relativa delle sue sezioni estreme; e la sua 
proiezione orizzontale dr varia di Ade = adr At. Quindi la lunghezza 
della corda l varia di AZL= Y Adw. Ricordando che l’accorciamento della 


(**) V. il secondo volume, pag. 164, di D. WOLKOWITISCH, citato nel n. 368. 
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corda provocato dalla spinta H, è il prodotto di H, per il denominatore 
della (576), o della (576,), si ottiene 


(578) 


Per effetto di A,t le sezioni estreme di un tronco ds ruotano luna 
rispetto all’altra di do = ads A,t/h intorno al centro 0 del tronco. Quindi 
la corda / varia di Yy do. Perciò si ottiene 


f o, & 
(579) Set rea Ta: 
ET |] EA 

b) Se l’arco è di calcestruzzo, l’effetto del ritiro equivale a quello 
di una diminuzione uniforme di temperatura di circa 15°. 

c) Un piccolo cedimento verticale di un vincolo non provoca de- 
formazione elastica dell’arco, nè reazione del vincolo, perchè è consen- 
tito dall’altra cerniera. Invece un cedimento orizzontale fa variare di AI 
la lunghezza / della corda; quindi fa deformare l’arco, e provoca perciò 
una reazione orizzontale H, nelle due cerniere, rivolta in fuori (se Al 
è positivo): 

(580) ment ca 
"y? ds , ds 
Jan +) ra 


Esercizio 6989. — L’arco dell’esercizio 686 è soggetto a una variazione ter- 
mica distribuita linearmente nell’altezza A, definita da A;t=+ 150, A,t=+ 259, 
e uguale lungo tutto l’arco. Calcolare la spinta H,, essendo r= 30 m, h= 1,20 m, 
b= 6 m, E=2,5- 105 kg/emq, a=0,00001 (calcestruzzo di cemento). 

Soluzione. La variazione termica data equivale alle due variazioni Ap = 
= + 20° uniforme nello spessore e A,t = — 10° che si annulla a metà spessore 
(— 5° all’intradosso e + 5° all’estradosso). 

Per un centimetro di larghezza dell’arco si ha J = 144000 cm*/em. Inoltre 
è p=0,289h= 35 em. _ 

a) La variazione At fa allungare la corda di alA#t= arv3A.t. Quindi 
la (578) dà 


ary/3 At _ 4/3 . EJaAt :(1 | WA 5) = 5,1 kg/cm. 
Tr 


H,= = a 
fi 78 2r—3V3, 2rr 2343 T° 
EJ d 3EA 


b) Per la (16), il numeratore della (579) risulta 


at gA,t 2rr/ senz/3 1 
ces ds = POI: ia 
h J y a 3 (e T/3 3) 
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I risultati dei nn. 519 e 521 valgono anche per il calcolo dei puntoni 
delle travature reticolari. 

b) Se la lunghezza libera Z, del pilastro non supera 155, essendo > il 
lato minore della sezione, si trascura l’effetto del carico di punta (altri. 
menti si veda il n. 521). 

Determiniamo da prima il carico P assiale che il pilastro può sop- 
portare con sicurezza. Siano A, la sezione del calcestruzzo (**) e A, la se- 
zione totale dei ferri longitudinali. Se 0, e 0; sono le tensioni di compres- 
sione nel calcestruzzo e nel ferro, il primo sopporta un carico P, = cd, 
e il secondo un carico P, = c,;A4,. Per cui il carico totale risulta (797) 


P=P,.+P,=0A+0A4,;=0GA4,+ N0A4;, 
ossia 
(799) P= o(A. + NA 3) == GA 6, . 


Per o. si pone il carico di sicurezza Fk. del calcestruzzo, cioè 35 + 45 
kg/emq (al massimo 60 kg/cmq, Norme, art. 18) (**). Se indichiamo con A, 
la sezione ideale di un pilastro di solo calcestruzzo uguale ad A. + nA;; 
ossia se si pensa la sezione A, sostituita con una sezione n.4, di calce- 
struzzo (in armonia con la (a) del n. 518), si riconosce che il pilastro ar- 
mato sopporta lo stesso carico P = %.A.; che sopporterebbe il pilastro 
non armato di sezione A.; (25). 

Si può invece ragionare nel modo seguente (°8). Facendo crescere P fino alla 
rottura del pilastro. a un certo punto uno dei due materiali raggiunge lo sner 
vamento; dopo di che esso continua ad accorciarsi mentre la sua o rimane prati- 


di qualche trave non pregiudica di solito la resistenza delle travi vir», : tanto più che l’inter- 
vento delle deformazioni plastiche consente adattamenti benefici (Cap. a XX); ciò che non ac- 
cade nei pilastri. 

(®) La sezione 4, dovrebbe essere la sezione totale 4; del pilastro meno la sezione 4; del 
ferro. Tuttavia in pratica si usa per 4, la sezione 4,. Ciò equivale a ritenere n = 11 anzichè 
n = 10, poichè si dovrebbe porre 
= dy dAy+tnAy= Ay+(n_-1) A, = 4g+ 94,, 
mentre si pone 
A4,,= dAy + nd; = AytnAyj = 4d4+104;. 

L'errore che così si commette è molto piccolo, essendo incerto il valore di n ed essendo 4; piccola 


rispetto ad A4,(4; = 0,005.4,— 0,024). 
(®*) Il carico di sicurezza consentito per i pilastri è alquanto minore di quello ammesso per 
ti 2 st sud man fanan annta dal fatta che snessn si considerano semplicemente compressi pi- 


188 CAPITOLO DICIANNOVESIMO 


410. L'arco a spinta eliminata. 


a) Negli archi a due cerniere sorretti da piedritti di una certa 
altezza, oppure costruiti su terreni malsicuri, di regola si rende scor- 
revole uno degli appoggi, e si fa assorbire 
la spinta H da un tirante o catena che uni- 
»B sce gli estremi A e B (fig. 816). Così che, 
l EA: pur esistendo la reazione orizzontale H, che 
Fig. 816. ha una grandissima influenza benefica sul 

regime statico dell’arco (‘°), i piedritti sono 
liberati dalla spinta H, che sovente per essi è assai gravosa (*!), e quindi 
sono soggetti soltanto all’azione verticale V, o V, (se i carichi sono 
verticali). Inoltre, la struttura non risente dei cedimenti degli appoggi. 

b) Per calcolare la spinta H, basta tener conto dell’allungamento 
Al= Hl/E,A, che subisce il tirante; ossia uguagliare a AI, anzichè a zero 
(nn. 407 a, db, 408 a), la differenza dell’allungamento della corda della strut- 
tura principale prodotto dai carichi e dell’accorciamento prodotto da H. 

Per conseguenza, nel caso di carichi fissi il denominatore della 
(576) o della (576,) contiene in più l’addendo 2/E,A, (4°). 

c) Nella ricerca della linea H il secondo membro delle (a), ... (4) 

(n. 408 a) diventa H1/E,A,. Perciò, se si è assunto A=Y w', si ottiene 


as 1:-nZw —H-y-Xw'= Hl/E,A, 
bi Ì XxX ’ 


(**) Se uno degli appoggi è scorrevole, la resistenza dell’arco ai carichi è affidata soltanto 
alla rigidezza di questo, che si oppone alla diminuzione della curvatura, ossia all’appiattimento 
dell’arco. Se invece le cerniere non sono scorrevoli, sono esse che si oppongono assai più vali- 
damente all’appiattimento suddetto, impedendo alla corda di allungarsi. 

È facile d’altronde confrontare, a parità di carichi, i momenti flettenti che si hanno in un 
arco avente un appoggio scorrevole, e nello stesso arco avente gli appoggi fissi. Infatti, in ogni 
sezione del primo si ha il momento positivo Mo che si avrebbe in una trave appoggiata di luce 
uguale alla corda dell’arco, e ugualmente caricata. Mentre nel secondo si ha M = My — Hy, 
che può essere piccolissimo, se la curva delle pressioni è quasi centrata. 

(£') I piedritti sono strutture poco adatte per resistere alla spinta orizzontale H, perchè 
il momento flettente dovuto ad H genera in ogni sezione orizzontale delle o che hanno valori 
efficaci soltanto ai lembi della sezione. Inoltre, il momento stesso è tanto maggiore quanto più 
alti sono i piedritti. 

Invece il tirante è soggetto a trazione semplice, ed è quindi nelle migliori condizioni pos” 
sibili (n. 107 a) per resistere alla H. 

(**) La sezione che deve avere il tirante per resistere alla trazione H si può prevedere tra- 
scuriundo da prima nella (576) l’addendo 7/E;4,. 

Per ridurre l’allungamento che subisce il tirante, soggetto alla tensione e = — XK (allunga- 
mento che può far diminuire notevolmente il valore di H), può convenire di tenderlo, ossia di 
accorciarlo, mediante un tenditore. In tal modo si può realizzare quel valore di H che si desi. 
dera. per cui in certi casi si riesce a far coincidere la curva delle pressioni con l’asse dell'a 
(es. 595), 1nnullando così non solo l'influenza nociva dell’allungamento del tirante, ma anche 
quella dell’accorciamento dell’arco dovuto a N. 

Nl caso dei ponti, il tirante è costituito di solito dall’impalcatura stradale, situata all’al- 
te-z4 «delle imposte. Naturalmente gli archi sono due, ai lati dell’impalcatura, e la sostengono 
meliante tiranti verticali. 
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da cui 
ne n 1 n 

nia Pel ea 44 
Quindi la linea H è la stessa funicolare dei w' costruita nel n. 408 a), 
mentre la sua unità di misura è yy + %1 (#9), invece di y, (per cui la H 
risulta diminuita). 

d) La linea delle intersezioni si ottiene mediante la stessa costru- 
zione del n. 408 g), sostituendo però l’orizzontale distante y, dalla 


corda con quella distante Yz + Y1. 


Esercizio 694. — Determinare l’unità di misura yy + 7%, della linea H per 
un arco parabolico a spinta eliminata per mezzo di un tirante dello stesso mate- 
riale dell’arco (E; = E). 

Soluzione. Se J varia con la legge J = 7./cos 9, oppure se J è costante e 
l'arco è notevolmente ribassato (nota 8), ricordando le espressioni di X w' e 
di yz trovate nell'esercizio 684, si ottiene 

i (È 3 J.\,3 
vx +un=|gf+3° 15) + 

Ad es., nel caso di un arco avente Z= 16 m, f = 2,50 m, costituito da un 
profilato Differdingen N 30B (J= 25201 em', A = 152,1 cmq), e di un tirante 
formato da un ferro tondo di 40 mm di diametro (A; = 12,57 cmq), si ha 


Yx + y,= (200 + 0,994) + 12,029 ecm. 


Il primo termine è quello che si avrebbe nel caso delle cerniere fisse e se l’arco 
non si accorciasse per effetto di N; il secondo è dovuto a questo accorciamento; 
il terzo è dovuto all’allungamento del tirante. 


Esercizio 695. — Un arco parabolico a spinta eliminata è soggetto a un 
carico q uniformemente ripartito sull’orizzontale. Di quanto bisogna accorciare 
il tirante, mediante il tenditore, per centrare la curva delle pressioni ? 

Soluzione. Se è, è l’accorciamento che si dà al tirante, si deve sostituire 
all’allungamento Al = HIl/E,A, del tirante stesso (n. 410 5) la differenza 
Hl/E;,A,— è;. Per conseguenza, usando la (576,), si ottiene 


(Ss: Moy gs 


+lastaaci 
EA ta, H 

Ma sappiamo (es. 529) che se il denominatore si riduce al solo primo termine, 
risulta H = ql?/8f, e quindi la curva delle pressioni coincide con l’asse geometrico. 
Perciò dev'essere 


fd | 1\_ dd 1 
dò = 5(fzi +51) 8j | EA +5) 


La A 


(4) È facile riconoscere che v, ha le dimensioni di una lunghezza, come Vx: 
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Se è A = A./cos 0 (oppure se A è costante e l’arco è sufficientemente ribas- 
sato, nota 8), si ottiene 
qu ( 1 1 ) 
è:= gs \74,tz4)' 


Nel caso dell'esempio numerico considerato nell’esercizio 694, se g= 1000 
kg/m, si ottiene è, = 0,84 cm. 


Esercizio 696. — Determinare la linea H per un arco a due cerniere sorrette 
da due piedritti prismatici uguali, incastrati al piede (fig. 817). 

Soluzione. Basta sostituire all’allungamento Al = Hl/E;A, 
del tirante la somma dei due spostamenti orizzontali delle 
sommità dei piedritti provocati dalla H. Per cui l’addendo y, 
che figura nella (581) diventa (262) (es. 403) 


243 
Fig. SIT. VT 35, Du ° 


Esercizio 697. — Nell'arco dell’esercizio 696 le sommità A, B dei piedritti 
sono collegate con un tirante. Studiare la struttura, soggetta a carichi fissi o 
a carichi mobili. 

Soluzione. La struttura è due volte iperstatica. Se si indicano con H, e H, 
le reazioni orizzontali del tirante e dei piedritti, e con H la spinta dell’arco, 
si hanno le due equazioni 

1 e 278 
Ea,’ È = 357, 


(ita-a(sP- ff dd. (e 


Inoltre dev'essere H, + H, = H. 
Esprimendo H; e H, mediante H, si ha 


DÒ) , 
H,=H —-, H,=}H è 
3 d: + dp i d: + da 
Quindi, sostituendo, si ricava 
H= = I . 


si +/fà dd 
EA TE Si + ds 
Se invece si costruisce la linea H (n. 410 c), si ha y, = ddp: (0 + $,) Lu. 


Esercizio 698. — Tracciare la linea H per un arco con tirante rialzato (fig. 818 a). 

Soluzione. Procedendo come nel n. 410 c), ed 
esprimendo che la variazione della distanza CD è 
uguale all’allungamento del tirante, si riconosce che 
la linea H è la funicolare C,D, dei momenti statici 
w' (rispetto al tirante CD) dei pesi elastici w com- 
presi fra C e D (perchè da essi dipende la variazione 
della distanza CD), tracciata con distanza polare 
X w'. Il primo e l’ultimo lato si prolungano fino a 
incontrare le verticali degli appoggi (fig. 818 b), e Fig. 818. 


LE TRAVI A CURVATURA SEMPLICE 19 


A4,B, è la retta di riferimento. L’unità di misura è Yx +1: essendo y, la 
distanza del baricentro X dei w’ dal tirante CD, e y, = l/E;A,Zw'. 

Anche la linea delle intersezioni (per il tratto CD) si ottiene come si è detto 
nel n. 410 d), con la sola differenza che le reazioni FR, ed P, passano per i punti 
a e b (fig. 818 a). 

Le linee M,,. M, per una sezione compresa fra C' e D si ottengono come si è 
detto nel n. 408 4h); mentre per una sezione esterna a CD si procede come per 
una trave appoggiata. 


411. L’arco incastrato: considerazioni generali. 


a) L’arco incastrato o inarticolato ha tre vincoli sovrabbondanti: 
perciò in generale le reazioni dipendono da tre incognite staticamente 
indeterminate, che si riducono a due quando 
l'arco e i carichi sono simmetrici rispetto & 
un asse verticale. 

La scelta della struttura principale può es- 
sere fatta in diversi modi, secondo il metodo 
di calcolo che si adotta: 

1°) Si svincola completamente uno degli 
estremi, di solito il sinistro, e si aggiungono 
i tre parametri incogniti della reazione R, del 
vincolo soppresso (fig. 819 a). In questo caso 
conviene (nn. 363 b, 412, 413) decomporre R, 
nelle componenti V, e H passanti per il bari- 
centro elastico G dell’arco, e in una coppia 
che ha il momento 977, della R, rispetto a G > 
(metodo di W. Ritter). A BA 

2°) Si pratica un taglio in chiave, tra- 
sformando l’arco in due mensole isostatiche 
(fig. 819 b), e si aggiungono alle due facce del 
taglio le tre sollecitazioni incognite N. =—MH 
(se i carichi sono verticali), T., M. (metodo di 
Castigliano). Oppure si fa passare il parametro 
H per G (fig. 819 c) e si indica con 977, il mo- 
mento modificato (977, = M.+H- GC). (Se la 
struttura è simmetrica, v. il Cap. XX). Fig. 819. 

3°) Si sopprime in A l’impedimento allo 
spostamento orizzontale, ossia si sostituisce l’incastro con un vincolo 
che impedisca soltanto la rotazione e lo spostamento verticale (fig. 819 d) 
(sistema principale due volte iperstatico); e si aggiunge la reazione in- 
cognita H del vincolo soppresso, che è orizzontale (se l’arco è simme- 
trico) e passante per G (metodo di M. Ritter, n. 421 c). 
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4°) Si assume un arco a tre cerniere (fig. 819 e), e si aggiungono 
tre coppie incognite M,, M,, M. (oppure una spinta H, equivalente, 
n. 417) (metodo della spinta addizionale, di M6rsch). 

5°) Si assume un arco a due cerniere (fig. 819 f) (sistema princi- 
pale una volta iperstatico), e si aggiungono ie coppie incognite M.,, M 
(es. 576 d). 

b) Rispetto agli archi con cerniere, l’arco incastrato ha il pregio 
di essere meno deformabile, e quindi meno sensibile all’azione nociva 
dei carichi dinamici. Per contro, esso è molto sensibile all’influenza 
dannosa della deformazione delle centine, dei cedimenti delle imposte, 
del ritiro del calcestruzzo e delle variazioni termiche. 

Perciò talvolta gli archi di muratura o di cemento armato si muni- 
scono di cerniere provvisorie (ad es., le semicerniere Mesnager, n. 432), 
destinate a rendere centrata la curva delle pressioni relativa al peso 
proprio, e ad eliminare così una parte delle suddette influenze dannose. 
Quindi, a disarmo avvenuto, si rendono inattive le cerniere chiuden- 
dole con calcestruzzo. 

c) Negli archi incastrati è opportuno far crescere 4 e J dalla 
chiave verso le imposte, per tener conto dell’aumento che subisce la 
risultante R (n. 406 d) (mentre, a differenza dagli archi a tre o a due 
cerniere, la curva delle pressioni può risultare eccentrica sia nella zona 
in chiave, sia nelle zone alle imposte; n. 411 d). 

Quindi è giustificata l'adozione di leggi di variazione del tipo delle 
(a) o (b) del n. 405 dj, o di altre analoghe (n. 421 c, d). 

d) Caso dell’arco perfettamente incastrato. Non si ha rotazione rela- 
tiva delle imposte A e B; quindi dev'essere Y(M/EJ)ds = 0. Perciò, 
se si traccia il diagramma di M/EJ riferendolo a una retta che sia le 
sviluppo dell’asse geometrico, l’area dev'essere nulla (come in una 
trave incastrata, n. 234 b). 

Sappiamo (575) che M = Rd. Quindi, avendosi inoltre (n. 406 b) 
R=-H/cos9, se J varia secondo la legge J=4J./cos 8 (n. 405 d) 
risulta M/EJ = (R/EJ)d=(H/EJ.)d, dove H/EJ, è costante. Perciò 
dev'essere Zd- ds= 0, e quindi è nulla anche l’area del diagramma 
avente come ordinate le distanze d della curva delle pressioni dall’asse 
geometrico, ossia è nulla l’area racchiusa fra la curva delle pressioni e 
l’asse. Se invece J è costante, quest'area è circa nulla, con approssima- 
zione tanto migliore quanto più l’arco è ribassato, perchè R differisce 
tanto meno dalla sua componente orizzontale H costante. 

Se inoltre l’arco e i carichi sono simmetrici, anche la sezione in 
chiave non ruota. Perciò la curva delle pressioni deve intersecare l’asse 
almeno una volta in ciascuno dei due semiarchi, perchè M non può 
avere lo stesso segno in tutto il semiarco. Inoltre l’area suddetta è 
nulla per ciascuna metà dell’arco. 
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e) Analogamente a quanto si è osservato nel n. 407 e), se si as- 
sume la struttura principale a mensola (fig. 819 a), il momento flet- 
tente M nella struttura data risulta dalla differenza di momenti molto 
maggiori di M (3 è la somma algebrica di M, e di alcuni termini 
dipendenti dalle incognite staticamente indeterminate); per cui si eli- 
minano le prime cifre e restano solo le ultime, che sono incerte (nota 21). 
Pei ottenere valori abbastanza approssimati di M, occorre dunque va- 
lutare le incognite con approssimazione molto maggiore. È questo un 
grave inconveniente, che si contrappone al vantaggio che vedremo nel 
n. 412 b) (si veda in proposito il n. 443 b). 

Pertanto, ai procedimenti grafici, poco esatti, sono da preferire i 
calcoli numerici, nei quali occorre tener conto di parecchie cifre (4) (il 
procedimento è svolto nell’esercizio 699). 

f) Infine, giova osservare che negli archi incastrati la deformazione dovuta 
a N, rispetto a quella dovuta a M, ha sul valore dell’incognita H un’infiuenza 
maggiore che negli archi a due cerniere (n. 417 a, es. 713 c). 


412. L’arco incastrato: carichi fissi. 


a) Come per gli archi a due cerniere (n. 407 bd), se sî suppone che 
la curva delle pressioni si scosti poco dall'asse geometrico (come avviene 
nella maggior parte dei casi), si ottengono anche per gli archi inca- 
strati espressioni molto semplici delle tre incognite staticamente inde- 
terminate, che sono tanto più approssimate quanto più la curva delle 
pressioni si approssima all’asse. Per cui i valori di tali incognite risul- 
tano pressochè esatti proprio nel caso in cui l’esattezza è più neces- 
saria (n. 407 e) (sarebbero esatti se la curva coincidesse con l’asse). 

Quindi non vale la pena di ricavare espressioni più complesse e di 
impiego più laborioso, che siano esatte anche nel caso di carichi qual- 
siansi ai quali corrisponda una curva delle pressioni notevolmente 
discosta dall’asse (ad es., un carico P concentrato) (*5). Infatti in questi 
casi, come si è osservato nel n. 407 e), il lieve errore che si commette 
calcolando le tre incognite mediante le formule semplificate che se- 
guono, non produce un sensibile errore percentuale nel successivo cal- 
colo del momento flettente, perchè in questi casi il momento stesso è 


(4) Naturalmente il grado di approssimazione da raggiungere nei calcoli dev'essere in rela» 
zione con quello dei dati del problema (valori e distribuzione dei carichi, condizioni di vincolo, 
forma dell’asse, legge di variazione della sezione, ecc.); poichè se questi dati sono incerti, è inu- 
tile perseguire un’esattezza che sarebbe soltanto illusoria (e quindi anche insidiosa). 

Invece la stessa esattezza non è necessaria nel calcolo di una deformazione, causa l’incerta 
conoscenza del valore di E (ciò che, in questo caso, non contraddice quanto fu detto nel n. 326 d), 

(*) Volendole, si può applicare il principio dei lavori virtuali o il teurea di Castigliano, 
tenendo conto di M, N, 7. 
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considerevole. Tanto più che queste condizioni di carico non sono fre- 
quenti. Anzi, di solito, in questi casi si tiene cuuto soltanto della de- 
forniazione dovuta a _M (n. 407 e). 

b) Consideriamo un arco perfettamente incastrato, simmetrico (*) 
rispetto a un asse verticale Yo (fig. 820 a), soggetto a carichi verticali 
fissi qualsiansi; e supponiamo che la curva 
delle pressioni sia abbastanza prossima al- 
l’asse dell’arco. 

Assunta la struttura principale a mensola 
(n. 411a, 1°), applichiamo all’estremo A reso 
libero la reazione f,, oppure tre parametri 
equivalenti alla R,; parametri che si deter- 
minano mediante la condizione che la se- 
zione A rimanga ferma, oppure che rimanga 
fermo un punto 0 qualunque del piano, 
Fig. 820. pensato rigidamente collegato con A. An- 
nulliamo perciò la rotazione © e gli sposta- 
menti €, n di 0 secondo assi x, y per 0, esprimendo ©, £, 7 nel modo 
seguente: 


T 


M f ds Bi 
-/G 24 ds-H H|za=® u=, pg 0=0- 


(a) g= Re 3 ds=0, 

Come nel n. 407 db), in queste espressioni si è trascurata, rispetto 
alle (569), la deformazione dovuta al taglio, e si è sostituito nella se- 
conda Ndx con Hds; inoltre, si è trascurato nella terza il termine 
contenente N, perchè l’accorciamento delle due metà dell'arco si com- 
pensa nei riguardi dello spostamento verticale n (perchè N dy è circa 
uguale (*°) in due tronchi ds simmetrici). Queste semplificazioni sono 
legate all’ipotesi che la curva delle pressioni sia prossima all’asse. 

Se ora decomponiamo R, in V, e H passanti per 0 e nel momento 

o di Rx rispetto a O (fig. 820 b), in una sezione $ definita dalle coor- 
dinate 2, y del suo baricentro rispetto agli assi per O il momento flet- 
tente risulta 


(b) M=M+ Ma, + Vat-Hy, 


essendo M, quello dovuto ai soli carichi nella struttura principale 
(3, è negativo, perchè di solito i carichi sono rivolti in basso). Quiudi, 


(**) Se l’arco non è simmetrico, vale lo stesso procedimento, purchè invece di ry si assuma 
il diametro E 204 coniugato al diametro verticale yy, e si decomponga AR, in una componente 
verticale 7, e in una componente H” secondo l’asse rg. 

(1) È esattamente uguale non solo quando la curva delle pressioni è assiale, ma anche per 
qualunque condizione simmetrica di carico. 
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sostituendo nelle (a), si ottengono le tre equazioni 


/ M, ds f 
3 + [73 +V.foz7 -H|t53=° 
CM, de r rà 
(a) { [È ri d+ MV + aeZA(=0 
Me ds fida ds _ 
(lr ds + Ia, ‘a+ VE -Hfoy=0. 


Se assumiamo il punto 0 coincidente col baricentro elastico G del- 
l'arco, e gli assi 2, y coincidenti con gli assi xo, %, dell’ellisse di elasti- 
cità, si ha (nn. 353 a, 73 ò, 90) 


ds ds _ ds _ 
[rivi fr = 0. (= 4) 
Quindi le (a,) diventano (97, momento di R, rispetto a G) 


CM ° ds 
Dil +M]z7=0 


Moo 2 ds = ds n 
(a,) SE H {055 H/{-0 
Mo, C ds 
[FF B+ Vfciggz=® 


e contengono ciascuna una sola delle tre incognite, come si era trovato 


nel n. 363 bd). 
infine, risolvendo ed eliminando £, si ottiene 
3 de ils: Hove gs fi Mo ds 
(5382) Q0,=— @ 4 “Tata” == * 


Giova ripetere che l’approssimazione di queste espressioni è legata 
all'ipotesi che la curva delle pressioni sia poco distante dall’asse geome- 
trico, e che perciò è tanto migliore quanto più l’ipotesi è verificata. 
Tuttavia, per quanto si è osservato nel n. 407 e), si possono usare 
anche in quei casi in cui la curva delle pressioni si scosta dall’asse. 
Comunque, l’errore ehe si commette riguarda soltanto l’influenza di N 
‘e di T. Inoltre per la H vale il secondo capoverso della nota 18. 

c) Alle stesse espressioni (582) si giunge anche mediante la teoria dell’el- 
lisse di elasticità (come nel n. 363 d), usando la semplificaziene del n. 362 d); 
semplificazione che dà risultati esatti quando la curva delle pressioni coincide 
con l’asse. 
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d) Se l’arco è reticolare, le tre equazioni (a) di elasticità diventano 
(43) 2Mw=0, Myw=0, >Mxw=0, 


essendo M il momento rispetto ai poli delle aste, x e y le distanze 
dei poli dagli assi 2, y, e w=s/EArf (518). Quindi, se si assuniono gli 
assi principali x, % passanti per G, si ottiene 

x Mw > Moyo 
Zw ’ — Eyèw 


Dicci 
ZM oto! 


(583) ,=— V,=— 


Zap 
Zagu 


Esercizio 699. — Studiare un arco parabolico incastrato (fig. 821 a), di 
m. 42,00 di corda e di m 10,50 di freccia (relative all’asse geometrico), avente 
la sezione rettangolare di spessore variabile secondo la legge & = k,/cos 0, con 
h,= 1,10 m, e la larghezza bd costante. Il peso specifico è 2,4 t/me. Il semiarco 
destro è soggetto al sovraccarico uniforme di 1,5 t/mq. 

Soluzione. Equazione della parabola riferita agli assi x e y: 

2 
gaia È; da cui unle-e—e_ sa. 
VI+te09 vl+y? v44l1+a2? 

Decomponiamo la corda in 12 tronchi uguali Ax = 3,50 m (numero sutli- 
ciente se si usa la formula di Simpson). 

Studiamo una striscia di arco larga b= 1,00 m. 

a) Baricentro elastico. Negli estremi dei tronchi si ha (a partire dal vertice 


cos 8 = 1,00000 0,98639 0,94868 0,89443 0,83205 0,76822 0,70711 


À = 1,100 1,115 1,160 1,230 1,322 1,432 1,556 m 
J = 0,1109  0,1155 0,1301 0,1551 0,1925 = 0,2448 0,3139 mi. 


Ordinate degli estremi dei tronchi dell'asse (più rapidamente che con l’equa- 
zione della parabola, si ottengono dividendo 10,5 per 6° e moltiplicando il quo- 
ziente per 0?-12-2?-32-4?-5?- 62): 


y=0 0,292 1,167 2,625 4,667 7,292 10,500 m. 


Per usare la formula di Simpson (573), scriviamo l’espressione di ?g nella 


forma seguente: 
| Y7 J J cos 0 sai 
l 


Pi 


YeT Tds É 
T Fa ® 


T valori di 1/Y cos 0 negli estremi dei tronchi sono 
1/3 cos = 9,0171 8,7775 8,1022 7,2084 6,2434 5,3174 4,5053 . 
Quindi si ottiene yg = 


__ Ax/3(0+4 - 2,563 +2 - 9,455-+4 - 18,922 +2 - 29,138+4 ‘38,774 +47,306) 
—  Ax/3(9,0171+4 - 8,777542- 8,1022+4- 7,2084+2 - 6,2434-}4 - 5,3174+ 4,5053) 


« 2,869 m. (Calcolando invece i pesi elastici As/J dei vari tronchi e i loro 
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momenti statici yAs/7, ossia usando i valori relativi ai centri dei tronchi, si 
otterrebbe yG = 2,860 m, con un errore di 0,31 %, dovuto al piccolo numero 
dei tronchi). 

Quindi le ordinate degli estremi dei tronchi riferite all'asse x, baricentrico 
risultano 


Ye= 2,869 2,577 1,702 0;244 — 1,798 — 4,423 — 7,631 m. 


ratirtitiririsstivstertrsvttottt 
q=15U/m 


Fig. 821. 


bh Momenti M,. Le componenti verticali Ay dei tronchi As valgono (a partire 
dall'imposta) m 3,208 - 2,625 - 2,042 - 1,458 - 0,875-0,292. Quindi le lunghezze dei 


tronchi risultano As = V Aa? + Ay?, ossia 
As= 4,748 4,375 4,052 3,792 3,608 3,512 m 


(Innchezza dell’asse m 48,174). Gli stessi risultati si ottengono anche mediante 
As = Ar/cos 9 (9 nel centro dei tronchi). 
Gli spessori in corrispondenza dei centri dei tronchi sono 


h= 1,492 1,375 1,273 1,192 1,134 1,104 mo 
Il peso dei tronchi, dato da P=1-A-Às-v, risulta ({ = 2,4 t/me) 
P= 17,002 14,437 12,380 10,848 9,820 9,305 te 


Noti questi pesi, si sono calcolati i momenti M, (struttura principale inca- 
strata in B e libera in A) nelle sezioni estreme dei vari tronchi (v. tabella). 
Per abbreviare, si è usata la formula ricorrente 


La 
(a) Mo” Mo, — Ax X£P—PuAa/2. 
1 


Ps 


Nel semiarco destro si è tenuto conto anche del sovraccarico agente su di esso, 
che provoca i momenti — gx*/2. 
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c) Parametri della reazione R,. Per usare la formula di Simpson, scriviamo 
le (582) nella forma seguente 


Mo Molo 
1 J cos 6 ati 
i mes, Lead Tr = pi 
era Fat +{ Zon ber 


I vari elementi che figurano in queste espressioni, calcolati nelle 13 sezioni S 
da A verso B, sono raccolti nelle due tabelle seguenti: 


| Sezioni My (tm/m) Fb Yo (m) ro (mM) 
0 0 4,5053 = — 21,000 | 
1 — 29,754 5,3174 — 4,423 | — 17,500 
2 — 114,525 | 6,2434 — 1,798 | — 14,000 
bi — 246,227 7,2084 | 0,244 | — 10,500 
4 — 418,577 | 8,1022 1,702 — 7,000 
5 — 627,097 | 8,7775 2,577 — 3,500 
6 — 869,085 9,0171 2,869 0 
7 — 1152,828 Ì 8,7775 2,577 | 3,500 
8 — 1488,415 8,1022 1,702 7,000 
9 — 1878,546 7,2084 0,244 10,500 
10 — 2327,701 6,2434 — 1,798 14,000 | 
11 — 2842,160 5,3174 — 4,423 17,500 
12 — 3430,014 4,5053 — 7,631 21,000 


Sezioni| Mo Moto Moto Vi To 
x i Jcos@ J cos 0 J cos 0 | J così J cos 0 
0 0 0 0 262,35 1986,8 
i — 158 + 699 + 2765 104,02 1628,5 
2 — 715 + 1286 — 10010 20,18 1223,7 
3 — 1775 _ 433 + 18637 0,43 794,7 
4 — 3391 — 5771 + 23737 23,47 397,0 
5 — 5504 — 14184 + 19264 58,29 107,5 
6 — 7837 — 22484 (0) 74,22 0 
7) — 10119 — 26077 — 35416 58,29 107,5 
8 — 12059 — 20524 — 84413 | 23,47 397,0 
9 — 13541 — 3304 — 142180 0,43 794,7 
10 — 14533 + 26130 — 203462 20,18 1223,7 
LI — 15113 — 66845 — 264478 104,02 1628,5 
12 — 15453 + 117922 — 324513 262,35 1986,8 
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ll sevvudo termine del denominatore di H vale 


I 1 38,18 ml, 


JAcosì 4,300 1,19 
I termini 2 delle colonne delia seconda tabella si sommano secondo la tor- 
mula di Simpson: 


' 


A 3 PEN: ” 
Zo + 42, + 22,» + 423 + 224 +. 22on-0 + 42on-1 + Zani 


quindi si moltiplicano le somme per Ax/3 = 1,6667 m. 
Sustituendo i risultati nelle (8), si ottiene 


I: = = +] 3°m! 
i 997.509 L 1088,3 ‘m/m 
197610 
7 7 =; = + 77,612 t, 
si 2507,94 — 38,18 + 77,612 t,m 
— 2844801 
lae==<siwy-= = 4 MB . 
° 35519,U 1 (©; è Dm 


L’intensità della reazione R, risulta 


Ra = V79,422? + 77, 


D 


122 = 111,05 t/m, 


I valori trovati sono relativi alla striscia di 1 metro che si è conciAerata. 
d) Momento flettente nelle diverse sezioni. In una sezione generica, ll cui 
baricentro abbia le coordinate xy; Yo: si ha 


(e) M= M + Ma + Var, — He 
In particolare, alle imposte e in chiave risulta 
M,= 0 + 1088,3 + 79,422(— 21,00) — -7,612(— 7,631) = + 12,6 tm/m 
M, = — 3430,0 + 1088,3 + 79,422 - 21,00 — 77,612(— 7,631) = — 81,6 >» 
M.,= — 869,1 + 1088,3 + 0 — 77,612 - 2,869 = — 3,5 >» 


e) Curva delle pressioni. Tracciato il poligono delle forze considerate (peso 
proprio e sovraccarico), il polo O è determinato dalle componenti Y, e H della 
reazione R, (fig. 821 b). Quindi si ottiene la curva delle pressioni collegando le 
rette d’azione di tali forze col poligono funicolare avente il primo lato distante 
da = M.,/R,= 12,6/111,05 = 0,113 m da A (cioè tangente al circolo di raggio d 
e col centro in A). 

L’arco tende a rompersi come mostra la fig. 821 c). 


Esercizio 700. — Arco parabolico incastrato (fig. 822), caricato uniforme- 
mente, di sezione variabile secondo le leggi J=J./cos 9, A = A.jcos 0. 

Soluzione. a) L’equazione dell’asse riferito a x 
e y per il vertice è y = 4jx?/l?. 

Distanza del baricentro elastico G dal vertice: 


io hd “4 pa. al ; 
is. [ds WE PA I 
Ya Ji $: = AE de: | de 5° 
—1/2 —2 Fig. 822 
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1 
= 3-Y=3a(0— 1255). 
Momento flettente nella struttura principale svincolata în A: 
1 n Y 2 9 
M=_-3 (5 + To) = 3 (12 + dle + 40). 


Integrali che figurano nelle (582): 


+1/2 
$ ds = = | (2 + 4 + 4r2)dry= — I , 
—1/2 
" Moto gf Pa à di gff3 
J 3 ds = arri + Alto + 408) — 1240) dro = gg. 
— 1/2 
(Modo q Pala tas gl4 
| va ds = gp fe + 4lr0 + 4x6) dr = — 94, * 
—1/2 


ds. 1 UR 41°1 Tè BB f ds ’ 
/5=x: [Pa=ir Ne, mess» lava 


Quindi le tre incognite sovrabbondanti risultano (p=J/A4=J/A) 
_ - —__TI8f a d( 15.0 r=® 
Mi= GF H= 1749/0097 = i x 4 DE er 


Se si fosse trascurata l'influenza dello sforzo normale, si sarebbe ottenuto 
H,= gql?/8Î, e la curva delle pressioni sarebbe risultata coincidente con l’asse 
dell’arco. La diminuzione che subisce H per effetto di N è AH=—4MH,= 
= — (45/4)(p°/f°)H, (spinta addizionale, negativa, n. 417 (58)), e risulta sei volte 
maggiore di quella che si ha nell’arco a due cerniere (es. 670). 

b) Note le incognite 9774, H, Y,; il momento flettente ad es. in chiave 
risulta 
M,= — TERE +97 gi (Y. non dà momento in chiave) 
e 2 CI 3° a 

Ma il calcolo è più semplice se si osserva che l’insieme del carico gq e delle 
reazioni 9772; Hr = 91*/8Î, V, dà dappertutto momento nullo (la curva delle 
pressioni è assiale). Per cui resta il momento prodotto da H, (n. 417). Ad ea., 
in chiave si ha 


d_ 15 _.p° 
M=-H 3" ti ch 
Alle tmposte (4 = — 27/3) si ha M; = —2M,. Nei punti in cui l’asse ©, in- 


contra l’asse geometrico si ha M = 0. 


(‘*) La soluzione è più semplice col metodo del n. 417 (es. 715). 
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Esercizio 701. — Arco incastrato semicircolare, di sezione costante, s0g- 
getto al peso proprio uniformemente ripartito lungo 
l’arco (fig. 823). 

Soluzione. La risultante del peso di un tratto A$ di 
angolo al centro © passa per il baricentro Go di AS, e 
vale gr, se q è il peso per unità di lunghezza dell’arco. 


Quindi, per la (16), il momento M, in $ risulta Fig. 823. 
n ©/2 (O) 
M=t— aro(r° INDIE cos _ T COS ©) = — gr*(sen % — © C05S W). 


La distanza OG vale (2/7)r; quindi le coordinate del baricentro della sezione S 
rispetto agli assi 4, € Yo Sono 
Lo = — 7 050, Yo = (sen © — 2/7) è 
Integrali che figurano nelle (582): 


Lu 


È. ds = “È (sen © — © cos W) do = — a 
M j 32 2 gqri 
oo Cita ((s A Ss Vi -i) = 2— 3r «iQ ® 

J 3 d FI en @ — © co © | nelle TI 

0 
(ds Tr YÈ _Te 8 > ds _nr 
fd [pasto la 
Quindi le incognite risultano 


32 — 32? 
qMai==9q, H= 528 3 a(1-- 


St o 
ba] 


Questi risultati sono pressochè uguali a quelli dell’esercizio 430, dai quali 
differiscono leggermente nel fattore di correzione dipendente da £°/7?. Così se 


si trasforma l’espressione di X'= H, dandole la forma di quella trovata ora, tale 
fattore che era 1— 9,41°/7?, ora è 1— 10,56 p°/r? 


Esercizio 702. — Arco parabolico perfettamente incastrato, di sezione varia- 
bile con legge J = 7,/cos 0, soggetto a un carico P nel vertice. 

Soluzione. In questo caso la curva delle pressioni (bilatera) si scosta troppo 
dall'asse; per cui la seconda delle (582) non tiene conto in modo corretto del- 
l'influenza di N e di T (n. 412 d). Quindi è preferibile trascurare tale influenza 
(n. 412 a) e considerare soltanto quella di M che è prevalente, tralasciando il 
secondo termine del denominatore dell’espressione di H. 


Nella metà di sinistra è M,= 0, mentre nella metà di destra è M, = — Po. 
Quindi, ricordando l’espressione di y, (es. 700), si ha 

M P n PI? 

ps] e —. —_ 
peg frodan= 37° 

DO 
M Pi n” Pf13 
Mo0Yo = J = 
f ds = — | xo(1° — 1223) de, = 437," 


33, ] 
0 
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Gli integrali che figurano al denominatore delle espressioni di 977, e H seno 
gli stessi dell’esercizio 700; per cui si ottiene 


In una sezione generica di ascissa x misurata da A si ha (r£< 1/2} 


P 


(12— 14lx + 3022). 
Alle imposte e in chiave risulta M, = M, = PI/32, M.= 3Pl/64. 
Nei punti di ascissa 7 = 0,088 e x = 0,379) si ha M=0. 


Esercizio 703. — Studiare la struttura della fig. 824, costituita da due aste 
prismatiche e incastrata perfettamente, trascurando il 

Plo peso proprio. 
7, Soluzione. Nella metà di destra si ha yy=f(1— 4%) : 21. 

Il momento dovuto a P è nullo nella metà di sinistra, 
mentre nella metà di destra è M,= — Pro. 

Le (582) sono ottimamente approssimate, perchè la 
curva delle pressioni (bilatera) è molto prossima all'asse 
geometrico. 

Integrali che figurano nelle (582): 


r Movo Pi (° Pit? 
J " - ds= “ail col — 40) dx = 187 iL 
[Cu tanclislpsiaot ” 
IT Jcos 08” J °° 4J0c0808 0, 0 0 124 così” 
ds ___1 
A Acos0@® 
Quindi si ottiene 
m=t, = ga = "#(1-125) ri=f. 


Se H fosse uguale al valore H, = Pl/4f che si trova trascurando la Acfor- 
mazione dovuta a N, le reazioni f, ed £, risulterebbero assiali, e sarebbe uup- 
pertuito M = 0. Perciò M è dovuto soltanto ad H,= I, — H, e si ua 


i pm DI 
M,=—-M,=H,;=1,5Pl';, Myj=IM,=0. 
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Esercizio 704. — La stessa struttura soggetta al solo peso proprio. 
Soluzione. Se q è il peso per unità di lunghezza di trave, si ha in un punto 
qualsiasi 


DI q_02+) 
aa “così 200° 


Integrali che figurano nelle (582) (4°): 


+2/2 
e Mi. to» ql? 
, J uni inf +e o) eni 64 cos? 8” 
— 12 
M, U l Li iù 2 
" MoUo gi PIO sin & ; TI 
di ds III cos? 0 [) (5 + To) (L4+ 4x0) deo +/ 3 + to) (— 42) del = 
— 1/2 0 
= BE 
— 967 cost 8° 
Quindi si ottiene 
—__ = (1-39 un 
Ma = 608 9° H= gio (1 12 5). LL 


Esercizio 705. — In uno stesso arco simmetrico, supposto 1°) incastrato, 2°) con 
cerniera in chiave, 3°) a due cerniere, 4°) a tre cerniere, confrontare la spinta H 
provocata da un carico P agente in chiave. 

Soluzione. Sia G, il baricentro elastico del semiarco AC (5°), e siano « e y 
gli antipoli delle orizzontali a e c per A e per C rispetto all’ellisse di elasticità 
del semiarco (fig. 825). I tre punti x, y e G, sono 
allineati, perchè le antipolari di x e di y s'incontrano 
sulla retta all’infinito. 

Indichiamo con gli indici 1, 2, 3, 4 la reazione R, 
e la spinta H nei quattro casi. La R,, agisce secondo ; 
la retta xG,y (5). La R,, passa per 10 e per y (8°). pei { 
La RP, , passa per A e per "€ (53). La PR, passa per 4 VAZA/A 
e per C. ER 

La componente Y, è P/2 in tutti e quattro i casi. Fig. 825. 


(‘*) Il secondo integrale si calcola più semplicemente tenendo conto di un carico doppio 
sulla metà destra (ciò che non modifica la H, n. 227), per il quale si ha My= — 2ar}/2 cos 9, 
e integrando da 0 a 17/2. 

(5°) Il baricentro G, è sull’orizzontale del baricentro G dell’intero arco. Inoltre è sulla ver- 
ticale per il | + ito d’incontro del primo lato e del lato mediano del poligono Di (n. 414 db). 

(5!) Infatti, il semiarco _4C, pensato liberato in C e incastrato in A, è soggetto in C alla BR 
e a P, ossia alla loro risultante —R,. La sua deformazione è tale che la sezione C non ruota 
e non si sposta orizzontalmente: perc la — R, deve passare per G, e deve agire secondo il 
diametro aG,y coniugato all’orizzontale (n. 351 c). 

(53) Infatti, la sezione C, pensata libera e soggetta a — R, (nota 51), si sposta vertical» 
mente, ossia ruota intorno a un punto dell’orizzontale per C: perciò la — R, deve passare per Y 

(53) Infatti, considerando il semiarco 4C libero in A e incastrato in C, soggetto in 4 
alla Rx, esso si deforma in modo che 4A si sposta verticalmente, ossia ruota intorno a un punto 
dell’orizzontale per 4: perciò la &, deve passare per a. 
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Quindi-la H è tanto maggiore quanto meno inclinata è la-E, rispetto all’oriz- 
zontale: La retta «Gy passa sempre a sinistra di C (5); quindi è sempre H,> H,. 
La retta «Gy passa generalmente a sinistra di 4; quindi è Hs< H, (es. 575, 
576, 678, 702) (si avrebbe H3= H, se © /,y passasse per 4). Si ha Hyj= H, se 
la retta xG,y è parallela alla congiungente AC. Si ha H3< H, perchè il mo- 
mento M., in chiave è positivo, mentre M.,= 0. La H, è la maggiore delle 
quattro e la H; è la minore. 


413. Il metodo di Eddy (9). 


a) La curva delle pressioni p per un sistema di carichi fissi si traccia facil- 
mente quando siano noti i tre parametri #72, Va, Ha, ossia la reazione KR, 
poichè questa determina il polo O e il primo lato del poligono funicolare p. 

Tuttavia, nel caso di carichi verticali (ad es., il peso proprio dell’arco e delle 
sovrastrutture), si può costruirla anche senza conoscere tali parametri, tracciando 
da prima un poligono funicolare qualsiasi p* di distanza polare H* che colleghi 
gli stessi carichi, e deducendo da esso il poligono p cercato, per mezzo dell’affi- 
nità dei due poligoni p e p* riferiti a due rette r ed 7* opportune. A tal fine, 
basta determinare il rapporto di affinità e dn” rette che in essa si corrispondano. 

b) Consideriamo il caso generale de i'arco uon simmetrico. 

Se l’arco è reticolare, le equazioni Li elasticità sono (n. 412, d) 


LMw=0, ZMxw=0, ZMynw= 0. 


Dette n le distanze verticali dei poli m delle aste dalla curva delle pres- 
sioni p incognita (fig. 826), si ha (n. 406 a) 


M=Hn. 
Perciò tali equazioni diventano 
Zun=0, Zuwnnx=0, Zunw=0. 


Indicando con 71 = N + % le distanze verticali di p dall'asse ©, lette sulle 
verticali dei poli, si ha 


NE N Yo- 


Per cui, sostituendo, le equazioni si trasformano in 


Zwn—Zuy=0, Zuno—Zuyw=0, Zuwnyo—Zuy=0. 


(84) Altrimenti l’asse maggiore dell’ellisse dovrebbe passare a maggior ragione a destra di C. 
ciò che sarebbe in contrasto col fatto che rispetto a tale asse il momento d’inerzia del peso 
elastico è minimo. 

(55) H. T. Eppr: New constructions in graphical Statics, New York. Van Nostrand, 1877. 

C. GuInpi: Sulla curva delle pressioni negli archi e nelle volte, « R. Acc. d. Scienze», To- 
rino, 1886. 

Questo metodo si può applicare anche agli archi a due cerniere, nel qual caso le rette dalle 
quali si misurano le erdinate 7] ed yy* sono la corda e la retta che passa per i punti d’incontro 
di p* con le verticali delle eerniere. Basta ripetere la dimostrazione tenendo conto soltanto della 
terza equazione di elasticità, nella quale le y si misurano uulia corda, per riconoscere che il 
rapperto di affinità 47*/H è ancora espresso dalla (c). 
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Essendo gli assi ©: Y baricentrici e coniugati, si ha Y wy= 0, Zwyr, = 0; 
per cui risulta 


{a) Zun=0, Luna =0, Zwny= Zu. 


Le prime due equazioni dicono che se trasportiamo verticalmente i pesi ela- 
stici w dai poli delle aste sulla curva p delle pressioni, il nuovo sistema di masse 
w ha ancora il baricentro G, e xo, % Sono coniugati anche nel nuovo sistema. 

Colieghiamo ora i carichi P 
con un poligono funicolare p* 
qualsiasi, di distanza polare H* 
arbitraria (fig. 826); trasportia- 
mo verticalmente i w su di esso; 
e determiniamo in questo nuovo 
sistema di w il baricentro G* e 
l’asse x$ coniugato di y. Il poli- 
gono p* riferito all’asse x è affine 
al poligono incognito p riferito 
all'asse x, (5) (5°). Le ordinate 
NM: NÈ e le distanze polari H, H* 


l 
sono legate dalla relazione 


(5) Hn = H*f. 


Quindi la terza delle (a) diventa 
HXZwny= BH Zwyî, ossia H*Zunty= HZuyi; 
da cui 
i H* _ Zuy 
(Cc) Ho wnéYo . 
Pertanto, calcolati î valori delle due sommatorie, si conosce H*/H, ossia, 
per la (0), il rapporto di affinità 1/7: quindi si ha 


H* 
(d) n= pan 


Si costruisce così il poligono p, le cui ordinate n; si deducono dalle #f. I puvti 
a e b nei quali esso incontra l’asse 7, sono sulle verticali dei punti a* e b* d’in- 
contro di p* con 23. 

c) Se l’arco è a parete piena, decomponendolo in tronchi As abbastanza 
corti per poter trascurare As//12, e trascurando anche l’influenza di N e 7, le 
ellissi dei tronchi diventano puntiformi, e vale il procedimento suddetto. 


(5) L’asse x, baricentrico ha la proprietà che Twn;= 0; per cui se, ad es., si raddop- 
piano i termini, cioè le distanze 73. è ancora Zw7,* = 0. Quindi l’asse Xg* corrispondente 
a x, dev’essere baricentrico anche nel sistema dei w trasportati su p*. Inoltre l’asse r* dev'essere 
il coniugato di yy, perchè essendo le 7,* proporzionali alle 7,, è ancora X wmn}*rg = 0. 

(5°) Se l’arco è simmetrico, xy è orizzontale. Se anche i carichi sono simmetrici, assumendo 
i) polo O* sull’orizzontale per il punto di mezzo del poligono delle forze, risulta orizzontale 
anche ry*; quindi basta determinare G*®. 

Per maggior esattezza, le ordinate di p* si calcolano numericamente (n. 416). 
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stessa tabella del valore di %, si legge, in corrispondenza di c, trovato, il valore 
di c,, che è diminuito, e mediante la (820) si calcola A,, che risulta pure dimi- 
nuito. Occorre dunque meno ferro. Inoltre si legge anche c., che risulta minore di 
k.; per cui sarebbe anche lecito usare un calcestruzzo meno ricco di cemento. 
Si può invece diminuire la larghezza b della sezione. In tal modo si può ritrovare 
un c, poco diverso dal valore che si avrebbe se % fosse giusta; e quindi risulta 
o,= — k,. Si risparmia così del calcestruzzo, mentre si realizza ancora una certa 
economia di ferro. 

Se invece l’altezza obbligata & è minore del valore che sarebbe dato dalla 
(819) (ed è il caso più frequente nella pratica), dalla (819) si ricava €,, che risulta 
diminuito. Perciò la 0, corrispondente a questo c, è maggiore di 7%, assunto. Se 
si vuole che 0, non superi £,, si deve usare una tabella avente una 0, < &, e nella 
quale a c, corrisponda una c, poco diversa da %,. Letto il valore di c,, che risulta 
aumentato, si calcola A, mediante la (820). Occorre dunque una sezione mag- 
giore di ferro, sia perchè il braccio f — y/3 è piccolo, sia perchè il ferro lavora 
con 0, < k,. Oppure si può decidere di usare un calcestruzzo migliore, nel qual 
caso nella stessa tabella di £, si legge, in corrispondenza di c,, il valore di 0, 
e il valore di c, che serve per calcolare A,. Infine, si può invece aumentare la lar- 
ghezza b in modo da ritrovare circa lo stesso e, corrispondente a &, e &,. Si ri. 
trova così anche lo stesso e,; ma però A, aumenta, perchè nella (820) aumenta b. 

d) Altre formule utili sono le seguenti. 

Per l’uguaglianza della trazione totale e della compressione totale si ha 


(d) kA,=-E by, da cui A;,=7°by=e,37 dh. 


Il coefficiente che moltiplica bh non è altro che il rapporto u = A4,/b} della se- 
zione del ferro alla sezione utile bh del calcestruzzo; rapporto che determina la 
percentuale di ferro. Risulta perciò 


(822) A,;=pbh, dove n = Cy ==. 


Per i valori usuali di %, e %,, la percentuale di ferro si aggira intorno a 0,5%. 
Maltinlinandan mamhra a membra la (819) ner la (820) si ha RA, = cscM. 
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Se si conoscono le espressioni analitiche di y, e di J, se ds è facil- 
mente esprimibile in funzione di dr, (un caso molto semplice è quello 
in cui ds/J =dxr,/J., n. 405 d), e se gli in- 
tegrali si possono calcolare, si ottengono di- 
rettamente le equazioni delle linee d’in- 
fluenza dei tre parametri incogniti in fun- 
zione dell’ascissa x, del carico. 

Altrimenti si sostituiscono agli integrali 
delle sommatorie (Simpson), estese ai soli 
tronchi a destra del carico 1. Per ottenere le 
linee d’influenza, si calcolano i valori di 977,, 
H, V., per un numero sufficiente di posizioni 
del carico, ossia per diversi valori di #,, 
mediante sommatorie progressive (analogamente al caso dell'arco a 
due cerniere, n. 408 d, es. 687, oppure come nell’es. 706). 

b) Procedimento grafico (5°) (5°). Nelle condizioni della fig. 828 b) le equa- 
zioni di elasticità, esprimenti che il baricentro elastico G pensato collegato rigi- 
damente cor A non subisce alcuno spostamento, sono le seguenti: 

MG 1:80 =0, VI _-1.:J0 20, HI _1.JD 20; 


da cui si ricava 


g(d9) AGIO) JTD) 
(585) quell, Ve iti. H=1 4, 
hi G s Ji) J(40) 
Yo Ta 


Determiniamo graficamente i momenti di primo e di secondo ordine che figu- 
rano al numeratore e al denominatore: 

Dividiamo l’arco in tronchi di uguale lunghezza fs (fig. 829), dei quali cal. 
coliamo i pesi elastici w=As/FJ e i semiassi pir= VI/À e pi=As/Vv12 (0 (517)). 

Pensati i w come forze applicate verticalmente nei centri o dei tronchi, e 
tracciato il poligono 0-1-2... 12 dei w (rappresentandoli in una seala arbitraria), 
colleghiamoli con un poligono funicolare Pi di polo 0, e distanza polare ), => 
=Xw=g@. L’ordinata N intercetta sulla verticale v del carico fra P, € l’ultimo 


(5*) Questo procedimento, detto dei cinque poligoni, presenta esaltato l’inconveniente degli 
inevitabili errori di graficismo (comune ai calcoli grafici), perchè ciascan poligono che si traccia 
è intiuenzato dalle inesattezze di quelli precedenti: per cui sono necessarie le verifiche indicate 
alla fine del n. 414 d). Inoltre, non consente di vatutare i tre parametri con quel grado di ap- 
prossimazione (cinque e sei cifre) che è necessario quando si studiano sistemi di carichi con 
curva delle pressioni quasi assiale (n. 407 e). Quindi in questo caso è preferibile procedere nu» 
mericamente mediante le (532), oppure impiegare il metodo di Eddy. 

Per contro, esso sede del vantaggio dei poligoni funicolari (n. 361 c) di tener conto automa- 
ticamente dei cambiamenti necessari quando si cambia la posizione del carico, e di valere perciò 
per qualunque posizione del carico stesso. 

I poligoni 1, n, PD; SI possono anche ottenere con procedimento numerico, che consente di 
raggiungere il grado di approssimazione desiderato. Si veda 0. BELLUZZI: Sul calcolo numerico 
delle linee d'influenza negli archi incastrati, «Ingegneria ferroviaria», 1947, n. 11. V. anche l’eser- 
cizio 706. 

(*) Un esempio numerico svolto in modo dettagliato si trova nel quarto volume (Teoria dei 
ponti), Cap. XIII, dell’opera di C. GUIDI (D. il). 
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lato B,4; è tale che S() — n). Quindi si ottiene 
(a) Mi 1371 
Perciò il poligono p, riferito al suo ultimo lato, con le ordinate n; lette enme 


lunghezze nella scala del disegno, è la linea d’influenza del parametro 977,. 
>» e, a: » è . . x 
L’ordinata xy intercetta fra p; e il primo lato è tale che 1-n/= 970, parametro 


della reazione R,. Inoltre, prolungando i lati di p, si ottengono sull'asse # dei 
segmenti 0’-1’, 1°-2’... 5°-6°... 11’-12’ che misurano i momenti statici dei w ri. 
spetto a y,, a meno del fattore %,. Come controllo del poligono p,, deve risul- 
tare 4747 uguale alla semicoraa (4,41 -2,= E - 1/2). 

Applichiamo i w orizzontalmente nei centri 0 e colleghiamoli con un poli- 
gono p, di polo 0, e distanza polare }, arbitraria (in figura è XA, = XY w/4, per 
allargare ps). (Il lato mediano di p,, verticale, si è fatto coincidere con %). Il 
punto d’incontro del primo e dell'ultimo lato (o del primo lato e di y) è il 
baricentro elastico G. I prolungamenti dei lati di p, tagliano sull’asse x, per G 
dei segmenti 0-17, 1/-2”... 5°-6°... 11’-12” che misurano i momenti statici 
dei w rispetto a x,, a meno del fattore }. 

Applichiamo verticalmente i momenti statici 0°1’, 1’-2”... nei loro bari- 
centri (antipoli di y, rispetto alle ellissi dei tronchi) e colleghiamoli con un poli- 
gono ps di polo 03 e distanza polare } arbitraria. (Il primo lato di pi si è fatto 
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timo lato BA; è tale che de = N33), (5). La distanza verticale « fra il primo 
e l’ultimo lato (paralleli) di py è tale che 77% = way). Quindi si ottiene 


(2) v,= 1-48, 


Perciò il poligono Ps riferito al suo ultimo lato, con le ordinate 3 lette come 
forze nella scala u= 1 kg o 1 t, è la linea d’influenza del parametro V,. L’or- 
dinata complementare rg letta fra p3 e il primo lato è tale che V;=1- 73. 

Applichiamo orizzontalmente i momenti statici 0/1”, 1/-2”... nei loro bari. 
centri (antipoli di x,) e colleghiamoli con un poligono funicolare py di polo 0, 
e distanza polare %, = v. La distanza orizzontale n fra il primo e l’ultimo lato 
(paralleli) è tale che JD) — LIMA 

Applichiamo verticalmente gli stessi momenti statici 0”-1/, 1°-2”... negli 
stessi antipoli di x, e colleghiamoli con un poligono funicolare p; di polo O; e 
distanza polare X; = n. (L’ultimo lato risulta coincidente col primo, perchè altri- 
menti la loro distanza verticale, moltiplicata per 2;A:, darebbe il momento cen- 
trifugo di tutto il peso elastico rispetto a x, € %; che è nullo. Si sono fatti coin- 
cidere col primo lato di p3). Il segmento n; intercetto su v fra p; e l’ultimo o 


il primo lato (E, = H;} = H) è tale che da 32.542 + Quindi si ottiene 
x N5d5de nn Ns 
(c) H=1 = peo 6 
nigha nu 7 


Perciò il poligono p;. con le ordinate 73 lette come forze nella stessa scala 
= l kg o lt (come per pz), è la linea d'influenza del parametro H (82) (88) 
Per evitare l’accumularsi degli errori di graficismo (5°), è opportuno verifi- 
care, man mano si procede, i segmenti 0”1’, 1’-2”... e 0‘-1°, 1”-2”..., nonchè 
alcune ordinate dei vari poligoni, calcolandone i valori numericamente. 
Se l’arco è simmetrico, basta disegnare la sola metà sinistra dei vari poli- 
goni. L’ultimo lato di p, e l’ultimo di pz si tracciano ugualmente in modo ovvio. 
c) Linea delle intersezioni e curve inviluppo. Mediante i tre poligoni p}, 
P3. Ps è facile determinare le reazioni R, ed E, provocate da P =1 agente se- 


(15) 
Uo 

(53) È opportuno lagoohe le ordinate n3, 73. 75 Sulle verticali peri baricentri delle sezioni 
separatrici dei tronchi 4s, perchè esse sono uguali (n. 198 b, d) a quelle delle vere curve funico- 
lari dei dw dei tronchi ds infinitesimi. 

($*) Volendo le linee d’influenza dei tre parametri della PR, nel caso di P = 1 orizzontale, 
si traccia un sesto poligono 7g applicando i momenti statici 0/-1”, 1/-2”... orizzontalmente negli 
antipoli di yy e collegandoli con polo Og e distanza polare 4g = (/n)ig. In modo perfetta- 
mente analogo, si riconosce che si ha 


al) 


(5) Si costruisce in luogo di J , con lo stesso vantaggio indicato nel n. 361 d). 


ne Te na 

= Va=17 Ha=1%' 

essendo 79, 76, 74 le ordinate intercette fra i poligoni ps, Pg. 24 e il loro ultimo lato sull’oriz- 
zontale del punto D di applicazione di P =1, e 1/a= i9/Zw= 49/3. Perciò i poligoni pa, Ds. P4 
sono le linee d’infiuenza di M,. Va: Ha per P= 1 orizzontale (v., ad es., la prima delle mie 
note citate nel Cap. XVIII, nota 54). 


O. BeLLUZZI — Scienza delle costruzioni — II 4 
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‘condo una verticale generica v (5°) (fig. 830, nella quale l’ultimo lato di p; e il 
primo e l’ultimo di pg e di p; sono orizzontali): 

I momenti 977, ed 970, di R, e di R, rispetto 
a G sono dati da 1-7, e da 1-7. Misuradno l’or- 
dinata 7; e portandola orizzontalmente dal punto 
r sì ottengono le grandezze di KR (risultante di 
V, e di H) e di R, (risultante ai 7, e di MH), 
che si leggono nella scala «= 1kg. Quindi si 
calcolano le distanze d, = 977,/Ra e d, = IMN/Bb 
di R, e di È, da G. La retta d’azione di R, è 
tangente, e parallela a R,. al circolo di centro G 
e raggio d,; e analogamente per la RP}. 

Oppure si calcolano mediante le (2) i segmenti 
%, € Y che la R, taglia sugli assi 2, € Yo: 

37__ Ml 33 _ MU 
esnià Gk=-7- 

In modo analogo si determina la PR}. 

Come controllo, le R, ed PR, devono incontrarsi sulla retta del carico. 

Note le R,, E, per varie posizioni del carico, si traccia per punti la linea 
delle intersezioni (n. 408 g). 

Le varie rette di E, e di FR, inviluppano due curve (curve inviluppo della R, 
e della R,) (fig. 830) (54). 

Note la linea delle intersezioni e le curve invilu; p., si determinano imme- 
diatamente le rette d’azione delle reazioni È, ed È, provocate da un carico ver- 
ticale 10 P mandando dal punto è le tangenti alle curve di inviluppo; quindi si 
ottengono le intensità decomponendo il carico 
secondo tali rette (fig. 881). 

d) Linee Mm, Mn. Fissata una sezione S 
e segnati i punti di nocciolo m, n, si fa agire il 
carico P= lin un punto qualsiasi (fig. 831), 
si l gge il valore di H nella linea I, si traccia 
la retta di È, (n. 4l4c) (se P= lè a destra 
di $), si misurano le distanze verticali d,, dn 
di m, n dalla E, e si ottiene (575) 


Bi, M,=— Hd. 


Se P = 1 è a sinistra di $, si ricorre alla R,. 

Calcolati i valori di Mm, M, per varie posizioni del carico, si tracciano per 
punti le linee M,, M, (fig. 831)(95). 

Di solito, tali linee si tracciano per la sezione in chiave, per una sezione 
d’i nposta e per qualche sezione intermedia. 


($*) Negli archi a due cerniere le curve inviluppo degenerano nelle cerniere stesse. 
($) I punti m,, my accennati nella nota 35 si ottengono mandando le tangenti da m alle 
curve inviluppo e prolungandole fino a incontrare la linea delle intersezioni. 
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Esercizio 706. — Un arco incastrato ha l’asse circolare di corda 1 = 40 m 
e di treccia f = 10 m (fis. 832). Lo spessore è f, = 0,80 m in chiave e &; = 1,20 m 
alle imposte. Calcolare mediante tabelle le linee 977, V,. H e le linee Un, MU. 

Soluzione. a) Il procedimento è ovvio; tuttavia si indica la disposizione più 
opportuna da dare alle tabelle e si segnalano le semplificazioni che abbreviano 
notevolmente il calcolo (cfr. il mio lavoro citato nella nota 59). 

Avendo l’esercizio soltanto scopo indicativo, dividiamo per brevità ciascun 
semiarco in soli quattro tronchi, che conviene assumere di proiezione orizzon- 
tale Ax costante (Ar = 5 m) (in pratica, il semiarco si dividerà in 8-10 tronchi). 
Indichiamo con A, I, II,..., VII, B le sezioni separatrici dei tronchi, e con 
1, 2,... $i tronchi. 

Posto il carico P = 1 sul baricentro di una delle sezioni A, I, II,... (nota 62), 
indichiamo con «, la sua distanza dall’asse y, (positiva se P è a destra di yo), 
e con 9. Yo le coordinate dei baricentri elastici cei tronchi riferiti agli assi xo: Yo - 
Per le (584), i tre parametri della reazione PR, sono dati da 


B 
x (ro — Lp) p urto — Lp) 
M=1 $ Va=1 Bo ’ 
Zw Zuwxi 
A A As 
de) EB (1 7 7) 
Lusplas—25) 
P 
E=--i1P__ ; 


Anzitutto si calcolano in modo analitico le caratteristiche dei vari tronchi 
(si è assunta la larghezza di 1 m e si è supposto che lo spessore % vari linear- 
mente lungo l’arco). Poi si determina il baricentro elastico mediante ye = 
= Zwy:Zw = 7,526 m, essendo le y misurate dalla corda dell’asse geometrico. 
Quindi si calcolano le ordinate y e i termini wr}, wy3. As/A. Per la simmetria, 
basta costruire la tabella per un solo semiarco, raddoppiando però le somme 
dei w, wrè, wyi, As/A: 


int ilari 
| 
Fi i aa] eg | | 
| | | 
1 | 7,098 1,139 0,12314 | 57,64 /#17,678| —4,848 | 18013 
2 |5,796 1,027 |0,09027| 64,21 712,582 | —0,923 | 10165 
3 |5,2580,932|0,06746 | 77,947 7,538|+1,310| 4429 
4 |5.082]0,843|0.04992 [100,80 # 2,512 | +2,347| 636 | 


601,18 66486 | 4198 | 46,8 
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Fig. 832. 


Per rendere chiaro il calcolo, conviene costruire anche la tabella delle di- 
stanze 2 — 2, che il carico ha dai baricentri elastici dei vari tronchi quando occupa 
le varie posizioni suddette: 


îni E i II IMI IV | Vv VI VII | 
= el ari (a REI L_L | — 
;— 20,000 — 15,000 — 10,000/— 5,000} 0 |-+ 5,000/-+ 10,000 + 15,000 


32,582 | 27,582 | 22,582 | 17,582 |12,582| 7,582| 2,582 
37,678 | 32,678 | 27,678 |” 98 17,678 | 12,678) 7,678 I 2,678 


1 2,322 

2 7,418 2,418 

3 12,462 7,462 2,462 

4 17,488 | 12,488 7,488 ,,488 

5 22,512 | 17,512 | 12,512 7,512 | 2,512 

6 538 | 7,538! 2,538 
7 

8 


2 
7 
27,538 | 22,538 | 17,538 | 12, 
7 
2 
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Infine, si calcolanoi vari termini delle sommatorie che figurano al nume- 
tatore delle espressioni (a), raccogliendoli nelle tre tabelle seguenti. Giova osse- 
vare che il calcolo risulta molto semplificato per la costanza di Ax. Infatti, 
quando si è moltiplicato w, 0 wr, 0 %*y% per la distanza x, — 2, che il carico 
posto in 4 ha dal baricentro di un tronco qualunque, e si è ottenuto così un 
termine della prima colonna, basta diminuire successivamente di Ax il molti» 
plicatore x, — ©, per ottenere gli altri termini della stessa linea (ciò che con la 
moltiplicatrice riesce speditissimo). 


Carico | | 
in | A | I | II II IV V | VI | VI | 
Tronchi _ | _ o | | 
1 134 | | | 
2 476 | 155 | | 
3 971 | 582| 192 | 
4 1763 | 1259 755 | 251 | 
b) 2269 | 1765 1261 TO 253 
6 | 2146 | 1757 | 1367 977 | 588 198 
7 2092 | 1771 | 1450 1129 808 | 487 166 
8 2172 | 1884 | 1595 | 1307 | 1019 731 | 443 154 
una 4 ———_ 
12023 9173 6620 | 4421 2668 1416 609 154 
fi m 20,000 | 15,257 11,012 | 7,354 4,438 2,354 1,012 0,257 
Carico | | | 
in A | I i IU | II IV | Vv VI VII 
Tronchi N | : D li da | 
1 — 2366 | 
2 — 5993 /— 1953 I 
3 — 7322 — 4384 — 1446 
4 — 4428 — 3162 — 1896 — 630 
5 — 5700 + 4434 + 31685 + 1902 + 636 
6 | +16179 |+13241 +10304 + 7366 + 4429 + 1491 
7 +26323 +22283 +18244 +14204/+10165 + 6125 —+2086! 
8 —38392 | +33298 -28203 +23108 +18013 +12918 +7824 -+2729 
66485 | 63757) 56577) 45950) 33243) 20534 9910| 2729 
| | Î 
13 | 1,000 | 0,959) 0,851 Nesi 0,500] 0,309) 0,149, 0,041 
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Carico | 
in | A | I | I | HI | IV y VI VII 
Tronchi | | 
1 |— 649 | | 
2 — 440 — 143 | | 
3 + 1272/+ 762/+ 251| 
4 + 4137 +2954|+1771|+ 589| 
5 + 5326 +4143 | +2960|-+1777/+ 594 
6 |+ 2812(+2301/-+1791/+1280/+ 770|+ 259 
7 |— 1931|—1635|—1338]—1042|— 746|— 449 — 153 
8 — 10529! —9131 | —7734| —6337|—4940 | —3543 | —2146) —748 
— 2 749 2299 —3733 —4322|—3733|—2299) — 748 
“3 | 0,000] 0,176] 0,542] 0,879] 1018] 0,879] 0,542| 0,176 


Sommando i termini in colonna, si ottengono i numeratori delle (a). I deno- 
minatori si sono trovati sommando i termini w, wxj, wy3: As/A della tabella 
preliminare. 

Non è necessaria la colonna corrispondente al carico posto in B, perchè le 
ordinate delle tre linee d’influenza sono nulle sotto B. Si potrebbe risparmiare 
anche la prima colonna, perchè sotto A le ordinate delle tre linee d’influenza 
sono rispettivamente 1/2, 1, 0; tuttavia conviene calcolarla perchè i risultati 
offrono utili controlli dell’esattezza dei calcoli. Altri controlli si hanno osser- 
vando che nella linea 977, le ordinate simmetriche devono differire tra loro «i x, 
(come si dimostra facilmente); nella linea V, le ordinate simmetriche devono 
avere la somma uguale a 1, e l’ordinata centrale dev'essere uguale a 0,5; e nella 
linea H le ordinate simmetriche devono essere uguali. 

Le tre linee d’influenza sono rappresentate nella fig. 832. 

Il tempo impiegato è stato di circa quattro ore; e risulta poco più che rad- 
doppiato quando si divide il semiarco in 8-10 tronchi. 

b) Noti i valori di 977,, Va, H per le varie posizioni del carico 1, ossia 
noti i valori delle ordinate 1; #3: #5, si deducono facilmente le linee d’influenza 
dei momenti di nocciolo M,,, M, per una sezione generica S. Se il carico 1 è 
a destra, oppure a sinistra, della verticale per il punto m di nocciolo, si ha rispet- 
tivamente 


Mn= Me + Vilm Him =1!MN + 1°M3tm — 1° M5Yme» 


(b) 
Mm =—-1:dn+1 ‘Ni Pi "Nato — 1 *5Yma » 


essendo d,, la distanza (considerata positiva) del punto m dalla verticale del 
carico 1. E analogamente per il punto n. 

Si sono calcolate le ordinate della linea M, per la sezione V (2, = + 5,051 m, 
Ym, = + 2,219 m), che risultano uguali a 0, — 0,341, — 0,944, — 1,158, — 0,347 
+ 1,913, + 0,562, +0,073, 0 (fig. 832). 
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Esercizio 707. — Determinare analiticamente le linee 977; V,. H per un 
arco incastrato parabolico (fig. 833), avente la sezione variabile secondo la legge 
J=J./cos 9 (85). 

Soluzione. a) Avendo presente l'esercizio 700, il peso elastico, il baricentro ela- 
stico, l'equazione dell’asse geometrico e i momenti d’inerzia del peso elastico risul- 


tano (ritenendo pg? = J/A = costante = J;/4c) 

: ds dry 1 
do= pg = TEL 

7A J Î 2 DI 
C suli Yo = gp (0 — 1226) ; 

88 4f° 1 

eta Toi 4 
Ty, 12EJ,° “%  45EJ,' EA; 

2 12 i Ta, Fig. 833. 
Ou, = 12? fa, — G . 


Ordinate del poligono p; (coi simboli della fig. 833 e posto 5/1 =): 


12 12 
| (co — L,) dw | (ro — Lx) dro (2 2 
. : e a 
{a) Na = ein nn o —T——— = 1 ) = b° 37 
a G L 21 21 Pa 
Ordinate del poligono pz: 
1/2 
| (do — Ep\codw 1 ° 
mi _è 3 2(5-%) (14 2,) 5*(31 25) _ n° 
(0) het — @&& ye pr Ph 
Ordinate del poligono ps: 
1/2 
LT ® 1 
lia Lo)Yo dw (Ea na N 
( Mc doo _c_eie cs I _- 2 PINE, 
(0) “ Je, Ja, > 30° - EJ, 31805, d Ù 9) 3pi, È 


b) Linea delle intersezioni e curve inviluppo. L’ordinata % del punto i d’in- 
contro della R, col carico 1 vale (fig. 833) (nn. 408 g, 414 c) 


= fi Va Ila , Va 1-% Na 
<= (Gh+%, H = (7, +%)F ai Ns +a) 7a. 


(6) W. RITTER: Anw-ndungen der graphischen Statik (n. 368), quarto volume, nae. 244. 
Per il caso di carichi mobili «»rizzontali, o di coppie mobili. «i veda la mia nota: sw cal* 
colu unulitico deyli archi incasiruti, «Il Comento armato», 1933, n. de 
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Sostituendo le espressioni di n; #3: n e semplificando, si ottiene 


60; 
(d) <= 7 ° = costante ; 


per cui la linea delle intersezioni è una retta orizzontale. 


L’equazione della retta d’azione di R, è 


Gr + a 
n= 09; 


Gr + Lo 7 
ossia, sostituendo Gr con 977,/V,= 11/3 = 2/41 + x), 
l La È DE 14 ù i 
3 + 2») Yo = Sl + ep) + 


Essa rappresenta una famiglia di rette £, dipendenti dal parametro x,. Se sì 
elimina ©, fra l'equazione e la sua derivata rispetto a 2; cioè (1 + 2,)Yo = Cie: 
sì ottiene l'equazione della curva inviluppo delle R,: 


Cod + 2leoo + yo = 0, 


che rappresenta un’iperbole passante per G (dove è tangente a x,) e avente per 
assintoti la verticale per A e la retta A4,B, (4, punto di mezzo di ©). 


415. L'arco incastrato: variazioni termiche, cedimenti dei vincoli. 


a) Per effetto di una variazione termica uniforme Abi (9°) la se- 
zione A, supposta svincolata, subirebbe una traslazione nella direzione 
della corda c, misurata da «cA. (l’arco diventerebbe omotetico a quello 
primitivo, con centro in B). La reazione R, capace d’impedire questa 
traslazione, cioè di produrne una uguale e contraria, passa per il bari- 
centro elastico G, agisce secondo il diametro d coniugato al diametro » 
normale al diametro e parallelo a c (n. 364 d), e la sua intensità è 
tale che si abbia 


(586) RiJ.a = echi; da cui dg a" 


Se l’arco è simmetrico, la R; è una spinta orizzontale H, secondo 
l’asse 2, data da (c = l) 


(586,) H=<". 


(5°) Gli effetti provocati da variazioni termiche variabili lungo l’arco o nell’altezza della 
sezione si possono studiare mediante le linee d’infiluenza termiche (n. 393), o come nel n. 409 a). 
($) In un arco incastrato la spinta H; è maggiore che in un arco a due cerniere, perchè 
J_ è minore di J,. Anche il momento M, in chiave risulta maggiore, benchè la distanza dalla 


T, 
Hp sia minore. Il momento M; alle imposte è assai maggiore di M,. 
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b) Nello stesso modo si valuta l’effetto del ritiro del calcestruzzo 
(n. 409 d). 

c) Se la sezione d’imposta A 
subisce, rispetto all’imposta B, un ce- 
dimento angolare ©, che supponiamo 
sinistrogiro, e un cedimento lineare del 
quale indichiamo con a, la proiezione 
ortogonale sulla verticale y,, che sup- 
poniamo verso il basso, e con Z; la Fig. 834. 
proiezione ortogonale sul diametro x; 
coniugato a y,, che supponiamo verso sinistra, gli spostamenti analochi 
che subisce il baricentro elastico G, pensato rigidamente collegato vou 
la sezione A, sono (fig. 834) 


Ù ' 
No Na aly, , E, = Ea + Qallz” . 


6 
o 
I 
- 
pp 


La reazione ft, provocata da tali cedimenti, ossia quella che sarebbe 
capace di produrli, è definita dai suoi parametri 


N 


trà pai — a i 
(587) TI = V.= tr ' Hi = 70° 


Oo 

mi 
d) Negli archi notevolmente ribassati la spinta 7, provocherebbe, 

secondo il calcolo, delle tensioni elevate, spesso incompatibili col buon 
comportamento del materiale. Tuttavia l’esperienza insegna cha tali 
strutture resistono alle variazioni termiche senza lesionarsi. Il fatto si 
spiega principalmente con l’intervento di deformazioni plastiche nelle 
zone troppo affaticate, in virtù delle quali si hanno degli adattamenti 
dell’intera struttura (con mutamenti delle reazioni), che alleviano la 
fatica in tali zone e fanno lavorare maggiormente le parti meno affa- 
ticate (v. Cap. XXX). 

Lo stesso dicasi nel caso di notevoli cedimenti dei vincoli. 


Esercizio 708. — Calcolare la spinta H, provocata dalla variazione termica 
uniforme A,t = + 20° nell’arco dell’esercizio 699. 

Soluzione. Supponendo E = 2,0 - 105 kg/cmq = 2,0 - 10* t/mq, il momento 
d’inerzia J, vale 2546,12/E = 0,001273 mt-!/m (per una striscia di arco larga 
1 m). Quindi, se a = 0,00001, si ottiene (5861) 


0,00001 - 42 - 200 _ 
H; = — 0,001273 = 6,60 t/m . 
I momenti flettenti che essa provoca nella sezione in chiave e nelle so- 
zioni d'imposta valgono M,= — 6,60 - 2,869 = —18,9 tm/m, M,= 6,60 - 7,631= 
= 50,4 tm/m. 
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Esercizio 709. — Calcolare la reazione R, provocata nell’arco dell'esercizio 699 
da un cedimento angolare sinistrogiro 0, = 5‘. 

Soluzione. Alla rotazione ©, = ©y = 5’ = 0,00145 radianti si accompa- 
gnano gli spostamenti 7, = — 0,00145 + 21,0 = —0,0305 m, E,= 0,00145- 7,631 = 
= 0,01106 m. D’altra parte si ha (es. 699) G = 297,329/E = 0,000149 t-1m-!/m, 
Jy, = 35819,/E = 0,0179 mt-1/m, J,, = 0,0012783 mt-1/m. Quindi si ottiene (587) 


0,00145 n, A 
Ma = — 000149 — — >:73 mim, 
— 0.0305 0,0 
Pale. bio, n= URI Riv 


0,0179 — 0,001273 — 
Esercizio 710. — Determinare il diagramma degli spostamenti verticali dei 
punti dell’asse di un arco incastrato, provocati da una variazione termica uni- 
forme Act. 
Soluzione. Per gli stessi motivi esposti negli esercizi 691 e 692, lo sposta- 
mento verticale di un punto dell'asse è dato da (y misurata dalla corda) 


l 
Ay= a Ag (o ate a) . 


416. L’arco funicolare del carico. 


Per ridurre al minimo le tensioni interne in un arco, si cerca 
di avvicinare il più possibile la curva delle pressioni all’asse geometrico; 
ciò che si consegue talvolta distribuendo in modo conveniente i carichi, 
ma più spesso assegnando all’asse dell'arco una forma opportuna. 

La condizione di carico che si considera è quella costituita dal peso 
proprio dell’arco e delle sovrastrutture; o l’altra costituita dal peso 
suddetto e da metà del carico accidentale, supposto uniforme, sull’in- 
tero arco (metodo di Tolkmitt (*°)). Quindi si assume come asse del- 
l'arco una funicolare di tale carico. 

A tal fine si disegna un arco di tentativo, avente la corda e la frec- 
cia prescelte, e l’asse, ad es., parabolico (7°); le dimensioni delle sezioni 
si fissano per confronto con opere consimili, oppure mediante formule 
empiriche (7). Diviso l’arco in un numero sufficiente di tronchi \As, e 


(**) G. TOLKMITT: Leitfaden fir das Entwerjen und die Berechnung gewdlbter Briicken, Ber- 
lino, Ernst, 1912. In tal modo, quando il carico accidentale varierà, l’asse si scosterà il meno 
possibile dalle diverse curve delle pressioni. 

(?°) Ricordiamo (Cap. V, C) che la funicolare di un carico uniforme lungo l’orizzontale è 
una parabola; e che quella di un carico uniforme lungo l’arco è una catenaria. 

(**) Fra le più usate sono quelle di Séjourné, che danno lo spessore A, in chiave in funzione 
della corda / (in metri) e del ribassamento n = f{/l, e lo spessore À; all’imposta: 


h.=k1+VDa, (& = 0,15 in media, a = (4/3)(1—n + nî)) 
h;= h(1 + 12n°). (per n < 1/23, ossia per 0, < 60°) 


V. anche A. STRASSNER: Neuere Methoden, 2* volume, parte IV, Berlino, Ernst, 1927. 
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computati tutti i pesi che a essi corrispondono, si traccia la funicolare 
che passa per i baricentri delle sezioni d’imposta e in chiave: La 
spinta H, si ricava dall’equazione ausiliaria (n. 66) M., = 0; e le ordi- 
nate dei vertici del poligono funicolare si calcolano numericamente (per 
la necessaria esattezza), considerando le varie coppie di triangoli ret- 
tangoli simili definiti dalle proiettanti del poligono delle forze e dai 
lati corrispondenti del poligono funicolare (es. 711). Ottenuta questa 
funicolare, si assume come nuova curva dell’asse geometrico (??). 

Nel n. 417 studieremo il comportamento effettivo di un arco così fatto. 


Esercizio 711. — Un ponte di cemento armato largo 6 m, a due archi gemelli 
incastrati, ha la corda di m 56 e la freccia di m 12,80 (relative all’asse geometrico). 
Tracciare l’asse coincidente con una funicolare del carico permanente e di metà 
del carico accidentale di 500 kg/mq. 

Soluzione. Disegnamo un ponte di tentativo (fig. 835 a), con asse parabolico 
passante per i punti ABC; dividiamo il semiarco in otto tronchi aventi uguale 


I 


Cc 
#h 
d) / ba 
ga, 
La 
Ls 
te 
, Lo 
of Ha? 


Fig. 835. 


proiezione orizzontale Ar= 3,50 m (così che gli assi dei pilastrini che sostengono 
l’impaleatura corrispondono ai centri dei As), e calcoliamo le ordinate y dei punti 
di mezzo dei As, riferite alla corda (78). Nella fig. 835 a) sono segnati i valuri 
delle y, nonchè le componenti verticali Ay di ciascun tronco As. 


(#) Volendo una maggior esattezza, si può ripetere il procedimento partendo dal nuevo 
asse, per tener conto dei piccoli cambiamenti che hanno subìto i pesi, in seguito alle mutate 
lunghezze dei tronchi 4s e alle mutate altezze del riempimento che grava sui tronchi o dei pila- 
strini che sorreggono la via. Ma in generale questa seconda correzione è superflua. 

(?**) Si sono calcolate anzitutto le sedici ordinate degli estremi dei tronchi c dei loro punti 
di mezzo riferite alla tangente nel vertice, dividendo l’ordinata massima f = 1280 cm per 163 
e moltiplicando per 1%, 22, 3°... 167, 
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Le lunghezze dei tronchi sono date da Às = VA + Ay?, e risultano 
As= 4,610 4,360 4,134 3,936 3,770 3,640 3,551 3,506 m. 


Assunti i due archi di sezione rettangolare avente la larghezza d costante 
di m 0,80 e l’altezza % variabile linearmente secondo l’ascissa da m 1,20 in 
chiave a m 1,60 alle imposte, le caratteristiche dei vari tronchi nel loro punto 
di mezzo risultano (i valori di J servono per l'esercizio 713) 


Tronchi h A J 
1 1,575 m 1,26 mq 0,2605 m4 
2 1,525 » 1,22 » 0,2364 » 
3 1,475 » 1,18 » 0,2139 » 
4 1,425 » 1,14 » 0,1929 » 
5 1,375 » 1,10 » 0,1733 » 
6 1,325 » 1,06» 0,1551 » 
t) 1,275 » 1,02 » 0,1382 » 
8 1,225 » 0,98» 0,1226 » 


Calcoliamo i pesi dei tronchi As, dei collegamenti dei due archi, dei pilastrini, 
del solaio d’impalcatura (peso specifico 2500 kg/me), e di metà del carico acci- 
dentale, insistenti su ciascuno dei tronchi (in kg): 


| : | collega- : 1 . | sovrac- | . . 
| tronchi | nenti pilastrini solaio carico : 2 | Pesi totali 
1 14520 1100 | 2540 10£00 2625 31585 | 
2 13300 i 1100 1900 | 10800 2625 | 29725 | 
3 12200 i 1100 | 1360 | 10800 1 2625 28085 
4 11220 | 1100 | 910 | 1080 | 2625 26655 
5 | 10370 1100 | 550 10800 | 2625 25445 
6 9620 1100 280 | 10800 | 2625 | 24455 
7 9060 — — | 10800 2625 | 22485 
8 8590 = = 10800 2625 | 22015 


La spinta HA, relativa al poligono funicolare passante per A, B, C risulta 


210450 - 28 — 3148057 
12,80 


H= 


214417 kg. 
Le ordinate dei vertici del poligono funicolare si deducono dalla similitudine 
dei triangoli 0508, Ax,%3; 0018, &18182; 0023, BrYiys; ecc. (fig. 835 dD). Si ha così 


aid _ 210450 8,8, _ 178865 Via _ 149140 
1,75 214417’ 3,50 214417’ 3,50 214417" 


In tal modo si ottengono gli incrementi delle ordinate dei vertici, e quindi le 
ordinate successive, segnate nella (fig. 835 b). 

Si può assumere l’asse geometrico avente queste ordinate, senza ripetere il 
calcolo in seconda approssimazione (o meglio l’asse inscritto nella poligouzie, 
n. 198 ò, d, passante, ad es., per i punti di mezzo dei lati). 
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Esercizio 712, Con che legge deve variare il carico sopra un arco circolare, 


affinchè una funicolare coincida con l’asse dell’arco ? Mr: 
Soluzione. Dal confronto del poligono delle forze col EA 
poligono funicolare (fig. 836) si deduce, essendo ee il peso 8 Ne 
gravante fra una sezione generica e la chiave, Pea: I, 
.‘H 
e=Htg0; Fig 336. 


da cui differenziando, e indicando con g il carico per unità di lunghezza dell’arco, 


ded = qds = qrd9 = Hd:ig 6) = na, ossia 9= DA 
In chiave si ha 
q=È, da cui H=qr. 
Quindi si ottiene 
(a) a=iz. 


Se si indica cor g, il carico per unità di lunghezza della proiezione orizzon- 
tale dell’arco, si ha anche 


(b) lo = 


Se l’arco è semicircolare, all'imposta il carico dovrebbe essere infinito. 


417. Il metodo della spinta addizionale (7). 


a) Nel caso di un arco vincolato perfettamente con due incastri. 
© con due cerniere, e avente l’asse geometrico coincidente con la funi- 
colare dei carichi che passa per i baricentri delle tre sezioni d’imposta 
e in chiave (n. 416), lo studio statico diventa molto semplice. 

Se la lunghezza dell’asse non diminuisse per effetto della compres- 
sione dovuta a N, cioè se fosse nuilo il lavoro di deformazione L, dello 
sforzo normale, si avrebbero quelle reazioni d’imposta per le quali la 
curva delle pressioni coincide con la funicolare suddetta, ossia con l’asse. 
Infatti, fra le infinite funicolari dei carichi, tutte equilibrate, per il 
teorema di Menabrea (n. 343) si verificherebbe quella cui corrisponde 
il minimo di L; ossia di L,,, essendosi supposto L, = 0. Ma poichè 
l’asse coincide con una delle funicolari, si verificherehbè quest’ultima, 
perchè così si avrebbe in ogni punto M = 0. 


('*) E. Mò6RscH: Brrechnung von eingespannten Gewòlben. «Schweiz. Banzeitung», 1908 
1° sem., pagg. 83 e 89. È questo il metodo più semplice per il calcolo degli archi. 


bo 
to 
to 
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In realtà lo sforzo ncrmale N centrato fa invece accorciare la lunghezza 
di ogni tronco ds (considerato prismatico) di — A ds =— N ds/EA,ela sua 
proiezione orizzontale de di — Ade =— Ads - cos8=— N cos 6 ds/EA4 = 
= H,ds/EA. Per cui, se la sezione A fosse libera, la corda 2 si accor- 
cerebbe di 


A = — fAd= 7 ft 


e la sezione A si sposterebbe in dentro, senza ruotare. 

Affinchè l’estremo A rispetti il vincolo nonostante l’accorciamento 
dell’asse, deve esistere una reazione supplementare Z, rivolta in fuori, 
che faccia allungare la corda di altrettanto. Se l’arco è incastrato, la 
H, agisce secondo l’orizzontale #, per il baricentro elastico G, in modo 
da ricondurre la sezione A al rispetto del vincolo mediante una trasla- 
zione; se l'arco è a due cerniere, la 7; agisce secondo la corda x. Nei 
due casi, lo spostamento provocato da H, è espresso rispettivamente da 
H,:J,, 0 da Hy-J,. Quindi si ottiene (7) (7) 


1 ds " ds 
5) a la | 
(588) H=H;-=H—-- x; (arco incastrato) 
Tar | YO gs + | cos? 6 ds 
ITS 7I 4 
1/% pa 
> E) A A . 
(589) H=H-,;-=H—--T . (arco a due cerniere) 
Ji y i { cos? 0 


Si ha un’ottima approssimazione se si assume per semplicità il se- 
condo termine del denominatore uguale al numeratore; o anche se si 
usano le espressioni più semplici (7) 


fa ds 

S A A 

(5883), (5391) H,=Hp 27 0 , H,=Hp y . 
J T ds JT ds 


A parità di arco e di carichi, H, risulta assai minore nell’arco a 
due cerniere, perchè Jy>J,, (nota 63). 


(5) Mentre la variazione 47 dovuta a N (considerata dianzi e nel n. 407 b) dipende da H;ds 
perchè si ha — N cos@= ZH, ora invece dipende da Hj cos? @ ds perchè la N, corrispondente ad 
H, è N}=H, cos @ ed è minore di H,. 

(75) Nel caso dell’arco incastrato, se si dispone del polizorio Pa (n. 414 b) si ha Tx = ni) sha 
Nel caso dell'arco a due cerniere, se si conosce il baricentro X dei w' (n. 408 a)si ha J, = Vx® w' 

(?") Di solito il secondo termine del denominatore è piccolissimo rispetto al primo, per pal 
si può trascurare. Tanto più che l'errore che si commette riguarda il supplemento H,, che è 
molto più piccolo di H,. L’errore è maggiore negli archi incastrati (perchè è più piccolo il 
primo termine del denominatore, nota 68), e può diventare sensibile se l’arco è molto ribassato. 
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b) Si può invece pensare di svincolare l’arco in A e di aggiungere la R,: 
quindi di decomporre la FR, incognita in una componente Ro uguale al primo 
lato della funicolare coincidente con l’asse (n. 416), e in una componente 
supplementare FR, da determinare. L'insieme della PR, e dei carichi equivale alla 
funicolare assiale, e quindi fa accorciare la corda come si è detto. La compo- 
nente R,, è la spinta supplementare — AH = H, che si è trovata. 

Oppure si può considerare la struttura principale costituita dall'arco con 
tre cerniere in A, B, C, nella quale la curva delle pressioni è certamente la funi- 
colare dei carichi passante per le tre cerniere, e coincidente quindi (n. 416) con 
l’asse dell’arco. In queste condizioni l’arco, compresso, si accorcia; e non potendo 
gli estremi A e B avvicinarsi, si avrà una rotazione relativa dei due estremi con- 
giunti dalla cerniera 0. Per annullarla, occorre appiicare in 0 due coppie uguali 
e contrarie, che fanno nascere appunto le reazioni H, rivolte in fuori, passanti 
per G, oppure per A e per 5. 

c) Gli effetti provocati da — AH = H, si studiano facilmente: 

La vera curva delle pressioni si ottiene diminuendo H, di H, e 
usando il nuovo polo 0. Se l’arco è a due cerniere, il primo lato è 
noto senz'altro perchè deve passare per A. La curva delle pressio- 
ni risulta tutta più alta del- 
l’asse geometrico. Se invece 
l'arco è incastrato, il primo 
lato è la risultante del primo 
lato PR, della funicolare assiale 
e di H, agente secondo 4%; quin- 

di passa per il punto d’incontro 
di Ra con x (fig. 837). La cur- fi 


4 
Ro /R, 
0,£40 


(173 ) , 
va delle pressioni risulta più fia e 
bassa dell’asse geometrico al ZH 
disotto di x, più alta al diso- 1 
pra, e centrata nei due punti Fig. 837. 


d’incontro dell’asse con %. 

In una sezione qualsiasi si ha un momento flettente M che è dovuto 
alla sola H,. Il diagramma M, a meno del fattore H,, è costituito dal- 
l’asse dell’arco riferito alla corda se l’arco è a due cerniere, riferito 
all’orizzontale @, se l’arco è incastrato (MM è positivo al disopra di LA 
e negativo al disotto). Inoltre si ha uno sforzo normale N,= H, cos 0, 
che fa diminuire quello relativo alla curva delle pressioni assiale (che 
vale N, = — Hy/cos 8), e uno sforzo di taglio 7,= H, sen 9. Oppure 
si calcolano le tensioni c; e c., sia alle imposte che in chiave, dovute 
ad H,, mediante i momenti di nocciolo relativi ad H,. 

d) Il metodc della spinta addizionale si può applicare anche quando l’asse 
geometrico è poco diverso dalla funicolare dei carichi passante per i baricentri 
delle sezioni A, C, B (78): 


(") E. (S.) TImosHENKO: Calcul des arcs élastiques, Parigi, Béranger, 1922, pagg. 12 e 34. 
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In questo caso la lunghezza della corda varia non solo per effetto di N, ma 
anche per effetto del momento flettente M dovuto all’eccentricità. Se l’arco è 
a due cerniere, e se y sono le distanze verticali dei punti dell’asse da tale funi- 
colare (Y positiva se l’arco è più alio), si ha M = — Hyy. Quindi la deforma- 
zione di un tronco ds fa variare la lunghezza della corda di — H,7 - y ds/EJ. Per 
cui (ponendo per semplicità cos? 0 =1, nota 77) si ottiene 


f ds YY 
—+| + ds 
(589%) H,= al &. J A è 
Y 1 8 
JTR+]A 


Il metodo è vantaggioso quando si conoscano i valori numerici di 7 nei diversi 
punti dell’asse, e si proceda mediante sommatorie usando la formula di Simpson. 

Se l’arco è incastrato, il metodo è meno semplice, perchè oltre alla spinta H, 
si ha anche un momento 970, (78). 

e) La spinta addizionale è tanto maggiore quanto più l’arco è ribassato. 
Negli archi di grandi dimensioni (quasi sempre notevolmente ribassati) può avere 
valori tali da produrre tensioni elevate in chiave e più ancora alle imposte (dove 
Yo è massima). 

Per migliorare il regime statico dell'arco si può correggere opportunamente 
l'asse geometrico rispetto alla funicolare del carico, in modo da ridurre i valori 
dei momenti M, ed M; (79). 

Oppure si può ricorrere a speciali provvedimenti all’atto del disarmo, atti 
a compensare l’accorciamento dell'asse dovuto allo sforzo normale e alle altre 
cause nocive, quali il ritiro del calcestruzzo, i cedimenti dei vincoli e la dimi- 
nuzione di temperatura (5°). 


Esercizio 718, - Calcolare la spinta addizionale nell’arco dell’esercizio 711. 
Soluzione. «) La distanza del baricentro elastico G dalla corda è data da (13) 
XyAs/J _ 1628,2 

VaT E AsJJT — 175,38 


= 9,28 m. 


Si sono calcolate le ordinate y = y — Ya dei centri dei tronchi rispetto a 
per G, e i valori di cos 0. Quindi applicando la (588) si ottiene 


28,109 
Hi= Ho 559 


3292,1 + 23,7 — 0,0121434, = 0,012143 - 214417 = 2604 kg. 


(??) I metodi principali per la correzione dell’asse sono esposti nella nota di F. L. DoxATO: 
Metodi per la correzione dell’asse nell'arco incastrato, « L’Ingegnere », 1932, n. 4. 

Il più elegante di tali metodi è quello dei carichi virtuali addizionali, dovuto a M. RITTER: 
Die Formgebung der gelenklosen Briickengewòlbe mit Hilfe virtueller Zusatzlasten, « Congresso dei 
Ponti », Zurigo, 1926. 

Interessanti sono anche le considerazioni di S. TIMOSHENEO svolte nelle pagg. 64-67 della 
memoria citata (nota 78). 

(5°) Abbiamo accennato alle cerniere provvisorie che si chiudono a disarmo avvenuto 
(n. 411ò), nonchè allo spostamento da imprimere ai vincoli (es. 695). Il provvedimento più 
efficace consiste nel lasciare separati i due semiarchi e nell’applicare alle due facce, all’atto 
del disarmo, e mediante martinetti idraulici, una forza avente il valore Z7 necessario per otte- 
nere il regim» statico più convertente. Quindi si chiude il giunto con calcestruzzo, e si ritirane 
i martinetti (n. 432). Si veda anche il Cap. XXXI, 
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Trascurando il secondo termine nel denominatore della (588), si otterrebbe 
(588,) H,= 0,01226H, = 2629 kg. 
b) Nella sezione in chiave e nelle sezioni d’imposta la H provoca i momenti 
di nocciolo 


M,= 2604-372 = 968700 kgem, 
M,= 2604-3322 = 864500 >» ; 
M_,=—2604-908,3 = — 2365200» , 
M,=— 2604-947,7=— 2467800 » 4 


Quindi all’intradosso e all’estradosso di tali sezioni si ha 


ci= M,/W= 5,05 kg/ema, oc. = — My/W = — 4,50 kg/emg; 
c;= M,_,/W = — 6,93 d & oo=—-M,/W= 7,23 ’ è 


Nell'ipotesi della curva delle pressioni assiale (es. 711) le tensioni erano 
co = — Hy/4,= — 22,34 kg/emq, co = Nj/Aj = — 22,70 kg/cmq. 
Quindi le tensioni totali risultano 


in chiave ci = — 17.3 kg/emq, c,= — 26,8 kg/emq ; 
alle imposte Gi= — 29,6 » i c.,= — 15,5 » E 


c) Se l'arco fosse a due cerniere, applicando la (589) si otterrebbe 


28,109 
H,= H 1 


e i momenti di nocciolo nella sezione in chiave risulterebbero 


Mm = 346- 1300 = 449800 kgem, M,= 346- 1260 = 435960 kgem, 


Esercizio 714. — Risolvere l’esercizio 670 col metodo della spinta addizionale, 
Soluzione. I termini della (589) semplificata (cos? 9 = 1) sono 


ds 1 (9. 8/91 4 ; 
Six: SF = ( = (2-2) 
Quindi si ottiene 
UA Hi 
sà Sr rr 


+1 


155, A, 15 gi 


Se si trascura il secondo integrale nel denominatore della (589) (nota 77), 
ossia se si usa la (589;), si ottiene 
H 15 o? 
(8) nectit ha 


Quest'ultimo risultato coincide con quello dato dalla (574). 
Per valutare l’errore che si commette usando la (589,), nel caso in cui fl1= 1/4, 


O. PrILUZZI — Lcienza delle costruzioni — II Ja 
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e h/f=1/10, ossia (sezione rettangolare) 0°/ff =1/1200, le (589) e (589) dauno 
rispettivamente 
(a,), (d,) H,= H/641, H,= H/640. 


Quindi l’errore in eccesso è di 0,156 % del valore di H,, e di 0,00024 % del 
valore di H,. 


Esercizio 715. — Risolvere l’esercizio 700 col metodo della spinta addizionale. 
Soluzione. 1 due termini della (588,) valgono (es. 700) 


ds 1 Y ,_ 4/0 
Si=1: clean” * fa 
Quindi si ottiene 
/ 2 4502 
nen aL. we 


4Pl45I, sj 4f° 
In chiave e alle imposte risulta 


2 2 
15 pf 2f 


M.= 11-33 Fo I=-Hh3=-24. 


Si ritrovano dunque in modo assai più semplice i risultati dell’esercizio 700. 


Esercizio 716. — Risolvere l'esercizio 703 col metodo della spinta addizionale. 

Soluzione. L’asse della struttura coincide con la funicolare bilatera del ca- 
rico P, passante per A, C, B (fig. 824); per cui il metodo è applicabile. 

I due termini della (588;) valgono (es. 703) 


de_ _! (a SL 
A Acos0”’ J — 124 così ° 


Quindi si ottiene 
YA cos 0 PI p3 


Hi= Hriaten0 = dj ir 


Esercizio 717. — Studiare la struttura della fig. 838 a), costituita da tre aste 
di uguale sezione e perfettamente incastrata, soggetta 
soltanto ai due carichi P. 

Soluzione. L’asse della struttura coincide con la fu- 
nicolare passante per 4, C, D, B. Dal poligono delle 
forze (fig. 838 b) si ricava la spinta H, o lo sforzo nor- 


ACE. 
T 


H, 

ale b) male No, nell’asta orizzontale, ed No, nelle aste inclinate: 
Nov”. 

Fig. 83 î H,= Pctg0 N. =—H, N, sua 
ig. 338. o gU, (Prizzi 0»: (Vi sen 6 E 


I numeratore della (588,) vale 


de 30-49 
4° 40 
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Lispetto all'asse x orizzontale a metà dell’altezza f si ha (es. 703) 


20 î2 ; 
5) 7" gg a + da 
Il baricentro elastico G è più alto di di 


PISO: f2 c 
— 2a+c 4a +2e°° 
Quindi rispetto all’asse x, baricentrico si ha (G= (2a + c)/EJ) 


2a +e cs ; Îî__ 8a + 20aîc + 8acì 
J (4a + 2c)?' © 127 (ga + c)ì ‘ 


Sostituendo nella (588,) si ottiene 


_ (2a + ce) 
8a + 20a%c + 8acîi * 


0? 
H,= Hy-12 A di, dove (4 


L’asse della struttura riferito all’orizzontale x, è il diagramma M, a meno 
del fattore H,. 


418. L’abbassamento del vertice. 


a) Per le operazioni di collaudo di un arco (specialmente nel caso 

di un arco da ponte) interessa conoscere la linea d’influenza dell’abbas- 
samento del vertice (*1); linea che, per il 
teorema di Maxwell, si ottiene (n. 378) trac- 
ciando invece il diagramma degli abbassa- 
menti dei punti dell’asse provecati dal carico 
P=1 posto nel vertice (fig. 839 2): 

Supposto da prima che l’arco sia inca- 
strato, il semiarco CA è soggetto in C alla 
reazione , trasmessagli dal semiarco BC, 
e al carico P=1; ossia alla loro risultante, 
che è la reazione R, cambiata di senso (22). 
Quindi possiamo studiare la deformazione 
del semiarco CA libero nella sezione C, e Fig. 839. 
soggetto in C alla forza —R, (fig. 839 b). 

Un punto generico D subisce uno spostamento la cui componente $, 


(#2) Quando invece si voglia determinare il diagramma degli abbassamenti di tutti i punti 
dell’asse per una condizione qualsiasi di carico, si ricorre di solito al metodo del n. 419. Ricore 
dando (n. 28 a) che il tracciamento di una funicolare equivale a una doppia integrazione, è 
acile riconoscere che il procedimento del n. 418 b) equivale a integrare la (590) o la (590). 

(5) La R, è determinata dai suoi parametri My H. Va = 1/2; oppure dalla linea delle 
fintersezioni e dalla curva inviluppo delle R; (n. 414 c). % 
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secondo la verticale y per D è espressa da (n. 361 d) 


a 
{a) è, = EL uwd,d,, 


a 


essendo d, le distanze dei centri dei tronchi As dalla PR, e d, le distanze 
degli antipoli di R, da y. 

La sommatoria si può calcolare numericamente, ripetendo però il 
calcolo per un certo numero di punti D; ma spesso si preferisce deter- 
minarla mediante un poligono funicolare, che presenta il noto van- 
taggio di valere per tutti i punti D, perchè tiene conto automatica- 
mente del mutare del numero di tronchi As e della verticale y al cam- 
biare di D. 

b) Procedimento grafico. Diviso il semiarco in tronchi As, si calcolano nume- 
ricamente i momenti statici wd, dei w rispetto a PR, (fic.840 a), che non dipendono 
dalla verticale y per D. Quindi si applicano come forze verticali nei loro bari- 
centri, ossia negli antipoli di R,; si traccia il poli- 
gono delle forze wd, in una scala arbitraria (hanno 
la dimensione dell’inverso di una forza), e si col- 
legano con un poligono funicolare p di polo 0 e 
di distanza polare ), cominciando da A (fig. 840 b). 

L’ordinata generica 7 intercetta fra p e il 
primo lato sulla verticale y di un punto D (letta 
come lunghezza nella scala del disegno). moltipli- 
cata per ) (letta nella scala dei w4,), dà la som- 
matoria che figura nella (a). Per cui si ottiene 
d,= En). Se si è assunto XA= 1/R,, si ha è, ="; 
ossia 7 è senz’altro l’abbassamento di D, ridotto 
nella scala del disegno. Volendolo ingrandito n» 
volte (n uguale almeno alla scala del disegno, 
n. 211 d), si assume X= 1/nR,. Dalla linea poli- 
gonale ottenuta si può dedurre una linea curva 

Fig. 840. (fig. 840 c), usando le 7» lette sotto i baricentri 
delle sezioni separatrici dei As (nn. 1985, d, 408 c). 

Essendo l’arco incastrato, il diagramma degli abbassamenti è, comincia evi- 
dentemente (in corrispondenza di A) tangente al primo lato, che conviene sia 
orizzontale. Perciò si assume il polo O sull’orizzontale passante per l’inizio e per 
il termine del poligono delle forze wd,, che è chiuso (8°) (84). 


(**) La somma dei momenti statici vd, è nulla, perchè la R, passa per il baricentro G, del 
semiarco 4C (C non ruota rispetto ad A). 

(**) Se si conosce l’antipolo Y, dell'asse di simmetria yy rispetto all’ellisse del semiareo 
AC, la tangente alla curva inviluppo della FR, condotta per Y, incontra la linea delle interse- 
zioni in un punto K' sotto il quale deve trovarsi il punto n’ di passaggio di destra della linea 
d’infiuenza trovata. Infatti, quando il carico è sulla verticale di n’ la sezione nel vertice non 
si abbassa, ossia ruota intorno a un punto di Vo; quindi la A,, che deforma CA, deve pas- 
sare per Yy. 

Se l’arco è a due cerniere, la tangente suddetta va sostituita con la congiungente di Yy con 4. 
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c) Se invece l’arco è a due cerniere (fig. 841), si studia la deformazione 
del semiarco AC pensato libero in A e incastrato in C (sezione che non ruota), 
e soggetto in 4 alla reazione R, provocata da P = 1 agente in 0. Tracciata 
la R, e calcolati i momenti wd,, si portano nel poligono i 
delle forze cominciando da C e si assume il polo O sul- Gal 
l’orizzontale per l’inizio; quindi si collegano col poligono Pa - 
funicolare p cominciando da C. D 

L’ordinata generica 7’ letta sotto un punto D fra il 
primo lato e il poligono p (moltiplicata per PR, e per 7 
come si è detto in bd) rappresenta l'innalzamento di D 
rispetto a C supposto fisso; e l’ordinata Na letta sotto A P I 
rappresenta l'analogo innalzamento di A. Quindi la dit- Ai 


a) 


n 
5 è a F x 7 ì 
ferenza Ma — N; ossia l’ordinata n, riferita all’orizzontale Ho N ni; 
per A,, rappresenta l'abbassamento cercato di D rispetto 
ad A. Fig. sil. 


419. Il diagramma degli spostamenti verticali od srizzontali. 


a) Data una trave ad arco di forma qualsiasi e comunque cari- 
cata e vincolata, consideriamo il diagramma degli spostamenti verti- 
cali n che subiscono i punti dell’asse, riferito a un asse x orizzontale, 
e il diagramma degli spostamenti orizzontali È, riferito a un asse Y 
verticale (n e É sono le componenti degli spostamenti veri 3 che subi- 
scono i punti dell'asse). È facile stabilire per ciascuno di tali diagrammi 
é un’equazione differenziale ana- 

S - ; 
loga a quella della linea elasti- 
ca delle travi rettilinee. 

Sia AB l’asse primitivo 
della trave (fig. 842 a) e A,B, 
l’asse deformato. Consideria- 
mo un elemento ds nella sua 
posizione iniziale ab e nella 
posizione finale a,bd;, e spo- 
stiamo quest’ultimo paralle- 
lamente a sè stesso portan- 
dolo in a db. Se trascuriamo 
la deformazione dovuta a N, 

Fig. 842. ossia la variazione di lun- 

ghezza di ds, bb,’ risulta nor- 

male a ds, e rappresenta l'incremento dè, della componente $, (normale 
a ds) dello spostamento di d rispetto a quello di a. La rotazione ® su- 
bita da ab è data da tgo=-—9=dd,/ds. Se dn, di sono le componenti 
verticale e orizzontale dell'incremento d3,, e de, dy le componenti di ds, 
si ha anche, per la similitudine dei due triangoli, 9 = dyjde = dE/dy. 


w 
w 
i 
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Consideriamo ora il diagramma degli spostamenti verticali n dei 
punti dell’asse (fig. 842 b). In esso l'angolo © è tale che 


tgo=—-9 =; 


anindi l'angolo © in questo diagramma è uguale a quello dianzi con- 
siderato. Differenziando si ha 

d°r 

Te de = do, 
L'angolo do è la rotazione della sezione d rispetto alla a, dovuta alla 
flessione di ds. Ritenendo ds prismatico, perchè si suppone la trave a 
piccola curvatura, e trascurando la deformazione dovuta a 7 (n. 209 bd), 


si ha dg = — Mds/EJ. Quindi uguagliando risulta 
Pi io, 
da = TETI 


ossia, essendo de/ds = cos 0, 


da Mo_ 
dx? — — EJ cos 0° 


(590) 


che è l'equazione differenziale di secondo ordine del diagramma (7) (25). 
In modo del tutto analogo, si ottiene per il diagramma &(Y) (fig. 842 c) 


> 
2} M 

5 a_n 

(591) di? TT EJ sen 0° 


Ottenuta l'equazione n(r), o la &(y), l'angolo di rotazione di una 
sezione generica è dato da 
dn di 
5992 = — =—. 
(592) 937%? tà dy 
) Se si tiene conto anche della deformazione dovuta a N e a 7, appli- 
cando il principio dei lavori virtuali nella forma solita (n. 328 a) si trova (89) (87) (88) 


si dn M d(Ntg0 2 
{590,) dix: EJ così de ( EA  % sa) si 

_ di M d(Nctg0,_ T 
(591,) dy: ——EJsen0@ Fal Li rai) 


(85) Si noti l’analogia col n. 205 bd). 

(35) O. ZANABONI: Le equazioni delle deformazioni elastiche degli archi, «Il Cemento armato 3, 
1933, n. 10. 

(**) Per la deduzione della (590,) in modo puramente analitico si veda, ad es., O. DOMKE: 
Die Theorie des Eisenbetons, « Handbuch fiir Eisenbetonbau », vol. 1°, 4* ediz., Berlino, Ernst, 
1930, pag. 489; K. BEYER: Die Statik im Eisenbetonbau. vol. 1°, pag. 131, Berlino, Springer, 1933. 

(**) È opportuno tener conto di N nel caso in cui la curva delle pressioni sia quasi assiale. 
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e) Di solito, l'integrazione dele (590), (591) per via analitica è resa 
difficile dal divisore cos 0 o sen 6, che complica notevolmente l’equazione. 
L'integrazione della (590) è facile quando J varia in modo da compen- 
sare il fattore cos 8: ad es., quando si ha (n. 405 d) J cos 98=J, costante. 

In ogni caso si può procedere graficamente, tracciando il diagramma 
M/EJ cosd9 = q#, 0 M/EJ sen8 = g# (analoghi al diagramma delle 
curvature 1//EJ), decomponendolo in striscie verticali, od orizzontali, 
e collegando le forze fittizie q#Ax, o q#Ay, con un poligono funicolare 
di distanza polare uguale a 1 (metodo di Mohr, n. 210 c) (*°). 


d) Confrontando la (590) con la (233,) si riconosce che il diagramma mx) 
coincide con la linea elastica di una trave orizzontale di lunghezza uguale alla 
proiezione della trave data, liberamente appoggiata (9°), soggetta agli stessi mo- 
menti fletienti M, e avente le sezioni di momenti d’inerzia uguali a J cos 8. Lo 
stesso dicasi per il diagramma £(y) (sezioni di momenti d’inerzia uguali a Jsen 0). 

In particolare, se nell’arco si ha Jcos 9 =, costante, il diagramma (2) 
coincide con la linea elastica della trave di sezione costante J., (es. 671), sog- 
getta agli stessi valori di M. Ad es., nel caso di un arco parabolico a due cer- 
niere, caricato uniformemente, essendo M = H,y proporzionale alle ordinate y 
di una parabola, il diagramma (x) coincide con la linea elastica della trave sog- 
getta (es. 714) a un carico uniforme g'= (156°/$f*)g. A tali n si devono aggiun- 
gere quelli duvuti a N, che in questo caso possono essere considerevoli. 

e) Il diagramma degli spostamenti verticali ) si può anche ottenere come 
funicolare di certi pesi elastici analoghi a quelli considerati per le travi retico- 
lari (n. 325 d), ma di espressione meno semplice, che consentono di tener conto 
anche della deformazione dovuta a N e a T (91). 

f) Nel caso di un arco a due cerniere, se si traccia il diagramma n(), 0 È(Y), 
corrispondente a M = 1 - y, si ottiene la linea H per P= 1 verticale, od orizzon- 
tale (es. 633). Se l’arco è incastrato, si considera M=1- ye. 


Esercizio 718. — Determinare il diagramma degli spo- 
stamenti verticali n provocati in un arco parabolico a due 
cerniere da un carico P agente nel vertice (fig. 843), es- 
sendo J = J./cos 0. 

Soluzione. In una sezione della metà sinistra si ha 
(es. 679) 


P 
= (255° — Ne). 
= gg —0 Fig. 843. 


(3*) Questa costruzione è sostanzialmente uguale a quella della fig. 623. Infatti, allora sl 
consiAeravano le forze fittizie 4s - d,/EJ = 4x-d,/EJ cos 9, che sono quelle anzidette a meno 
del fattore P (MM = Pd,) (la teoria dell’ellisse di elasticità opera separando il fattore forza). 

(**) Degli eventuali incastri dell'arco tengono conto i valori e i segni che ha il momento 
fiettente M (n. 213 bd). Così pure tali valori tengono conto del fatto che l’arco è molto meno 
deformabile di una trave (a meno che non abbia un appoggio scorrevole), essendo di solito nel- 
l'arco molto minori che nelle travi (es. 670 c). 

(*!) H. MiLLER-BRESLAU, opera citata (n. 216), volume terzo, $ 27, volume quarto, $ 17 
(ediz. italiana). 

L. STABILINI: Un metodo semplice per il tracciamento di deformate, « L’Ingegnere », 1934, n. 6. 
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Quindi la (590) diventa 
dn ne P 9572 
EJ, da — Soi (25x da). 


Integrando due volte e tenendo conto delle condizioni y/= 0 per x = 1/2, 


n= 0 per £ = 0, si ottiene 

P P 
10003 — 5412? + 18), = — 384571 (259 — 181° + Pa). 
(1007 54lx ) n 354 ma 181x 18x) 


, 


TT 384571 


Per x = 1/2 si ha n; = P1*/2048EJ, = (3/128)P13/48EJ, = (3/128)Mc trave» 
Per s = 0,3141 si ha n= 0; per x<0,314/si ha 7 negativo. Per # = 0,163I 
si ha min y = — 0,548 PI*/2048 EJ, = — 0,548, (innalzamento) 


In Asi ha oa = — PI°/384EJ.. 
In realtà l'abbassamento in chiave è un po’ maggiore di P7°/2048. EJ, per 


chè non si è tenuto conto della deformazione dovuta a N e a 1 


Esercizio 719. — Idem, nel caso dell’arco incastrato. 
Soluzione. ln una sezione della metà sinistra si ha (es. 702) 


MNM = né (12 — 14la + 3022). 


Quindi la (590) diventa 
dn __Pow s 
EI: Ta = agg ll— 1410 + 3029). 
integrando due volte e tenendo conto delle condizioni y/=0 ed n= 0 per 
x = 0, si ottiene 
2x — 7lx? + 1023) n= vt (3122? — 14lx3 + 1524). 
? 192EJ.1 : 


, 


P' 
n= zeri 
Per a = 1/2 si ha n; = P1#/3072EJ, = (1/16)Me trave » 
Per x = 1/3 si ha g= 0. Per x= 0,207 si ha min y = — P1*/6000E7.. 


Esercizio 720. — Determinare i diagrammi degli spostamenti e É per un 
arco semicircolare di sezione costante, vincolato a due cerniere e soggetto a un 


carico P in chiave. 
Soluzione. a) Essendo (es. 429, 575) H = P/x, in una sezione $ individuata 
dall'angolo 0 che essa fa con la verticale si ha 
P 
= Li 41 — a 9)— È + c0s 8 = [nl — sen 0) — 2 cos 0]. 
de 4 


L’ascissa di S è 7 = r(1— sen 0), da cui dr = —rcos 0 d0. Quindi la (590) 


si può scrivere nella forma 


d M 
Ci de = = aa r cos 9 d0) = TI = sit; Le(1 — sen 0) — 2 cos 0148. 
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Integrando una prima volta, si ha 


dn Pr? 
ica ea — 2s LG 
da” Seli [x(0 + cos 8) —2sen 9 + C]. 
Moltiplicando ancora il primo membro per dx e il secondo per —r cos 0 db, 
e integrando, risulta 


PI o 
n= 55 [sen?0— x (B sen 0 + così + O + sen 00058) _ 0, sen 0+ ci| î 
Le costanti sono determinate dalle condizioni ) = 0 per 0 = 7/2 e dy/d6 = 0 
per 8=0, e risultano Ch =—7x, 0,= (37° —47—4):4. Quindi si ottiene 
Pr : | _ 8+sen @ cos 0) , 37°*—47—-4 
n= 5% [sen® 6 — x (cos 6—sen 8.+ Osen 8 + 5 )+ È |- 


L’abbassamento 7 è nullo per 0 = —43010/= 0,7534, ossia per x = 
= = 0,316r. 
b) L’ordinata di S è y=rcos0, da cui dy= —rsen0 d0. Quindi la 
(591) si può scrivere nella forma 


de M 
—S = — ——— (rs = T(l1—-s —_2 È 
dp dy Fisad (— rsen 0 d0) [x(1— sen 0) cos 0] 48 
Procedendo come nell’altro caso, e determinando le costanti mediante le 
condizioni £= 0 per 0= 0 e per 0= 7/2 (CC=—, C,= x), si ottiene 
Pr 


0 —sen 0 cos 9 + x: (1000 8—sen 8 + Boo 9-2), 


co 2rEJ 2 


420. L’arco circolare di sezione costante. 


a) I metodi finora esposti richiedono che si proceda in modo ordinato, stu- 
diando da prima le reazioni e le sollecitazioni, e soltanto dopo le deformazioni, 
non potendosi calcolare queste se già non si concscono quelle. Ciò che costituisce 
un inconveniente notevole quando interessi considerare anzitutto le deforma- 
zioni: come accade, ad es., quando si misurano alcune di queste in un arco già 
costruito o in un modello, per dedurne la conoscenza del regime statico dell’in- 
tero arco. 

Invece il metodo seguente (°?), che scaturisce direttamente dalle equazioni 
differenziali di equilibrio e di elasticità di un tronco elementare dell’arco, con- 
sente di calcolare immediatamente una qualunque delle sollecitazioni o delle 
deformazioni in una sezione generica. Inoltre, tali quantità risultano espresse 
in modo singolarmente uniforme; ciò che rende pure uniforme e pressochè auio- 
matica la risoluzione dei problemi più disparati, quali, ad esempio: 


(*?) O. BELLUZZI: Un nuovo metodo analitico per lo studio delle travi ad arco circolare, «Tì 
Cemento armato », 1934, nn. 6-7. 
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lo studio di un arco comunque vincolato, senza distinzione fra casi stati- 
camente determinati e indeterminati (risultando indifferente conoscere nelle 
sezioni estreme le forze agenti, oppure le condizioni di vincolo); 

il calcolo immediato di una qualunque delle sollecitazioni o delle defor- 
mazioni in una sezione qualsiasi, quando si abbiano due dati, e cioè quando 
siano noti i valori di due di tali quantità in una data sezione o in due sezioni 
distinte (anche se non si conosce il comporiamento dei vincoli); 

la determinazione dei cedimenti o dei movimenti che si devono consen- 
tire o provocare nei vincoli, o in due altre sezioni, per realizzare un regime sta- 
tico rispondente a determinate condizioni; 

lo studio di un anello chiuso. 

Il metodo tiene conto anche dell'influenza di N, che figura separata da quella 
di M; per cui è facile valutarne l’importanza relativa, oppure tralasciarla quando 
sì ritenga che ciò sia lecito. 

b) Equazioni di equilibrio e di elasticità. Consideriamo un arco circolare di 
raggio 7, di sezione costante di area A e di momento d’inerzia J, simmetrico e 
simmetricamente caricato. 

Le forze esterne, contenute nel piano dell’asse, si definiscono mediante le 
componenti secondo la normale n e la tangente t (fig. 844 a), di valori unitari gn 
e g: (per unità di lunghezza dell’asse). 


Sa . . . . . . 
C In una sezione generica, individuata dall’angolo 0, si 
VA o) considerano le seguenti quantità: 


7 In 87 le caratteristiche N, T, M della sollecitazione (N po- 
sitivo, qui, se di compressione), nonchè le componenti ver- 
ticale V e orizzontale H (fig. 844 b); 

le caratteristiche della deformazione, cioè la dila- 
tazione e = A ds/ds nella direzione t, valutata in corri- 
spondenza dell’asse, e la variazione x= 1/7, —1/r della 
curvatura; 

gli spostamenti del baricentro della sezione, wu e w 
secondo le direzioni t ed n, % ed 7 secondo l’orizzontale e 
la verticale, e la rotazione @ (fig. 844 c). 

Le quantità gn; & N, T, M, H, V, e, x, «, w, &, 1, © sono funzioni di 0. 
Indicheremo con uno o più apici le loro derivate rispetto a 0. I sensi positivi 
indicati valgono per la metà sinistra; per la metà destra valgono i sensi simmetrici. 

Le sollecitazioni N, T, M sono legate dalle relazioni differenziali di equi- 
librio (368,), che coi sensi positivi qui assunti diventano 


Fig. 344, 


a) N+T= 79, T-N'=-r%, trT=— M', 
oltre le componenti VY e H sono legate a N e 7 dalle relazioni 
(43) Y= Nsen0 + Tcosì, H= Ncos0—Tsen0. 


Supponendo l’arco a piccola curvatura, ossia r molto grande rispetto al 
raggio d'inerzia f della sezione, le deformazioni e e x sono legate alle sollecita- 
zioni N ed M dalle relazioni di elasticità 


N M 


(6) s=<pn° *©- 5} 
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Infine, le deformazioni e e x sono legate agli spostamenti u, w, © dalle rela- 
zioni geometriche (98) 


(593) re =u' —w, 
(594) ro =—u—-w', 
(595) ry=Ww +w’=— ro’; 


mentre gli spostamenti & ed # sono legati a « e w dalle relazioni 
(e) E=ucos9—wsen0, n=usen0 + wcos 0. 


c) Le equazioni fondamentali. Si ha la prima equazione fondamentale eli- 
minando T fra la prima e la seconda delle (a) (r è costante): 


(596) N+N”=t0n+4)= (0). (9) 


i 


(Se r fosse variabile, risulterebbe N + N”= r(qgh + 4) + 14). 

L’integrale generale della (596) si ottiene sommando un integrale partico- 
lare con l’integrale generale dell'equazione omogenea (cioè avente il secondo 
membro nullo). L’integrale particolare (che indicheremo con l’indice 7) tiene 
conto dell'influenza delle forze esterne gq, e q:; mentre l’integrale generale del- 
l'equazione omogenea (che indicheremo con l'indice 0), valendo in assenza delle 
forze gq, € q;, tiene conto dell'influenza dei vincoli, o delle forze agenti nelle 
sezioni estreme. 


(**) La variazione di lunghezza eds di un tronco aò = ds è dovuta sia all'incremento du 
dello spostamento , sia allo spostamento w: infatti, separando le deformazioni, se @b va in ab 
(fig. 845 a). eds è l’incremento du dello spostamento u + du di d rispetto allo spostamento u 
di a; se invece ab va in agbs, ds=rd9 
diventa (r — w)d0, e diminuisce di wd8 (la 
variazione di ds dovuta all’eventuale incre- 
mento dw è infinitesima del secondo ordi- 
ne). Quindi in tutto si ha eds = erd9 = 
= du—wd9, da cui risulta la (593). 

La rotazione 9 di una sezione d è do- 
vuta sia allo spostamento w, sia all’incre- 
mento dw: infatti, se è va in dj spostandosi 
di « lungo l’arco (fig. 845 b), la sezione d 
ruota di 9; = — u/r; inoltre, per effetto del- Fig. 845 
l’incremento dw dello spostamento w+dw 
di ò rispetto allo spostamento w di a, essa 
ruota di 9, = — dw/ds = — dw/rd0 = —w'/r. Quindi in tutto si ha p=—(v +w")/r, da cui ri- 
sulta la (594). 

Infine, se dg è l’incremento della rotazione © + dg di d rispetto alla rotazione © dia 
(fig. 845 c), si ha ds = rd@0 = r;(d9 — de); ossia 1/r, = (40 — dg)/ds, 1/r = ab/as, 1/rr — 1/r = 


= x = — delds = — dp/rd8 = — g'/r. (Oppure 1/r = d6/ds, x = d(1/r) = d(d6/ds) = — d/ds, 
essendo ds costante, perchè si considera la variazione «x di curvatura dovuta soltanto a M; 
quindi x = — g‘/r). D’altra parte, derivando la (594), si ha w' +w” = — rg’; per cui risulta 
la (595). 


Per una deduzione analitica in coordinate cartesiane, e successiva traduzione in coordi- 
nate polari, si veda O. ZANABONI: Le equazioni di elasticità delle cupole di rotazione dedotte elemene 
tarmente. « R. Acc. d. Scienze », Torino, 1937-38. 

(*) Altre relazioni che si possono dedurre dalle (a) sono, ad es., le seguenti 


T+T" = — r(di— dx)» M' +1 #1 = 1°(G— In')e 
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Si ha la seconda equazione fondamentale eliminando w' fra la (593) e la (395) 
e tenendo conto delle (b): 


M N 
n + w 2 + — = 
(597) w+ w Fatti Îs(0). 
d) Integrazione dell'equazione omogenea. L’integrale generale dell’equazione 
omogenea Y + y”= 0, 0 y = — y, è 
(d) y= Asen 0 + Bcos0. 


Perciò l'integrale della (596) per gn = q:;=0 è 


N, = Asen 0 + Bcosì. 


Quindi per la seconda delle (a) e per le (a,) si ha anche 


T,=Nj= A4cos0—Bsen0, 


H,= B, 


(A e B costanti arbitrarie) 


Ma in assenza delle forze esterne dev'essere V, = 0 per l’equilibrio alla tra- 
slazione verticale; per cui è A = 0. Indicando con C, la costante 5, si ha cu»ì 


No= C; cos 0, 


T,=—Cisen0, 


Dalla terza delle (a) si ha poi 


Ma =—r(fTs40+ 6:)=—r(01c088 + Ca). 


H,= 0; 


Vo=0. 


Consideriamo ora le deformazioni. Sostituendo nella (597) le espressioni di 
My, No; € ponendo g/r = }, si ricava 


E: No (v. la memoria citata nella nota 92). 


CI 


0 sen 


0 


(1 +X9) —_ +C 


] 


2|* 


Quindi, tenendo conto delle (393), (d), (594), (c), si ricavano anche w. Do, 


Le espressioni che così si ottengono per le diverse quantità No; To: Ho: Vo: Mo; 
Oo: Us Wo: o» Mo SODO tutte dello stesso tipo, rappresentabile con l’unica formua 


Xo = aC + CoXa) + ch.0) ’ 


(e) 


nella quale X, è una qualunque delle quantità suddette, x è un fattore indipen- 
dente da 0, X, e _X, sono due funzioni di 0 indipendenti dalla condizione di carico, 
e le costanti ©, e C, sono le stesse per tutte le quantità considerate; mentre il ter- 
mine cf0), che tiene conto di un eventuale spostamento verticale rigido dell’arco, 
è diverso da zero soltanto per le quantità 9; wo: No; per le quali è rispetti- 
vamente csen 8, ccos 0, c. 

Le costanti C, e ©, hanno le dimensioni di una forza: la costante c è una lun- 
ghezza; le funzioni X, e -X, sono prive di dimensioni. 


In particolare, si ha 


RRRR 


per 
per 
per 
per 
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mentre le funzioni X, e X, risultano 


N, = così, N.= 0 
T,= — sen), T,=0 
H, = ly H,= 0 
Va = 04 Vi=0 
M,= così, MHi= 1 
©; = sen @, o. = $ 
u = (sen0—0cos0):2—X%sen 9 + 0c0s9):2, u, = 0 
w, = (0sen0):2 + X°(0sen 0):2, Wy = 1 
zZ, = (senBcos98—8):2—2%sen 0cos0 + 0):2, & = 8 c080—sen0 
n = (sen? 0):2—22(sen?0):2, n = 0sen0 + così. 


I termini contenenti )° tengono conto dell’infiuenza di N. Volendo trascu- 
rarla, basta porre ) = 0. 
e) Gli integrali particolari. Un integrale particolare dell’equaziene non omo- 
genea y + y”= j,(0) è dato (Cap. XIII, nota 39) da 


6 
(598) D) = filo) sen (0—@)dw = 
() 8 U 
= sen 0 Î1(@) cos © dm — cos 0 | Î.(0) sen® do, 
d ò 


come si verifica facilmente derivando due volte. 

Limitiamoci per brevità a considerare qui, come esempio, il caso dell’arco 
soggetto a pressione normale uniforme p rivolta verso il centro. 

Se la larghezza d dell’arco è unitaria, si ha gn = p, &= 0 (altrimenti si ha 
In = pb). Perciò la (596) diventa N + N”= pr, e un integrale particolare è 


N, = pr. 
Quindi per la seconda delle (a) e per le (a,) si ha anche 
T,=0, H,= prcos 0, 7,= prsen 0. 


Mediante la terza delle (a) si ricava .},; quindi mediante le equazioni di 
elasticità si ricavano 0,, us, ws, É,, ny. Si ottiene così 


M,=0, @;=u=0, w,=pr/EA, &=—pr°sen 0/EA, n;=pr? cos 0/EA. 


Nella memoria citata (nota 92) sono ricavati gli integrali particolari anche 
per le seguenti condizioni di carice: peso proprio dell’arco, peso uniforme secondo 
l’orizzontale, pressione normale variabile con legge idrostatica, carico concen- 
trato nel vertice, peso del riempimento sovrastante all’arco, yariazione termica 
uniforme, variazione termica lineare nello spessore. 

j) Gli integrali generali sono dunque espressi da 


(599) T=I+X=a(0,X1+ C,%2) + ch0) +. 


Le costanti C,, 0, si determinano conoscendo le condizioni di vincolo delle 
sezioni estreme, oppure le forze che agiscono su di esse. Più in generale, basta 
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conoscere i valori di due qualsiansi delle quantità -X in una sezione generica, 
oppure di una stessa .X, o di due X diverse, in due sezioni distinte. Tali costanti 
sono poi le stesse per tutte le quantità X; per cui, ottenuti i loro valori, si è in 
grado di calcolare una qualunque delle X in una sezione qualsivoglia. 

La costante c si ricava uguagliando a zero, oppure a un cedimento noto, 
il valore di n calcolato all’imposta. 

9) Le condizioni di vincolo più comuni. Per i casi in cui sono note le con- 
dizioni di vincolo dell'arco, conviene calcolare una volta tanto le espressioni 
di C, e Cs. Ad es., se l’arco è perfettamente incastrato, nelle sezioni d’imposta 
dev'essere 9; = 0, È; = 0; per cui, ricordando la (599) e i valori di «, risultano 
le due equazioni 


2 3 
— 7 (01 + 029) +9, = 0- Fr (xt + Ot) +E=0, 
dalle quali si ricava 


0, = 


Da 


EJ (Peep: + P.ti) EJ (rio; + o) 
=" | ri - » rta È Da . 
Dito — Pala /i 


Ladd da i Pio — Pala Ji 

Per i casi in cui le sezioni estreme siano articolate, o scorrevoli e non arti- 
colate, o scorrevoli e articolate, o incastrate imperfettamente, si veda la me- 
moria citata. 

Negli esercizi che seguono consideriamo solo il caso di un carico P concen- 
trato in chiave, per non dover riportare parecchi degli integrali particolari. 


Esercizio 721. - Arco semicircolare, soggetto a un carico P in chiave, e per- 
fettamente incastrato. Calcolare: a) la spinta H; bd) il momento @&incastro Ii; 
c) il momento in chiave M,. 

Soluzione. Per 8; = x/2 le funzioni Xi, e X, sono 


N,=0, N,=0; H,=1, H,= 0; 
M,= 0, M,=1; @, = 1, a = 1/2; 
E, =—(1+\2)7/4, &=—1; Mm=(1-29):2, mE. 


Gli integrali particolari per P in chiave e per 0; = x/2 valgono (v. la me- 
moria citata nella nota 92) 


N,= P/2, H,=0, M,=—-(x—-2)Pr/2x, = 0, 
Pr(4-n 2° PI 
= poli) vela sat 


Essendo l’arco incastrato, le costanti C, e C, risultano (n. 420 g) 


_ 41 +22) ___2 
G=cggag Sn 
Se si trascura l’influenza di N (A = 0), si ottiene: 
a) Valore della spinta H = C;H, + CH, +H,= C,= 0,459P. 
b) Momento alle imposte M, = — 7(C.M, + CM.) + M,= 0,1106Pr. 
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c) Per 8=0 si ha 
a=z1 #1, Mehr 


quindi il momento in chiave risulta M,= 0,1515Pr. 


Esercizio 722. — Idem. Calcolare: a) l'abbassamento n. in chiave; b) la rota- 
zione 45° delle sezioni situate a 45°; c) la rotazione ©; che si dovrebbe consen- 
tire alle imposte per ridurre a metà il momento M;. 

Soluzione. a) Per calcolare n, determiniamo la costante c mediante la con- 
dizione q; = 0: 

= (18/ET(Crm + Coma) ++ = 0; 


da cui, ricordando i valori trovati per C, e C, (es. 721), si ricava (per X = 0} 


Pr (aa . TO 
2EI \rt-8 1): 


Si ha poi, per 9= 0, n7= 0, n= 1 y;=— Pr8/xEJ. Quindi si ottiene 


Pr 8-20 +32 Prs 
Ne = ++ în = EJ ‘algo = 0016 77 
b) Per 9=7x/4 si ha (nota 92) 0,= V/2/2, 0, = x/4, g,=(V/2— 1)Pr8/4EJ 


Quindi si ottiene 
Pas = — gap (Osp: + Capa) +9, = (V2-1) ata: 


c) Cambiando le condizioni di vincolo, le costanti C, e C, assumono nuovi 
valori Cy e C5 che occorre determinare. 
Ricordando (es. 721 d) che si era trovato M; = —rC, + M;, si deve avere 


— Cf + M,=(—r0,+ M,):2; 
da cui (per X= 0) 
Cl = 9 


Annullando poi lo spostamento orizzontale all'imposta 
E; (18/EIYC{E, un (07829) sn E, =0, 


sì ricava anche 


Quindi il cedimento angolare necessario per ridurre a metà M, risulta 


4 + 2r =“ Vici Pr? 
9i=— 1 (09, + Caoa) + 9; =" 
Mefiante le nuove costanti 0) e Cy si può anche tiara il regime dell’arco 
nelle uuove condizioni. 


240 CAPITOLO DICIANNOVESIMO 


Esercizio 728. — Arco semicircolare, soggetto a un carico P in chiave, e arti- 
colato alle imposte. Calcolare: a) la spinta H; 3) la rotazione ©; delle sezioni 
d’imposta; c) il momento M, in chiave; d) l'abbassamento n, in chiave; e) l’al- 
lontanamento mutuo delle due sezioni situate a 60° dalla verticale. 

Soluzione. Essendo le imposte articolate, le costanti C, e C, risultano (v. la 
memoria citata nella nota 92) 


1-7? T_-2 
= —_P, Co=— Pa 
Mi T(1+ 2°) 3 2r 
a) La spinta risulta H = C,; e per X= 0, H = 0,3183P. 
b) Alle imposte si ha 0; = a(Cioi + Cso) = — (4 + 27 — 7°)Pr Ar FI. 
Com'è naturale, questa 0; è doppia di quella trovata nell'esercizio 722 0). 
c) Il momento in chiave è (es. 721 c) M., = — r(C, + 03) + M, = 0,1817Pr. 


d) L’abbassamento in chiave vale (es. 722 a) n= (19/E7)C,+ = 
= 0,01894 Pr3/EJ. 
e) Per 8= 7/3 si ha (ponendo X= 0) (nota 92) 


__8n—-6V3 


La _ 48V3—22n P? 
Do 48° — 


i 967 EJ” 


L’allontanamento cercato è il doppio dello spostamento orizzontale & di una 
di dette sezioni, e risulta 


6V3(27 + 1) -1ln_4r: Pr 


par . 
a 247 EJ 


421. Metodi approssimati per il calcolo degli archi. 


a) Metodi empirici. Gli archi in muratura, che attualmente si studiano rite- 
nendoli elastici, furono per molto tempo considerati come un insieme di conci 
o tronchi rigidi appoggiati tra di loro, e soggetti in corrispondenza dei giunti a 
forze normali e alla resistenza d’attrito. Per eliminare l’indeterminazione statica, 
furono proposte diverse ipotesi più o meno verosimili. Dei vari metodi empirici 
che ne derivarono, è ancora talvolta usato per lo studio di piccoli archi il così 
detto metodo di Méry o della minima spinta, proposto da Moseley e basato su 
due ipotesi di Navier (95). La spinta H è determinata come la minima compati- 
bile con l’equilibrio della volta, o meglio con l'assenza di sforzi di trazione. Per 
cui si ammette che la curva delle pressioni passi per l’estremo superiore del 
terzo medio nella sezione in chiave e per l’estremo inferiore del terzo medio nel 
così detto giunto di rottura (sezione d’imposta negli archi alquanto ribassai, 
oppure sezione inclinata di 0 = 60°). Ciò che determina la curva stessa (un. 23 b, 
68 c), e quindi anche H. 


(*) L. M. E. NAVIER: Résumé des lecons ecc., pag. 164, Parigi, Firmin-Didot, 1826. 

C. H. MOSELEY: On a new principle in statics, called the principle of least pressure. « Phil. 
Magaz. », 1833, pag. 285. 

LE. MERY: Sur l’éguilibre des vuùtes en bercesu, « Ann. d. Ponts et Chaussées », 1840, 1° sem. 
pag. d0. 
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b) Un metodo per lo studio degli archi parabolici, la cui approssimazione 
è legata all’ipotesi che il momento d'inerzia J della sezione vari secondo la legge 
J= J:/cos 9, è quello di Culmann e di W. Ritter (indicato negli esercizi 6$4, 
707), che conduce a risultati di notevole semplicità. 

e) Metodo di M. Ritter (8). Questo metodo conduce a risultati applicabili 
ad archi aventi la sezione variabile secondo leggi più generali di quella parti- 
colare J = J,/cos 8 suddetta. Di esso indichiamo soltanto il concetto, riman- 
dando alla fonte (9) per i particolari e per le re- 
lative tabelle. 

1°) La struttura principale assunta è quella 
delle figg. 819d), 846 a), con l’estremo A scorre- 
vole orizzontalmente, ma impedito di spostarsi 
verticalmente e di ruotare (per ora non agisce la 
H che sostituisce il vincolo soppresso). In essa i 
momenti d’incastro M, ed M, si ottengono come 
in una trave incastrata, e dipendono soltanto 
dalla distribuzione orizzontale dei pesi elastici dw 
(oltre che dai carichi), e non dalla forma dell’asse 
dell’arco: 

Se si considera la trave ad arco semplice. 
mente appoggiata (fig. 846 b), ragionando come 
nel n. 214 d), fig. 296, si ottengono per le rota- 
zioni a e 8 in A e in B le espressioni (rx e 2” 
distanze di un elemento ds dalle verticali per 4 
e per B) 


(Md, g_fMaa 
mi JI EI 1° 
Indicando con M, il momento flettente in quest’ultima trave dovuto ai carichi, 
in quella della fig. 846 a) si ha 


MU, = 


x 
L= 
(=) 
b 
k 
|> 
(=) 
+ 
Y 
en 
S 
ES 
. 


1 


Quindi, sostituendo, si ottiene (x e 8 devono essere nulli) 


"Mya a? i NECA 
( «= | En + Ma Sira + Egr = %o + Mata + Myo= 0 
si | Mx x? 
B=/F7®+ Mo ff7a® PM prù Bo + MaBa + Mo = 0, 


dove x, = Ba (Maxwell), e x, = 8; se l'arco è simmetrico. 
Utilizziamo le (a) per determinare i punti fissi I e K (°°): A tal fine appli- 
chiamo in B una coppia My, che genera in A, mantenuto incastrato (per cui 


(**) M. RITTER: Beitrioge zur Theorie und Berechnung der vollwandigen Bogentriger ohne 
Scheitelgelenk, Berlino, Ernst, 1909. 

(") Il punto fisso I di sinistra è (n. 249 d e Cap. XX) quel punto nel quale si annulla M, 
quando agisce una coppia nell’estremo B pensato semplicemente appoggiato, mentre l’estremo 4 
è vincolato nel modo effettivo. Analcgo significato ha il punto fio X di destra. 


O. BELLUZZI — Scienza delle costruzioni — lI 16 
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x = 0), una coppia incognita M7 (fig. 846 c). Essendo in questo caso M, = 0, 
dalla prima delle (a) e dalla fig. 846 c) si ha rispettivamente 


PA , i 
Mia+ Mja=0,  Mi=—M—. 


Da cui si ricava 


(b) 


3 e in modo analogo 


È 
I 


e riunendo i due integrali del denominatore (x + x’= 1, ds/J = Edw) 


(aa dw l'a dw 
k= 


| x dw fr dw 


I denominatori sono i momenti statici del peso elastico rispetto alla verticale 
per B e a quella per 4; per cui se l’arco è simmetrico valgono G(1/2), e risulta 


i=° 


2 f xx' dw 
(0) i=k= — . 
l | dw 
Calooliamo ora le ordinate u; = It e Ur = Kt, (fig. 846 b) della retta di 
riferimento 4,5, del diagramma M, rispetto alla retta provvisoria 4;B). Dalla 
figura si ha 


uat+ animi; 
ossia, tenendo conto della prima delle (db), 
Ca % Mita + Mit 
=M—_ +) - falle Sell, 
i da + % Dog + Ca + Co 


Per la prima delle (a) si ha anche (x = 0) 
Mita + Mc = — ja 
Quindi, sostituendo, e tenendo conto della prima delle (bd), si ottiene 


BOE, 
Ba +8 1 Ba 

Si tratta ora di calcolare x, %; Ba: ®» ossia gli integrali che figurano nelle (b,). 
A tal fine, la legge di variazione di / assunta da M. Ritter, che rende facile tale 


ce gii aa 
(d) ut è Ta e audiagamente Ur 
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calcolo e che trasforma ds in dx, è definita dalla relazione (J, in chiave) 


i J (1—2x)? 
ui Feo 178 a 
essendo n un parametro che risulta determinato quando si fissa il valore di J 
in una seconda sezione, ad es. all’imposta (n = J./7; cos 0,). Eseguendo le inta- 
grazioni, si ottiene 


i 
(Î) Te 


Per calcolare poi gli integrali x, e 8, che figurano nelle (d), si pone un carico 
P=l in diverse posizioni distanti x, e vj dalle verticali per A e per B; e si 
ottiene 


ln% 


LESS t LICH LELE 
= BE (3E1), TT =E'E(1+E)+2 


Cig RE "—1) 
Ln 


essendo £ = x,/l, &= I. pen tabelle (98) danno i valori di u;/i e di 
Lax/k per 24 posizioni del carico, mediante i quali si tracciano le rette di riferi- 
mento che completano i diagrammi semplici del momento tracciati per ogni 
posizione del carico. Quindi da essi si deducono le linee d’influenza di M, (nella 
struttura principale) per una qualsivoglia sezione (operando come nell’eser- 
cizio 610). 

2°) In un secondo tempo si calcola la spinta H, che è determinata dalla 
condizione di annullare la traslazione orizzontale che subisce il baricentro ela- 
stico G pensato collegato con l'estremo A della struttura principale della 
fig. 846 a). Per cui si ha con buona approssimazione (nn. 407 b, e, 412 a, d) (i 
momenti M, ed M, danno contributi nulli (9°)) 


[sind | Mo dw 
n= Poesia” SIATE! 
i i Masi do d& 
J Yo dw +) A J Yo dw 4 A 


La spinta H passa evidentemente per G. 
Se l’asse è parabolico, la distanza di G dal vertice è data da 


In + 


2 
di = sm +2 
E l’espressione di H risulta 


i Hair! Pe 45 + 81 —m)(n +2 II, 
O _ KM+%) 4(3n° + 24n + 8) 


(**) Riportate anche nel secondo volume del Manuale del costruttore di M. FOERSTER, 
pag. 1127 dell’ediz. italiana, Milano, F. Vallardi, 1921. 
(**) Nell’espressione di H figurerebbero i momenti M, ed My; moltiplicati rispettivamente 
per i fattori È î 
1/ dv, + /cindw; 


i quali sono nulli perchè le verticali per B e per A sono coniugate dell’asse To 
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“essendo 


® ___5251m+2) el. 
ET 43n2+ 24n + 8) f” 
mentre i valori della seconda frazione della (i) sono dati da una tabella (**). 
Se invece l’asse non è parabolico, si hanno espressioni più complesse (99). 
3°) Ottenute così le linee d’inflvenza di M, e di H, si ricava quella del 
momento flettente effettivo .M in una sezione generica S dell'arco incastrato (0p- 
pure dei momenti di nocciolo) mediante la relazione 


(m) M = M— HYog- 


d) Altri procedimenti sono fondati sullo stesso concetto, e considerano la 
sezione dell’arco, ossia J, variabile con leggi diverse. Le più usate di queste 
leggi derivano dalla relazione proposta da Vieser (1°), dando all’esponente r 
valori diversi, 

Ti _ 
JT così 


(1— 2x) 
e 


1—-(1—- n) 


422. La deformata dell’asse negli archi circolari, 


a) La deformata di una trave ad asse circolare e di sezione costante o va- 
riabile si può studiare mediante un’equazione differenziale analoga a quella della 
linea elastica di una trave rettilinea, quando si conoscano le espressioni di M 
e di J in tutti i punti della trave in funzione dell’angolo © che il raggio r fa 
con una direzione di riferimento. 

Per definire lo spostamento di un punto dell’asse, consideriamo le sue com- 
ponenti u secondo la tangente è? e w secondo la normale n, ossia secondo il raggio. 

Di solito la deformazione si considera priva di dilatazione e lungo l’asse; 
cioè si trascura la deformazione dovuta a N. Quindi, per la (593), le componenti 
u e w sono legate dalla relazione (indicando con uno o più apici le derivate ri- 
spetto a W) 


(600) u=%W. 


Anche l'equazione cercata si può dedurre senz’altro dalla (597) trascurando 
il termine con N. Tuttavia ripetiamo un ragionamento del tipo di quello deila 
nota 93, reso più immediato (1°): Prima della deformazione, la curvatura di un 
elemento ab qualsiasi è 1/r = dw/ds (fig. 847). Essendo la deformazione piccolis- 
sima, si può ritenere che la curvatura di ab diventi quella dell’elemento a,b, che 
si trova entro lo stesso angolo dw (mentse in realtà l'elemento ab si sposta 
non solo in direzione w, ma anche in direzione w). Poichè lo spostamento «= au, 


(39°) E. BURGDORFER: Der Eingelenkbogen, Berlino, Springer. 1924, pag. 81. 

A. STRASSNER: Neuere Methoden, secondo volume, seconda parte, Berlino, Ernst, 1927. 

F. KòGLER: Gewòlbetabellen, Berlino, Springer, 1928. 

B. BoTTAU: Una estensione del metodo di M. Ritter ecc., « Il Cemento armato », 1936, n. 8. 

Si veda anche O. ZANABONI: Metodo generale approssimato per il calcolo degli archi e delle 
sirutture a sezione variabile, « II Cemento armato », 1939, n. 8. 

(9%) S. TIMOSHENKO: Strength of materials, Londra, Macmillan, 1936, 2° yol., pag. 457. 
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è generalmente variabile da punto a punto, la tangente in a, ha ruotato dell’an- 
golo dw/ds, mentre la tangente in b, ha ruutato dell'angolo dw/ds + (d°w/ds*) ds. 
L’angolo delle due tangenti è dunque do +(d*w/ds>)ds; 


per cui la curvatura dell'elemento deformato a,b, è è b 
[dw + (d°w/ds?) ds] : ds. Trascurando la piccola ineli- du i 
nazione dell’elemento a,b; rispetto ai raggi, la sua Say SD È 
È can w 

lunghezza è dsj=(r—w)dw. Quindi la nuova cur- è d, 

=» Lo dw, 0 gs 
vatura risulta xd 

d’w d'w Do 
do + ds do +; ds 
1 ds? ds? Fig. 847 
tr (—-w)do (1— w/r) ds ® 


Ricordando che w/r è piccolissimo, e trascurando gli infinitesimi di ordine supe- 
riore al primo, si ha 


1_ dol, w 
“ae ia 


Pe.tanto, la variazione di curvatura 


Ii 
fa 7 

Infine, essendo (n. 404 a) 1/1, — 1/r= — M/EJ, si ottiene l'equazione 
w d*w M 

(601) + d5 = EI: 


Per r+ co la (601) coincide con la (233,). 


(1°?) Come nel n. 205 4), lo stesso risultato si ottiene anche partendo dall’espressione, nota 
dalla Geometria differenziale, della curvatura 1/r; in un punto di una curva rappresentata in 
coordinate polari da o(): 


La deformata si allontana poco dall’asse primitivo: perciò la derivata de/ds è piccola, e il suo 
quadrato è trascurabile rispetto all’unità: quindi 0'°?= (do/dw)? è trascurabile rispetto a r2 0 a 3 
e si ha 


1 
_ = 
"i 


Essendo il raggio vettore o = r — w, si ha anche, trascurando w?. 


® Vi 
1_r-w+uw” r-2w+w+w" 


ti r2 — 2rw r(r-2u) 


Infine, trascurando 2w rispetto a r, si ottiene 


w+w 


r2 


. 


n 
r 


È facile stabilire anche direttamente la funzione w(0), coincidente con quella che si ricava 
integrando la (601) mediante la prima espressione (593). 
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Comunemente si considera w funzione di © anzichè di s; quindi, indicando 
con w” la derivata seconda rispetto a ©, si ha (19) 


(601,) wt+u”= —r? = o 

Per integrare questa equazione si può usare la (598) (n. 420 d, e). 

Se EJ è variabile, nella (598) si considera come funzione f,(©) la curvatura 
M/EJ anzichè il momento M. 

) Quando si sia integrata la (601,), e si conosca w(®), si può dedurre auche 
lo spostamento vw mediante la (600), dalla quale si ottiene 
2 
(602) u= | ud + 0. 

La costante e tiene conto di un eventuale scorrimento rigido di tutto l'arco 
lungo il suo asse, prima della deformazione. Perciò c è diverso da zero solo 
quando uno scorrimento di tal genere sia necessario per rispettare le condizioni 
di vincolo. 

c) Noti gli spostamenti w e «, è facile calcolare gli spostamenti x verticale 
e È orizzontale: se la direzione di riferimento dalla quale si misura è orizzon- 
tale, si ha 


(603) n= Wsend —%C050, E=wcos® + usenw. 
Esercizio 724, — Studiare la deformata dell’arco semicircolare di sezione 
costante della fig. 848. 
Soluzione. In una sezione generica S si ha M = Prsenw; quindi la (601,) 


diventa 
1 " Pr 
WTK w == gg ds 
L’integrale generale è 
Fig. 848. Pr 
ù w= C,sen® + 0, 008 w + 5777 0 008 @ + 


Inoltre lo spostamento « risulta (602) 


= 


s fa 
3EJ (Sen ® + cos w) + e. 


= fudo = — (008% + C, sen w + 

Le tre costanti sono determinate dalle condizioni w=0 e «=0 perw=0, 

=0 per o=t; per cui si ha C,= Pi3/2EJ, C,=0, ec= 0. Quindi si ottiene 
Pr 


PR sui Pra 
v=;g7g Snow +tocosw), U=;pg Seno. 


(3) L’equazione (601,) fu stabilita da J. BoussIxEsa: Résistance d’un anneau à la flerion, ecc., 
« Comptes rendus », T. XCVII, pag. 843, Parigi, 1883 (ma era stata impiegata già da H. Ri:sAL: 
Recherches sur les tensions ecc., « Annales des Mines », T. XVI, pag. 271, Parigi. 1859). Nume- 
rose applicazioni di essa si trovano nella memoria di R. MAYER: Ueber Elastizitàit und Stabilitàt 
des geschlossenen und ufenen Krétsbogens, «Zs. f. Math. u. Phys.» pagg. 246-320, 113. 
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Gli spostamenti e È risultano espressi (603) da (cfr. es. 448) 


Pre PÒ Pr® | 
15 55) sen? @, S= 3g] (@ + Senwceosa). 


Esercizio 725. — Studiare la deformata dell’anello della fig. 849 a). 
Soluzione. Supposto già risolto il problema iperstatico (es. 508, 564), e 

quindi noto il momento M, = — Pr/x, in una sezione 

generica S (fig. 849 b) si ha M=(P/2)rsenw— Pr/x; 

per cui la (601,) diventa 

Pr3 (2 


w+w'= 5EJ (È sen o). 


L’integrale generale e la sua derivata sono 


Pr i? i © COS ) 
> 


w= C, sen w + 0, cos & + DEI nt 5 


Pr 
u'= 0,608 © — CC, sen © + -_. (Così — W sen W). Me 
Ù 4LJ l 
Fig. 849. 
Le costanti C, e 0, sono determinate dalle condizioni 
w=0 per © =0 e per o=7/2, e risuliano C, = — Pr3/4EJ, C,=—nP:3/8EJ. 


Quindi si ottiene 


we an 2 sen 7 cos +2 s ) 
= SEI = Sen @ RO Aa 
Per © = 0 e per w = 7/2 si ha rispettivamente, in armonia con l’esercizio 509, 
a T°—8 Pr iis EE 
— 87 EJ’ — 4n EJ 
Lo spostamento « si ottiene determinando la costante c mediante la condi- 
zione «= 0 per © = 7/2 (c= — Pr3/2EJ), e risulta 
Pr3 | 8 
=—a;l-4+- 4C080—TS s A 
(7, SEI Lul (6) eno + 26 en 0) 
Infine, per la prima delle (603), lo spostamento verticale n è dato da 
Pr 3 
n= spy [10080 —2—2005*0 + È Gen o — ves). 


Esercizio 726. — Studiare l’anello della fig 850 a), avente 
una cerniera in A. 

Soluzione. Consideriamo metà dell’anello, incastrate in 
B e con carrello articolato in A (fig. g50b), e aggiungiamo 
la reazione mutua X. 

In una sezione generica S si ha M = (P/2)rsen® — 
— Xr(1— cos ©); quindi la (601,) diventa 


di) DI - I } _ 
3 w+uw"= 3EJ PD ® ud ala 
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L’integrale generale, lo spostamento , e la derivata w' risultano 


oe Ma i. Ci cos a LT _ ; do o 3 
w= ,5en 0 + 70080 + g7 © (080 + 5g7g (2-0 5en0), 
i ù - ea | Pr3 . Poers X33 : i Pi 
u = —(C;0058060+0,senw+ 1EÎ (0 seno +c0s W)+ 3EÎ (20—senw + c0sm)+6, 
Pr? Xr3 
= so — Cs + (008 0 — © S — 3 + SO). 
w C; cos w — Ca sen © + ipy (0° 0 — ® Sen W) 5pyg Sn ® L () COS) 

Le tre costanti 0,, 0,, c e l’incognita iperstatica -X sono determinate dalle 
quattro condizioni u= 0 per @=0, u=w= w= 0 per © = x; condizioni 
che danno le quattro equazioni 

Pr3 Pr TX73 
= — dl cigrsa ll 
9 Oo+tiggt°® fg tg 
TPr3 X73 Pr TA 
=—C-]5r + A 
î 357 * EJ' 0=- 0-73 + 2Ej 
Risolvendo, si ottiene (cfr. es. 434) 
Pi 3x2? — 8 Pr Pr3 2 
0= sn “= ko ur 17 


Sostituendo questi valori, si ottengono le espressioni definitive di w e di w, 
e quindi anche quelle di n e di &. 


423. I tubi di spessore costante soggetti a pressione interna uniforme. 


Un tubo soggetto a pressione interna uniforme ha la parete sottoposta a 
momento flettente M variabile da punto a punto del con- 
torno (194) (oltre a N e a T), salvo il caso del tubo di 
sezione circolare, nel quale M si può ritenere nullo se lo 
spessore è piccolo rispetto al raggio (es. 66). 

Supposta la sezione del tubo simmetrica rispetto a due 
assi x e y (fic. 851 a), la sezione A non ruota rispetto 
alla sezione B; per cui dev'essere 


ò 
(a) fora=o. 


a 


Consideriamo un anello di tubo di lunghezza unitaria, 
Fig. 851. così che la forza agente per unità di arco è la pressione p; 
e studiamo un quarto dell’anello, incastrato in B e libero 

in A (fig. 851 b). In una sezione generica S$ si ha 


fi p(a— 2), py pa? , pr, Py 
(5) M=My- pula + #7 = a+ + 


(**) H. BRESSE: Cours de Méchanique appliguée, vol. 1°, Cap. ottavo, $ V, Parigi Gauthier- 
Villars, 1880; S. TIMOSHENKO, opera citata nclla noia 101, vol. 2°, pag. 443. In uest’uluumo 
si trovano ulteriori indicazioni biblicgiafiche, 
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Sostituendo nell’equazione (a), essa diventa 


è 2 d b ò 
PO (42, Ped _ 
MU. |d-T ds+5|ds+3|yds= 
a a a a 
da cui, indicando con ? la lunghezza del quadrante ab, e con J,, J, i suoi mo- 
menti d'inerzia rispetto agli assi y. x (lunghezze al cubo), si ottiene 


(604) Malt WII 


Il momento M, si ha sostituendo a con d. Il momento M nella sezione S si 
ottiene sostituendo M, nella (b). 

Alcuni casi particolari sono studiati negli esercizi 727, 728. Nel caso del tubo 
ellittico, si evita il calcolo di 2, J,, J, usando le espressioni 


M.,=cpa?, M=_— Bpa®, 


dove i coefficienti x e f hanno i seguenti valori: 


bja l 0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 0,4 0,3 
x 0 0 049 0,095 0,139 0,179 0,218 0,252 0,282 
B 0 0,046 0,085 0,116 0,141 0,157 0,168 0,173. 


Esercizio 727. — Calcolare i momenti flettenti M, ed M, in un tubo di sezione 
rettangolare di lati 2a = 50 cm e 2b= 20 cm, essendo p= 5 kg/emq. 

Soluzione. Si ha T1= a+ b, J,= a8/3 + a?b, J,= 68/3 + ba. Quindi si 
ottiene (604) 


2 


Ji+tT, (a+ 5? g-P&E_P 2 mu. PLY _P 2 
ae E Reg ee 
Coi dati numerici si ha M,= 542 kgem/em, M, = — 771 kgem/em. 


Ad es., se lo spessore è di 2 cm, in A il momento M, provoca una tensione 
di 813 kg/emq rispetto a 62,5 kg/cmq provocati dallo sforzo normale; e in B il 
momento I, provoca una tensione di 1156 kg/emq rispetto a 25 kg/cmq. 


Esercizio 728. — Idem, nel caso di una sezione limitata da due semicircon- 
ferenze e da due tratti rettilinei (fig. 852). 
Soluzione. Si ha 1 = a—b+ xb/2, e (es. 38) (33) 


Pid'd 


d,= 4 +(a— db, 
(a—- bd 753. nb [( Da 4 29° e 
I nr tal#7 23 IL 
Sostituendo nella (604), si ottiene 
pa? p (a— dì , nb nb o 
ME le irta ar 4 + Pad]. 


Per ottenere M, si sostituisce pa?/2 con pb?/2. 
Per a= 2b risulta M,= 0,185pa”, M, = — 0,190 pa?. 


250 CAPITOLO DICIANNOVESIMO 


424. Le molle piane. 


a) Consideriamo una molla a spirale avente un estremo fissato a un perno 
girevole O e l’altro estremo incastrato in B (fig. 853 a), e applichiamo una cop- 
pia M al perno O. 

La molla ha il baricentro elastico nel centro del perno, con approssimazione 
tanto migliore quante maggiore è il numero delle spire (e finchè la deformazione 
è abbastanza piccola da non alterare notevolmente la forma della molia). Perciò 
anche se l’estremo 0 fosse libero, per effetto di JI ruoterebbe intorno a O stesso. 
Quindi nel perno non nasce alcuna reazione (se ci fosse una reazione It. per 
effetto di M e di R, l'estremo O liberato non ruoterebbe intorno a 0). La rea- 
zione dell’incastro B è perciò una coppia di momento — IM. 

Dunque in ogni sezione della molla si ha un momento flettente costante 
uguale a M. Quindi, detta s ia lunghezza della molla, 
l’angolo di flessione dell'estremo O rispetto all’estremo 
B, ossia l’angolo di cui ruota il perno, è dato da 


N _ Ms 
fe %) (605) Q= EJ ; 


ed è indipendente dal numero delle spire e dai loro raggi. 
La tensione unitaria massima risulta 


L’angolo di rotazione massimo, compatibilmente 
col comportamento elastico, è 


essendo c, la tensione al limite di elasticità, e y=J/W 
la distanza della fibra più lontana dall'asse neutro, 
ossia il semispessore. 

b) Se l’estremo B è vincolato a cerniera (fig. 853 b), la coppia M applicata 
in O provoca in B una forza FR, normale alia congiungente OB (195); e si ha 
R,= M/r. Il momento flettente in una sezione distante x dalla È, vale M,= Az. 
Quindi la rotazione in O risulta 


Fig. 853 


Il fattore integrale è il momento statico dell’intero arco rispetto alla retta di R,; 

quindi è uguale ali’intero arco s per la distanza r del baricentro O. Perciò si otticue 
R Ms 

= ar 

come nel caso precedente. Invece, a parità di M, la max o’ è doppia. 


(605,) 


(**5) Il moto relativo di B rispetto al perno O che ruota è uno spostamento normale alla 
congiungente OB, ossia è una rotazione intorno a un punto della 0B; quindi la forza R, dev’esscre 
normale a OB (perchè l’ellisse di elasticità è molto prossima a un circolo). 
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Il momento flettente massimo è R,-2r=2M. Quindi l’angolo @maz risulta 
ridotto a metà. 
c) La (605) vale anche per le molle a elica di piccola inclinazione, nelle 
quali le spire si possono ritenere piane. 


Esercizio 729. — Una molla elicoidale a spire accostate è costituita da 
n = 300 spire aventi il raggio medio 7 = 2 em, di filo d’acciaio di 4 mm di 
diametro. Calcolare l’angolo massimo di rotazione che un estremo può compiere 
rispetto all’altro intorno all’asse dell’elica (compatibilmente col comportamento 
elastico), il momento corrispondente, e l’energia accumulata. 

Soluzione. La lunghezza del filo è di m 37,70 circa, mentre y°= 0,2 cm. 
Quindi, assumendo c, = 8000 kg/emq (acciaio da molle), risulta 


80003770 
Omar 533-105 0,2 


68,5 radianti, 
Quindi la rotazione cercata è di 11 giri circa. 
Il momento massimo col quale reagisce la molla è 


EJ 2,2 - 106 - 0,001257 
Minor $ Omar = 3770 


68,5 = 50,2 kgem, 


L’energia elastica accumulata risulta 


L= Mo0/2= 50,2- 68,5/2 = 1719 kgem. 


Esercizio 730. — Con quale legge deve variare lo spessore % (b larghezza co 
stante) di un anello per pistone di motore a scoppio (fig. 854), affinchè quando 
è forzato entro il cilindro eserciti contro la parete di questo AA; 
una pressione p uniforme ? 

Soluzione. Sia r il raggio interno del cilindro ed 7 + Ar 
il raggio esterno dell’anello indeformato. Confondendo il rag- 
gio medio col raggio esterno, la variazione di curvatura è 
l/r— 1/(r + Ar); ed è legata a M dalla relazione 

1 1 Ar M 12M pie # 
7 rt #77 EI 7 Eb ua 

Il momento flettente M in una sezione S si può ottenere integrando da A 
ad S, ossia da 0 a ©, i momenti prodotti dalle forze elementari pb ds. Oppure 
osservando che la pressione agente sull’arco AS è equivalente alla pressione 


agente sulla carda AS = 2rsen (0/2). Per cui si ha 
M=— pbAS - 4S/2= — 2pbr® sen? (0/2). 


Quindi si ottiene 


24r4 (0) (Ò) 
a_ PD. 0 — 28 cap O 
R=F ela hè sen 3° 
dove Ah, è lo spessore in B (per © = x), dato da 
24r4 
RI pi 
(a) #=5 Ar 


Per w = 37/4 - 7/2-7/4-0 si ha rispettivamente hf = 0,949% - 0,794h,- 0,527h, - & 
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La tensione massima in una sezione $S generica è 


(db) maxo=— . 


Noto il carico di sicurezza % e fissato il valore di p, si ricava % dalla (b), e 
quindi Ar dalla (a). 

La larghezza è = AA della fenditura dell’anello allo stato naturale è defi- 
nita da 2rr= 27r(r + Ar)— 3, da cui è = 27Ar (196) (107). 


Esercizio 731. — Che forma deve avere un anello per pistone, di sezione co- 
stante, affinchè quando è costretto ad assumere la forma circolare reagisca con 
una pressione uniforme ? 

Soluzione. Pensiamo invece che l’anello in origine sia circolare di raggio ro 
e cerchiamo che forma assume per effetto di una pressione interna uniforme p 
(fig. 855). 

In questo caso si ha (es. 730) M = 2pbrisen? (0/2). 
Quindi basta integrare l’equazione (601,) 

M 2pbré 0 


+= gg 


Usando la (598), l’integrale generale risulta 


pbro 
2EJ 


Fig. 355. w= C; sen + C, cos — (2—2c080 —© sen w). 
Le costanti 0, e C, si determinano con le condizioni w = 0 e w'= 0 per 

= ©; quindi si ottiene 
pbri 


037 25I 


[2(1 + cosm) + (7—-@)sen 0]. 


Dalla relazione (600) si ricava l’espressione di «, dalla quale si ottiene il valore 
dell’apertura è: 


(1°) Il problema dell’anello circolare di spessore costante è studiato nel volume di J. PRESCOTT: 
Applied elasticity, Longmans, Londra, 1924, pagg. 290-298. V. anche F. SCHLEICHER: Zur Be- 
rechnung von selbstspannenden Kolbenringen, « Zs. f. Schiffbau », 1926, n. 24. Nel volume di 
Prescott è studiato anche l’anello limitato da due circonferenze non concentriche. 

(39°) Si noti che il momento .M provocato da » in ogni sezione è lo stesso M = 
= — Pr(l1 — cos w) = — 2Prsen?(@/2) che sarebbe provocato da due forze P uguali e con- 
trarie agenti secondo la tangente in A e tali da unire i due estremi A. Perciò, se si saldano gli 
estremi A, e in queste condizioni si tornisce l’anello con raggio esterno r, liberandolo di nuovo 
in A esso si riapre deformandosi in modo che una pressione p uniforme lo riconduce alla circon- 
ferenza di raggio r. 
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o 
(oli 
(6) 


Ll raggio di curvatura 7) variabile si ricava dalla relazione 


11 ww 2pbri > C 
viali — lega incl nai sen° 3; 


Ti To 3 EJ 


B) LE TRAVI A GRANDE CURVATURA. 


425. Generalità. 


Negli organi delle macchine si hanno spesso dei corpi a forma di 
trave (1!) ad asse curvo contenuto in un piano, con raggio r di curva- 
tura dell’asse non molto maggiore della dimensione % che la sezione 
ha nel piano dell’asse stesso. 

Queste travi si dicono a grande curvatura. Per il loro studio è neces- 
sario tener conto del fatto che la lunghezza ds è diversa per le fibre 
di uno stesso tronco, a causa delle loro diverse distanze dal centro di 
curvatura. Perciò una trave si considera a grande curvatura quando r, 
non è molto grande, non per sè stesso, ma confrontato con &. Il valore 
discriminante di »,/h non è assoluto, ma dipende dal grado di approssi- 
mazione che si vuol conseguire. 

Supponiamo che le forze esterne (19) agiscano nel piano dell’asse della 
trave. Inoltre supponiamo che le sezioni di questa abbiano uno degli assi 
principali d’inerzia y contenuto in tale piano; per cui la flessione è retta. 
Anzi di solito le sezioni sono simmetriche rispetto al piano stesso. 

Tali forze generano in una sezione generica le sollecitazioni M sN, T 
(positive come nel n. 403). Nel calcolo delle tensioni c dovute a M e 
a N si fa astrazione dalla presenza e dall'eventuale influenza di 7. 
Quindi si ritiene valida la conservazione delle sezioni piane (119). Tut- 
tavia la distribuzione delle o è più complessa che nelle travi rettilinee, 
perchè le variazioni Ads che subiscono le lunghezze ds delle varie fibre 
di uno stesso tronco risultano bensì proporzionali alle distanze y dal- 
l’asse neutro, ma tali non risultano le dilatazioni e = Ads/ds, a causa 


(***) Ricordiamo (n. 10 a) che per trave s’intende un corpo di forma allungata, generato da 
un’area piana, costante o variabile, il cui baricentro percorre una linea & piana o gobba (asse o 
fibra media), mentre l’area si mantiene normale all’asse stesso. 

(!**) Le travi a grande curvatura sono necessariamente tozze, per cui di solito la distanza 
di una forza esterna dalla sezione che si considera è dello stesso ordine di grandezza della di- 
mensione 4 della sezione. In tali casi non vale il principio di Saint-Venant, e perciò alle ten 
sioni calcolate si sovrappone una distribuzione più complessa di tensioni locali (nota 122 ed 
es. 738). (Invece in prossimità dsi carichi concentrati sulle travi rettilinee la cosa ha minor 
importanza, perchè di solito i carichi sono molto meno intensi). 

(1!*) In assenza di 7°, le sezioai si conservano piane non solo nelle travi rettilinee, ma anche 
in quelle curvilinee. Inoltre si conservano piane anche nel caso in cui le e dipendano dalle e con 
legge diversa da quella di Hooke (U. PUPPINI: Il principio della conservazione delle sezioni piane, 
«Il Monitore tecnico », 1915, n. 4; O. DOMKE: Die Theorie des Eisenbetons, « Handbuch fuùr- 
Risenbetonbau», Vol. I, 4* ediz., pagg. 269-271, Berlino, Ernst, 1930). 
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della diversa lunghezza ds delle fibre stesse. Quindi anche le o non sono 
proporzionali a y (111). 

Anche le deformazioni della trave hanno espressioni più complesse. 
Però, mentre i valori delle tensioni risultano considerevolmente modi- 
ficati quando la curvatura è forte, la deformazione invece è poco alte- 
rata (nota 121). Nel calcolo della deformazione si suppone che la sezione 
rimanga indeformata (salvo il caso dei tubi di piccolo spessore, n. 430 ec). 

La teoria elementare delle travi a grande curvatura, ideata da 
Winkler e da Resal, ebbe poi da Grashof la sua sistemazione definitiva. 
I suoi risultati sono soltanto di seconda approssimazione rispetto 2 
quelli che si otterrebbero usando le formule delle travi rettilinee, e 
spesso differiscono notevolmente da quelli che si ricavano mediante la 
Teoria della elasticità (note 109, 112, 122, es. 737), o sperimentalmente, 


426. Flessione semplice. 


a) Consideriamo da prima il caso della trave soggetta a flessione 
semplice (mediante dué coppie M uguali e contrarie). Se S ed $, sono 
due sezioni vicinissimie, comprendenti l'angolo al centro dY (fig. 356 2), 
dopo la deformazione la S ha 
ruotato rispetto alla $, in- 
torno a un asse neutro di 
traccia n (asse. di flessione, 
cioè relativo alla flessione sem- 
plice), di un angolo — Adù (di- 
minuzione dell’angolo dù, se M 
è positivo). L’angolo di flessio- 
ne è do=—Adù. Indichiamo 
con » il raggio di curvatura 0G 
dell’asse geometrico nell’in- 
torno $$, (fig. 856 b) e con r, 
il raggio incognito On della 
fibra neutra. Una fibra gene- 
rica distante y da n, di lunghezza primitiva ds = (r, — y)dÙ (y positiva 
verso il centro di curvatura), subisce una variazione di lunghezza 
Ads =y do = — yAdù, e quindi una dilatazione 


(a) € _— Ads _ —yA dd = — I sig 
z ds (ta — y) dò Tn —Y Tr 


(111) Un effetto analogo si verifica anche nella torsione di un anello (es. 126), oppure di una 
molla elicoidale, quando il raggio del filetto non è abbastanza piccolo rispetto al raggio medio 
dell’elica, sì che le lunghezze delle diverse fibre siano sensibilmente diverse (A. ROEVER: Beans- 
pruchung zylindrischer Schraubenfedern mit Kreisquerschnitt, « Zs. V. D. I. », 1913, pag. 1906). 
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avendo posto Adb/dh = — do/dù = ©, ed essendo r il raggio della fibra 
generica. 

Se trascuriamo l’influenza (n. 119 a) delle eventuali tensioni Os 3 
agenti trasversalmente alle fibre (112), alla e, corrisponde la tensione 


(2) 0, = Ex,=—Ew 


=— Fw y . 
Fai — UYU r 
Quindi le tensioni c, non variano linearmente, come si era già pre- 
visto (n. 425), bensì secondo un’iperbole (fig. 856 c). 

Il lato quantitativo del problema, ossia la determinazione di , e 
di ‘ che compaiono nella (8), si risolve mediante le due equazioni di 
equilibrio fra le c,dA ed M (la somma delle 0,dA dev'essere nulla, e 
la somma dei momenti delle c.dA ad es. rispetto all'asse n dev'essere 
uguale a M, come nel n. 125 bd): 


(0) [c.d4=— Fo [- dA=0, per cui [pi =ftad=0; 
À À À }1 


(A) [cyadA=-Ew fa 


— 4 


A A À 


La (c) mostra che l’asse di flessione n non è baricentrico (se lo fosse, 
sarebbe nullo invece gi di "isa Per ottenere r, si ha (113) 


(606) Ya4 ria "aA=r, Ce liana da cui r=4:(%, 
i 4 4 
Trasformando l’integrale che compare nella (d), si ha 
La =-[(y-t@&\g44 
e i 
Pi 
= [yad s44 _ 43, 
di 4 si 


(113) A differenza dal caso delle travi rettilinee, fra le fibre longitudinali agiscono delle 
tensioni mutue cy, di trazione se M è positivo, ossia se fa diminuire la curvatura della trave. 

Le tensioni o, si ritengono nulle anche nella Teoria della elasticità quando la trave ha la 
sezione rettangolare di larghezza d abbastanza piccola rispetto all’altezza A e a fo. 

Le cy e o, sone sempre molto minori di 0,; tuttavia l’influenza di c, può essere considere- 
vole (es. 737). 

(1!) Se la frazione 1/r = 1/(ro — vo) (Vo distanza dall’asse per G) si sviluppa in serie: 


2 
1 2 (1 +0 420 4..), 


fo — Vo To To ro 
si ha 
A 2 . 
fi (144), (n. 4260) 
d 0; o ro 9 


Però in casi semplici (n. 429 a) l’integrale si ottiene direttamente. 
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(il primo termine è il momento statico di A rispetto a n, ossia Aè, se 
S$=r— Tn è la distanza di n da G; il secondo termine è nulo per 
la (e)). Quindi la (d) diventa 
N . M 
(607) — EvAè = M, da cui = Fis' 
Infine, sostituendo la (607) nella (bd), si ottiene 

_M. y _M _y 
= da Tr —Yy Ad r° 
I valori estremi della o ai lembi interno i ed esterno e risultano 


_ My _ My 
7 AZ T 487," 


(608) 


(609) (y. è negativa) 
Se rn > co (trave rettilinea), y è trascurabile rispetto a r,, ossia 7n — y di- 
venta costante. Per la (c) è nullo allora l’integrale di ydA, e quindi l’asse neuiro 
è baricentrico. Inoltre la (d) diventa — EwJ/r = M, e sostituendo nella (b) si 
ottiene o = My/JI. 
b) Osservazioni. Crescendo la distanza y dall’asse di flessione n, 
le c crescono più rapidamente nella parte concava (perchè il divisore r 
diminuisce) che non in quella convessa. Ciò che era già evidente per 
il fatto che a parità dei valori assoluti di y, ossia di Ads, le lun- 
ghezze ds sono minori nella parte concava. 

La condizione che l’insieme delle trazioni sia uguale all'insieme delle 
compressioni richiedeva che l’asse di flessione n fosse baricentrico quando 
le oc erano proporzionali a y (travi rettilinee). Nel nostro caso invece, 
per quanto si è detto dianzi, n risulta spostato verso la parte concava. 

Nel baricentro (y = — è) si ba oo= — M/An, ce= — M/EAn. 

Si ha c;=|0,| secondo che y;/7r;=|y.|/r,; ossia secondo che |y/v.|=r;/T, 
Perciò, segnato sull'asse di collecitazione un punto m tale che sia mi;me = 7/74, si 

ha c;= |c.| secondo che n è fra m ed e, o in m, o frame è» 
Quest'ultimo caso può verificarsi se la sezione è notevolmente più 
larga nella parte concava (perchè allora G è notevolmente più 
ro] vicino a è che a e). Di solito però la tensione massima è la 0, 
specialmente se la curvatura è considerevole. 
Nel caso della sezione rettangolare, l’area del diagramma c(y) 
è nulla (perchè da ZodA = 0 si deduce Zody = 0). 
Se la sezione si estendesse fino al centro di curvatura 0, 
ivi si avrebbe y= r, e quindi c= co (114). Una trave a squadra 


0 con lo spigolo interno vivo (fig. 857 a) si può riguardare come a 
grande curvatura, col centro in 0; quindi in O la tensione è 
Fig. 357. molto elevata. Per ridurla si raccordano le due parti (fig. 857 b); 


(1!) Il diagramma 0(y) è un’iperbole equilatera i cui assintoti sono la retta luogo del centri 
di curvatura di tutte le fibre dell’intorno SS, e la parallela all’asse s di sollecitazione posta nel 
piano dell’asse e distante M/Aò dalla retta di riferinicuio, 
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quindi si considera come una trave curva, trascurando l’intorno dello spigolo 
esterno, dove la tensione si annulla (155). 

c) Il metodo della sezione trasformata (**). Trasformiamo la se- 
zione S della trave, lasciando invariate le altezze y e sostituendo alle 
larghezze 5 le larghezze b* = (ro/r)b (fig. 858 a, relativa a una se- 
zione A rettangolare), ossia alle aree dA di ogni striscia parallcia a » 
le aree dA4* = (ro/r)d A (*!"). In tal modo la (c) diventa 


(Vas = D(yRaa=1(ya4*=0, 
T To. 


IR To ) 
d Pi 4° 
per cui 
[yad* = 0. 
d» 


Quindi l’asse n di flessione è baricen- 
trico per la sezione trasformata A4*, 
e si può determinare come tale (115). 

Il momento d’inerzia della A* ri- 


spetto a n risulta (e) O_A_I_0 o_|_|l___o 
dA ; 
{f) J*=[y2a4*=n (e = n43. Fig. 858, 
PO A 


Trovato l’asse di flessione n mediante A*, e noti così r, e è, per lo 
studio della deformazione della trave (n. 430 è) conviene costruire una 


(115) Maggiori particolari sono svolti a pag. 372 del volume citato nella nota 110. Risultati 
di ricerche sperimentali si trovano nella memoria di E. PREUSS: Versuche iber die Spanrunge 
verminderung durch Ausrundung scharfer Ecken, « Forsch. aus d. Gebiete d. Ing.», n. 126, Ber 
lino, ediz. V. D. I., 1912; e nel volume di T. Wrss: Die Kraftfelder in festen elastischen K6rpern, 
Berlino. Springer, 1926. 

(315) G. ALBENGA: Contributo alla teoria dei solidi a grande curvatura, « R. Acc. d. Scienze 2, 


Torino, 1909. 
(3!) L’area 4* (che è maggiore di 4) è data da (nota 115) 


2 
A 
(810) 4°= fast ro f E = f(1+0 ++) 
d* À À 95: Go 


(31) Si può risparmiare la ricerca del baricentro G* di 4*, poichè, se si è calcolata (610) 
o misurata l’area 4*, per la (606) e la (610) si ha 


4 4° - 4. 
(611) fn = fo ge: d=ro fn" 70 gi 


come si riconosce anche esprimendo in due modi il momento statico di 4° rispetto alla retta del 
centri di curvatura; 


ter = frade= (ras sora [i cn 
do i i 


O. BELLUZZI — Scienza delle costruzioni — II LI 
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nuova trasformata A** di A definita da b**= (r,/r)b, ossia da di#*= 
= (rn/r)dA (fig. 858 b). La (c) diventa 


fY Dio Tn 1 su 
JiaAd=7|ufad=: [ya =0; 


P.I À A4%* 


per cui l’asse n è baricentrico anche per A** (119), 
Il momento d’inerzia di A** rispetto a n risulta (e) 


A 
(612) TY = [ypasre=r, fg? È =ryAî. 
43» A 
Quindi, sostituendo nelle (608), (607), si ha 


Mr, y Min Y Min 
(613), (614) c=T1=gA0,i 0=gJA- 


I valori di o risultano alterati, rispetto al caso delle travi retti- 
linee, non tanto perchè c'è J** in luogo di J, quanto perchè in luugo 
di y si ha y(r,/r), e quindi sono variabili sia y che r. 


427. Sforzo normale. 


a) Supponiamo ora che la sezione $ ruoti, rispetto a una sezione 
vicinissima $,, intorno all’asse luogo dei centri di curvatura, di trac- 
cia 0, conservandosi piana e spostandosi in $' (fig. 859 a). Le varia- 
zioni Ads delle lunghezze ds delle diverse fibre risultano proporzionali 
a r, e quindi anche alle lunghezze ds. Per cui si ha 


e=-_ =-;; == costante, o = Es = costante. 


La risultante delle od 4 è dunque una forza N = cA4 normale alla 
sezione e agente nel baricentro G di A. 

Quindi si conclude che uno sforzo normale N agente in G provoca 
la tensione uniforme 


N N 
(615), (615,) e=/; mentre eE=0= ji 


e fa ruotare la sezione intorno all’asse passante per il centro di cur- 
vatura. 


(31*) È naturale, perchè le 44** sono le d4* moltiplicate per il rapporto costante fnlfo- 

Quindi (611) si ha anche 4** = (r/r) A4* = 4; oppure 

dvenfasro=(Mmas=(TEV as-[a4+ (Vas =laA-A4. 
VE è i # d 


Infine, si ha J** = (ry/ro)J*. 
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b) Se invece agisce uno sforzo normale N, nel punto n d’incontro 
dell’asse di flessione n col piano dell’asse (fig. 859 b), la sezione $S 
subisce una semplice traslazione in direzione della tangente all’asse. 
Infatti, poichè la coppia M 
faceva ruotare la sezione S 
intorno a n, e quindi il 
punto » d’applicazione di 
N, non si spostava, per il 
teorema di Maxwell la forza 
N,in n non fa ruotare la S. 
Si ha perciò @=0. 

La tensione c, nei punti 
dell'asse n si ottiene tra- Fic. 559. 
sportando N, in G e aggiun- 
gendo un momento M = Nè, che non produce tensione in n (n. 426 a). 
Quindi la tensione e la dilatazione nei punti di n risultano (615) 


| Nn N 
(616), (616) on =<> 


n 


En = EA . 
Invece in un punto generico si ha 


Nn T 
616 =. +, 
(616) 2" 
e) Infine, se N, passa per il centro di curvatura 0 
(fic. 859 c), la sezione S ruota intorno all’asse no per G, 
perchè (Maxwell) la N agente in G faceva ruotare S intorno 
a O, cioè non faceva spostare 0. 


428. Sforzo normale e flessione. 


Q___10 a) Nel caso generale in cui agisca uno sforzo 


Fig. 560. normale N in un punto qualunque X dell’asse y 

(fig. 860), con eccentricità e rispetto a G, si può 

trasportare N in G e aggiungere un momento M = Ne. Sovrapponendo 
gli effetti (615) e (608), o (613), si ottiene 


- NM y N. M, 
(617) d-s4 +4 es oppure c=%7 +. 

Si può invece trasportare N in n (116) e aggiungere M, = Ne,, nel 
qual caso per le (616,) e (608), o (613), si ha 


Tn | Many 
ca 


Nn_ Tn M, N, 
(17) o=77+3$ 7. oppure cap 4 a 


SI 


Studieremo la deformazione rel n. 430. 
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b) Indichiamo con n, la traccia dell’asse neutro n, relativo allo sforzo nor- 
male N agente in un punto X generico dell’asse y. Per la relazione fondamen- 
tale della teoria dell’ellisse di elasticità (nn. 349-351), i punti X ed n, si corri- 
spondono in una involuzione ellittica su y, che ha per centro n {relativo a un 
momento). E poichè in essa si corrispondono anche O e G (n. 427 a, c), la po- 
tenza dell’involuzione è —r,8. Quindi, se e, è l’eccentricità di N rispetto a n, la 
distanza di n, da » risulta 
(a) mn, = — Tyd/en- 


Essendo (612) 7,9 =J**/A=**®, l’asse neutro n, è l’antipolare di X rispetto 
all’ellisse centrale d’inerzia della sezione trasformata A4**, come nelle travi 
rettilinee (n. 261 a) (il centro è nel baricentro n di A**). Il nocciolo della se- 
zione A4** ha lo stesso ufficio che ha nelle travi rettilinee. 

Trovato l’asse n,, in un punto distante y; da n, si ha anche 
(- N, nd, DA 
\ A 43 

c) Altro procedimento. Nella maggior parte dei trattati si segue il procedi- 
mento originario, e si misurano le distanze Yo dall’asse ng baricentrico (come per 
le travi rettilinee), anzichè dall’asse di flessione n; ciò che conduce però a risultati 
meno semplici. È opportuno indicare tali risultati, e rafirontarli con quelli pre- 
cedenti, per rendere più immediata la comprensione di formule che sono tuttora 
di uso frequente. 

Se si sostituisce la distanza y dall’asse di flessione n con yo— è, l’equa- 


a 


zione (c) del n. 428 che determina n diventa 
(rt a4 odi _ 3 dA la “ala e) do. 


To — Yo JT» F To — Yo To — Yo 


(618) c=—Ew - = 


Quindi, se si pone 


YodA 2 ci apr pi (Yo 120 
(619) tele xA, ossia ne ] — dA, (129) 
4 
si ottiene 
Db : % To 
9 — (1 -Loe)Aa = ; = 0_ = 153 
(620) xA n” î x)A 0, da cui b To 14% ; Tn 1+4x° ò XTn5 


relazioni che legano 3 ed 7, a 7, e al fattore numerico x. 

Se ora si considera il caso generale in cui la sezione S sia soggetta allo sforzo 
normale N agente in G e al momento flettente M, coi sensi assunti positivi per 
M e per % valgono le seguenti espressioni 


N M Mo 
9 se 
dl) È 4 An la xAro(to — Yo)” 
. 1 M 1 ;, M M 
snai si zi(0-7) SS fa (3 To za): 


(22) Con lo sviluppo in serie della nota 113, il coefficiente x è dato da 


1 Vo 5 
(6191) de > f(1 + x. vo # sal YVodi 
% (1) ro 
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L’asse neutro n, è determinato da 


x(t — e) 


(db) Gun, = Te, enzi=di* 
«(To 


429. Sezioni particolari. 


a) Rettangolo. Per la (606) risulta 


le 


dr h 
SU») SS . Le 
(623) m=bh:b|7= TL 
Li; 
Quindi si può calcolare è = n — r, e J** = Ar,d. Se h/rn è abbastanza 


piccolo, si ha è = — #?/12ry. 
Essendo dA = bdy,, il fattore x 
risulta (619,) 


h/2 
1 (( Yo , Y6 
x= wr] 44.) god = 
— h!2 
Lia, dr 1 6 
73 n) +5\2r +i(m+-. 


b) Trapezio. Se bi e b, sono le 
due basi (fig. 861 a), la larghezza d a distanza r dal centro di curvatura è 


b=b + (bid) 7. 
Quindi per la (606) risulta 
Te 
bdr Ah 
ti=A SE T (br,— bar) log (r./r;) — (b;— bh * 


Ti 
e) Triangolo. Basta porre b, = 0 nel risultato precedente. 

d) Circolo. Se R è il raggio del circolo, si ha dA = 2V/R?—yidy. 
Sostituendo nella (619,), si ottiene (per brevità si tralasciano i passaggi) 
1/R\}. 1/R\t 5 (R\ 
obea 1 (7) +37) Ùù 3 (7) tei 


espressione che converge rapidamente. Noto x, si deducono 3 ed r, (620). 
e) Sezione a _L. Con le indicazioni della fig. 861 b), risulta 
sE bh, + boh, 
®— b,log(r,2/r1) + da log (ra/r12)® 
Per le sezioni a I si ha una formula perfettamente analoga, con tre 
termiuvi al numeratore (che è A) e al denominatore. 


r 
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f) Sezione qualsiasi. Disegnata la sezione, si traccia la sezione 
trasformata A* moltiplicando le larghezze d per il rapporto ro/r, e si 
misura l’area A*. Quindi si ottiene r,, 0 è, mediante le (611) (es. 736 4). 

Se invece si moltiplicano le larghezze b per il rapporto yo/7, si 
ottiene una figura intrecciata di area OQ (prevale l’area positiva), e 
si ha (619) x = Q/A (es. 736 d). 


Esercizio 782. — Calcolare le tensioni 0; e 0, in una barra curva di sezione 
rettangolare, soggetta a flessione semplice, nei casi in cui sia ry/h=1-2-4-10. 
Soluzione. Nei quattro casi si ha 7, = 1,54-2,54-4,5%h-10,5%, rr = 0.5 h- 
1.54-3,5%-9,54, r,/r;=3-5/3-9/7-21/19; log (7/7) = 1,0986123 - 0,5105326 - 
0,251314-0,100083. Quindi risulta (623) 
tr, = 0,91024 & - 1,9576 4 - 3,9791 h-9,9917%; 


3 = 0,089764-0,0424 7 - 0,0209 7 - 0,0083 4, 
Sostituendo nelle (609), si ottiene nei quattro casi 
c;= 9,14 M/Wè?, o, = — 4,38 M/bh? 
Gi = 7,19 » Ce = » 
ci= 6,559» G, = » 
ci= 6,24 >» G, = » 
Trascurando la curvatura si otterrebbe c; = — 0, MW = 6M/bA?, con un 


errore in difetto rispetto al valore di o; di 34,4 % - 16,5 90 - 8:40 % - 3,85 %, 


Esercizio 733. - Un anello di sezione rettangolare di lar- 
ghezza b (A= bh), aperto in C, avente il raggio interno 7; 
uguale all'altezza h della sezione, è teso da due forze P agenti 
secondo il diametro normale a CD (fig. 862). Studiare il 
regime statico nella sezione D. 

Soluzione. Per la (623) si ha 

L= hO h 
" log2  0,693147 


= 1,4427h; 


Fig. 362. quindi risulta $ = ro —tn= 005734 (121) 
Nella sezione D si ha N=?P, M= Pe=Pr,= 1,5PA. 
Quindi usando la (617), oppure la (615) e le (609), si ottiene (122) 


_ P, 1,6Ph-0,4427h _\agP = P__15Ph-0,5578h_ gog? 
cileni al © IC Sen e=774:0,0573h-24 — ©°°1° 


(3) Il momento J**=Arnò vale 0,992, mentre il peso elastico G**= 2xr,/EJ** risulta 
0,97 G. Le caratteristiche elastiche sono dunque poco alterate anche in questo caso in cui la 
curvatura è forte (n. 425). 

(31) Giova ripetere (nota 109) che in realtà queste tensioni sono alterate dalla vicinanza 
delle forze esterne P alla sezione D, perchè, data la forte curvatura, l’altezza della sezione non 
è abbastanza piccola rispetto alla distanza della D dalle P, e quindi non vale il principio di 
Saint-Venant. 

Esso sarebbe valido, ad es., nel caso di una barra piegata a U, con tratti rettilinei abbae 
stanza lunghi e con le forze P agenti agli estremi di questi tratti. Tuttavia anche in questo caso 
rimane l’errore dovuto all’aver trascurato l’influenza delle tensioni cy (nota 112), chè è tanto 
aaggiore quanto più forte è la curvatura (es. 737). 
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Se si traseurasse l’effetto della curvatura, si troverebbe c;= 10P/A4, con un 
errore di 20,6%, e c, = — $P/A. 


Esercizio 784. - Idem, con le formule del n. 428 c). 
Soluzione. Per il n. 429 a) si ha 


1/1)? 1/1 1/1\6 1/18 - 
= (8) + 505) +368) +5) - o00or. 


Usando la (621), nella sezione D risulta 


_P I5Ph , 1,5Ph-0,5A0 
CA A- 1,5% 0,039724-1,5%k-h0 


P 
L 2.59 —a 
Gi 12, I 


Inoltre si ha 


at 
C EA 


€0 


1.5Ph) 1 
(P- 5) 


LE “i 1,5Ph 1,5 Ph Li 
1,5% ) SAR 


1,5%  0,03972-1,5% 


Per la (b) del n. 428 c) risulta Gn, = 0, in armonia col n. 427 c). 


Esercizio 785. — Dato il rapporto x = r,/r;, determinare il rapporto 9 = 
= b./b; delle basi di una sezione trapezia per la quale si abbia c;=|0,| quando 
la trave è soggetta a flessione semplice. 

Soluzione. Si ottiene c;=|0,| se risulta (n. 426 d) |y.,y;|= r,#;= 0; ossia 


Te Tn _ ; _ 2a 

e Men da cui fagli 
Inoltre si ha 
da ee (—rgt= br È B fai, 


Quindi, sostituendo nell’espressione di r, del 
n. 429 d), si ottiene un’equazione dalla quale si ri- 
cava { in funzione di a: 


4a? log a — 03 — 3a? + 5a — 1 
B 4a log a + a? — 5x° + 3a + 1° 


Ad es., per x = 2 si ottiene @ = 0,1657. 


Esercizio 736. — Calcolare le tensioni c; e 0, nella 7 
sezione ie di un gancio (fig. 863 a) soggetto a un Fig. 363. 
peso P= 4000 kg (128). 
a) 1° soluzione. Si è divisa la sezione in dieci striscie di uguale larghezza 
Ay= 1 cm (fig. 863 b), si è misurata (usando la formula di Simpson) l’area 


(333) Uno studio sperimentale delle tensioni nei ganci è svolto nella memoria di K. BòTTOARR: 
Ferswhe iber die Spannunysverteilung im Zuyhaken, «Forschungs. auf dem Geb. d. ing.», Heft 
337, ed. V. D. I., Berlino, 1931. 
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A = 30,76 cmq, e si è determinato il baricentro G ottenendo n, = 7,56 cm. Poi 
si è disegnata la sezione trasformata A4* sostituendo alle larghezze d le larghcezze 
(ro/m)b (fig. 863 Db). L'area di questa è A*= 34,73 cmq. 

Quindi, per la (611), risulta 


30,76 
34,73 
Trasportando Pin G si ha .M = 30240 kgem. Quindi per le (615), (609) si 


tn = 7,56 = 6,696 cm, per cui $ = 7,56 — 6,696 = 0,864 cm. 


ottiene 
4000, 30240 - 3,696 


0 30,76 * 30,76 - 0,864 - 3 
c.= 4000 _ _30240: 6,304 _ 4991 
e 30,76 — 30,76 - 0,864 - 13 


= 1532 kg/emq 


b) 2° soluzione. Nella fig. 863 c) si sono sostituite le larghezze b con le lar- 
ghezze (yo/7)b, e si è misurata l’area della nuova figura, che vale x A = 3,98 cuq. 
Per cui risulta x = 3,98/30,76 = 0,1294. Quindi si ottiene (020) 


0,1294 
= 7,56 —- 
ò ' LAZY 


= 0,866 cm. 

Esercizio 787. — Calcolare le tensioni in un tubo di sezione circolare e di 
spessore considerevole, soggetto a pressione interna uniforme p. 

Soluzione. a) Lo sforzo normale N per unità di lunghezza del tubo è dato (91) 
da N= pr;. 

Se si trascura la diminuzione che subisce lo spessore s, tutte le fibre circo- 
lari subiscono lo stesso aumento Ar = Ar;, qualunque sia il loro raggio » (Cap. V, 
nota 10). Perciò la dilatazione di una fibra generica risulta 


Al _2rAr, _Ar, 


E&=_-,= 
l zrr Tr 


Quindi, trascurando l’influenza (n. 119 a) della G, in direzione radiale, si ha 


c=E9"., 


T 
La somma delle cdA nella sezione 1-s dev'essere uguale a N, ossia a pri: 
Te Fe, 
pri= |o-ldr= EAr: | È — EArlog®. 
= i 
Ti 


Ti 


Ricavando E Ar; e sostituendo nell’espressione di 0, si ottiene (1%) 


_ pi fa se ea 
(a) © log(ryr) 7” Gneo SIT og (1/79 


(3) La (a) si ottiene anche osservando che ogni sezione radiale non ruota, cioè subisce 
soltanto una traslazione; per cui (n. 427 b) lo sforzo normale N = pr; passa per il punto mm 
Quindi per la (616,) si ha o=(pr;/8)(rn/7), che diventa la (a) se si tiene conto della (623). 
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La soluzione esatta (n. 593 c) è invece 


ri +rì 


(5) Omar = Ci Tir? . 


Per r,/rr=2-5/4-11/10 la (a) dà per Omar un errore in difetto rispetti- 
vamente di 13,4-1,63 -0,302 % rispetto alla (5); ciò che è dovuto all’aver tra- 
scurato l’influenza di c, 0 c, (nota 112). 

b) Se si sviluppa in serie il logaritmo (15), si ottiene, in armonia con la (92), 
Tm 
(a) Omar = P cs . 

Per r/r; = 2-5/4-11/10 la (a;) dà rispettivamente un errore in difetto di 
10,0 % - 1,22% - 0,226 % rispetto alla (bd), per cui è più approssimata della (a). 
Inoltre la (a), ossia la (92), è molto più approssimata dell’espressione c = p7;/8 
che risulterebbe dalla (91). 


480. Le deformazioni. 


a) Determiniamo le espressioni delle deformazioni del tronco ele- 
mentare, parte delle quali sono già note. 
Per effetto di MM: Nel baricentro si ha (n. 426 d) 
M l i M 
“&\)=>- gp} inoltre (607) è O =— Fas: 
Ato : 


Perciò la deformazione del tronco ds, = ndÙù è definita dalla varia. 
zione Ads, = €08 delia lunghezza ds, e dalla rotazione do = — Adò = 
= — wd\ della sezione $S rispetto a $, (fig. 856 a): 


M ds Mds 
9 rino li 0, 
(624) Ads, = Ein! do Find 
Se invece si considera la fibra neutra ds, = 7,dy, si ha 
+ Mds, 
(625) Ads, =0, do = DECISE 
Per effetto di N agente in G: Per la (615,) si ha 
N 
E=W= EA . 
Quindi si ottiene 
Ndsy ___ Nd 
(626) Ads, = EA do = — Dar 
135 g 3 
ii toe = 1og(1 +2) ” *® a — 00 
ri $ ri ri 2rî 3r3 


Quindi, tenendo conto soltanto dei-primi due termini, si-ha (r,, raggio medie) 
1 fi 1 “( 8 fi +S82 fm 
1+ è = 
LI 


= . - = a 
log (r./ri) s 1- s/2rj 6 2rj s Ti C) 
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Se invece N agisce nel punto n dell’asse n di flessione, si ha (n. 427 d) 


” Ndsn 
(627) Adsn=<Eg > t 

Per effetto di N agente in un punto qualsiasi: Si trasporta N in @ 
e si aggiunge 7, quindi si sommano gli eifetti: 

M, ds M ds 

à6 5 la E) do 25 _ o 
(628), (629) Ads, =(N Pla: = x) 

Se invece si trasporta N in n e si aggiunge M,, Ads, è dovuta sol- 
tanto a N,, e do soltanto a IM. 

Se si usa l’altro procedimento (n. 428 c), e, e © sono date dalle (622). 

Inoltre, la curvatura dell’asse della trave deformata vale 


bi co PAG L.rt@_1(14 


ti ds + Ads To 1+%€0 o 


do =( 


0 — Eo 
1 + eg 


1 
)= =-(1+0-). 
0 


330 = = _ Sea 
(050) 1 EAxrì 
L’equazione differenziale (601,) per le travi ad asse circolare diventa 
(631) w+w' = — M/EAx. 


b) Estensione della teoria dell’ellisse di elasticità (128). Se si considera 
la seconda trasformata della sezione (n. 426 c) e si usano A** (uguale 
ad A) e J** (uguale ad Ar,d), si ha (627), (625) 

N,d5n M,ds, 


(632), (633) Ads, = 4? do =<pjÙ. 


Queste espressioni sono le stesse che varrebbero se il tronco fosse 
prismatico. Perciò, se si sostituisce alla trave data una trave fittizia 
avente per sezione la seconda trasformata, e quindi per asse geometrico 
il luogo dei baricentri G** di raggio di eurvatura »,, la deformazione 
di questa si può studiare come se la trave fosse a piccola curvatura. 

In particolare, si può far uso della teoria dell’ellisse di elasticità: 
i pesi elastici dei tronchi ds, valgono dw**=ds,/EJ**,i loro baricentri 
sono i punti di mezzo dei ds,, e i semiassi sono p; = V/J**/4**=/r,$= 
=p** e o=ds2//12 (trascurando l’effetto del taglio). Volendone tener 
conto, si ha g = 458/12 + y:Er,3/G (Y. fattore di taglio più com- 
plesso di y); ma è sufficiente assumere o, = p;= p** (n. 362 d). 

c) Osservazioni. La determinazione delle reazioni incognite nelle 
strutture iperstatiche per vincoli sovrabbondanti esterni si effettua 
come per le travi ordinarie. Tuttavia i risultati sono meno attendibili, 


(125) G. ALBENGA, memoria citata nella nota 116. 
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perchè gli immancabili cedimenti dei vincoli hanno qui un’influenza 
assai maggiore, causa la deformabilità molto limitata di queste travi 
(es. 283), necessariamente tozze. Invece essi sono più esatti nei sistemi 
chiusi (es. 738, 739). 

Nella flessione dei tubi curvi di piccolo spessore l’angolo © cresce 
più rapidamente del momento M, causa la progressiva ovalizzazione 
che subisce la sezione e la conseguente diminuzione di J. Quindi anche 
le tensioni crescono più rapidamente di M (1°). 

Se si vuol tener conto dell’influenza (sempre limitatissima) della curvatura 
negli archi ordinari, basta sostituire alle espressioni Àds = N ds/EA, do = 
= Mds/EJ le (628), (629), nella seconda delle quali si può porre J al posto 
di Ar,ò. 

d) Lavoro di deformazione. È dato da (628), (629) 
_ M-do N:Ads, _ Mds , Mds, _UNds 
rg È gp 2E4rd' 2EA  EAn 


dL 


N termine misto è dovuto al lavoro compiuto da IM per effetto della rotazione 
provocata da N agente in G, o a quello compiuto da N per effetto dello »po- 
stamento di G provocato da M. 

Se si considera la trave fittizia (n. 430 bd), si ha 
Mds,  Nîds 
dL = 5pya* + Sp4#s' 

Dall’espressione di L per l’intera trave in funzione delle forze esterne si pos» 
sono dedurre gli spostamenti mediante il teorema di Castigliano. 


Esercizio 73S. - Studiare un anello di sezione rettangolare di larghezza b, 
avente il raggio interno 7; uguale all’altezza è della sezione, compresso da due 
forze P agenti secondo un diametro (fig. 864). 

a) 1° soluzione. I raggio r, e la distanza è valgono 
(es 733) r, = 1,4427 A, è = 0,0573 &. 

L’ellisse di elasticità (n. 430 >) è una circonferenza di 
raggio rn, e il baricentro elastico G del mezzo anello ADB 


dista dal centro (17) 


da=2 ty = 0,91845%. 
T 


L’insieme della forza P/2 e del momento incognito MW, 
agenti nella sezione 4 equivale (es. 564) alla forza P/2 pas- 
sante per G; ciò che risolve il problema iperstatico. Fig. <64, 


(1) T. v. KARMAN: Ueber die Forminderung dinnwandiger Rohre ece., «Zs. V. D.I.», 1911, 
pag. 1889. Peri tubi curvi di sezione rettangolare si veda S. TIiMOSHENKO: Bending stresses in 
curv:d tubes of rectangular cross-section, «Amer. Soc. Math. Eng.», vol. 45, pag. 135, 1923. 

Un fenomeno analogo si verifica anche nei tubi rettilinei. quando lo spessore sia molto pic- 
colo rispetto al raggio, e vuò anche rendere instabile l’equilibrio fra 14 e le tensioni 0g (Cap. VI, 
nota 4, e Cap. XXXIII) 
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Il momento M, risulta perciò M,= (P/2)-0,91845 #= 0,4592 PA. Quindi 
nella sezione A si ha (609) 


“a Mai 0,4592 Ph 0,4427 h fa P 

$ bhdr; bh: 0,0573 hh mali 

_ Mot _ _0.4592Ph-0,5573% _ 333 P 
67 T dhdr, bh -0,0573.h:2h — — ‘°° DR° 

Il momento nella sezione D risulta I; = — (P/2)0,58155 A = — 0,2908 PA. 
Quindi nella sezione D si ha 

P/2 My; P P 

: die Edi =. sd tac 

vi Da — badr, (0 220) Ag 

P/2 , Mae _ np P_ P 

6. = — 3h + Unir, — (0,5 + 1:41) 77 = 0,91 dh 


(In realtà però le tensioni nell’intorno di A, e anche di D, sono assai più com- 
plesse per la vicinanza del carico concentrato, nota 109). 

Se non si tenesse conto della grande curvatura, si avrebbe 0G = 2r/x = 
= 0,95493 2; e valutando le tensioni con le formule delle travi prisma- 
tiche, si troverebbe co; = —c, = 2,86 P/dh in A, e oc; = — 2,13 P/bh, c,= 
= 1,13 P/bh in D. 

Se l’anello fosse aperto in C, si avrebbero in D le tensioni trovate nell’eser- 
cizio 733 coi segni cambiati. 

b) 2° soluzione. Allo stesso risultato si giunge annullando la rotazione 
(629) relativa delle sezioni C e A, e procedendo come nell’esercizio 508: 


aj2 


P {M N 
— +-.\db= 
| a) JE +3) 0, 
D) 
da cui 
- FS 
Wi ZI P(ro— d), pe 3), 
T T 
{fl 
P Esercizio 739. —- Una catena (128) di ferro tondo di 
Fig. sua diametro D = 2£ ha gli anelli ovali (fig. 865 a) con gli 
. de 


assi interni 2a; = 3D e 2b, = 2D. Calcolare le tensioni 
massime provocate da un carico P. 
Soluzione. Considerando ellittico l’asse geomeirico dell’anello, i suoi raggi 
di curvatura nei punti C e A valgono r,, = 45 do = (2D)?/1,5D = 8D/3, To, = 
= bag = 9D/8; quindi in tali punti si ba E/m,, = 3/16, Rm, = 4/9. Perciò il 
fattore x risulta (n. 429 d) x, = 0,00895, x, = 0,05486. Si ottiene così 


in Cr, =To:(1+%)= 0,991, = 5,285E, è. = 0,009n,, = 0,048R; 
in 4 Tna = Tog: (1 + Xa) = 094870, = 2,133 È, da = 0,052r, = 01178. 


(13 


(338) Per le ricerche fotoelastiche su anelli di varie forme si veda il volume di E. G. COKER- 
L. N. G. FiLon: A treatise on photo-elasticity, Cambridge, University Press, 1931, pagg. 335-548. 
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L’asse geometrico della sezione trasformata, cioè il luogo dei punti n, diffe- 
risce pochissimo da un’ellisse. Perciò, potendosi inoltre ritenere costante J**, 
e usando per approssimazione la (17) (data la natura del problema), si ha 

= 2_- 2 
de = Ua= 2,952R = 1,879R. 

La forza P/2 e il momento M, incognito che agiscono nella sezione A sul 
mezzo anello equivalgono (es. 564) alla forza P/2 passante per G. Per cui nelle 
sezioni C e A si ha 

P Li P 
M=5:1121R=0,56PR, U=-3. 
Le tensioni massime risultano (617) 


P/2, 0,56PR-0,952R P P 


inO = TR: + ar -0,0482 13/3 © (%9+ 256) pa = 3,06 - pa» 
i _ —0:94PE- 0,883 _ ___ 6 E 
tà Ci SaR? 0,117 - SEA ap 


431. Le tensioni tangenziali, 


Di solito le tensioni tangenziali 7 dovute a 7 si calcolano mediante le (192), 
(198), (194), trascurando l’effetto della curvatura; ciò che è giustificato dal fatto 
che di solito (n. 202) le 7 hanno poca importanza rispetto alle c. 

Quando invece una sezione sia soggetta prevalentemente a taglio può con- 
venire di valutare le 7 mediante espressioni dedotte tenendo conto della curva- 
tura (129), 


432. Bibliografia. 


Fra le opere d’indole generale che studiano con larghezza gli archi ricordiamo 
il quarto volume dell'opera citata (n. 368) di W. RirreRr, nel quale sono svolti 
largamente i procedimenti grafici; il terzo volume, capitolo settimo, dell’opera 
citata (n. 216) di H. MùLLER-BRESLAU, dove si ricavano diverse formule appros- 
simate per il calcolo degli archi; il primo volume, Capp. settimo e ottavo, del- 
l’opera già citata (nota 104) di H. Bresse, che contiene anche tabelle per gli 
archi circolari di sezione costante (sono riportate ad es. nel Cap. XI del volume di 
C. CERADINI citato nel n. 216); nonchè i principali trattati di Ponti, ad es. quelli 
di C. GUIDI e di G. ALBENGA (nn. 41, 314), e quello di J. MELAN: Der Briickenbau, 
Lipsia, Deuticke, 1921-24, che contiene anche molti particolari costruttivi. Allo 
studio degli archi è dedicato il volume di C. B. McCvLLOvEH - E. $. TuarER: 
Elastic arch bridges, New York, Wiley, 1931. Tuttora interessante è la lettura 
della memoria di W. RITTER: Der elastische Bogen (n. 368); e delle diverse memorie 


(3*°) F. GRASHOF: Theorie der Elasticitàt und Festigkeit, Berlino. Gaertner, 1878, pag. 283. 
O. ZANABONI: Sollecitazione di taglio, con flessione composta, nei solidi ad asse curvo, « L’Energia 
elettrica», 1940, fasc. 69, 
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di C. Gui (« R. Acc. d. Scienze », Torino, 1884, 1886, 1903). Molti dati teorici 
e pratici, con tabelle, per il calcolo degli archi e delle relative linee d'influenza si 
trovano nel secondo volume dell’opera di A. StRASSNER: Neuere Methoden - Der 
Bogen und das Briickengewélbe, Berlino, Ernst, 1927. Il metodo di Strassner è 
stato reso di uso più pratico e spedito mediante appositi abachi calcolati e conte- 
nuti in grande numero nel volume di E. TorROJA MIRET - F. Garcia MoxJE: 
Dimensionamiento y comprobacion rapidos de arcos ecc., Madrid, Instituto tecnico 
de la construccion, N. 56, 1948. Ampie indagini, con procedimento proiettivo, sono 
contenute nel volume citato (n. 368) di F. POSTUVANSCHITZ, e nel secondo volume, 
pure citato (n. 368), di D. WoLKOWITSCH. 

Ulteriori sviluppi sul calcolo degli archi, con formule, esempi e notizie biblioe 
grafiche, si trovano nei $$ 54-59 del secondo volume già citato di K. BeyER 
(nota 87). Numerose memorie riguardanti gli archi sono indicate nel secondo 
volume, pag. 1135, del manuale di M. FoERSTER (nota 98). 

Un acuto esame quantitativo delle varie influenze di N e di T, nonchè della, 
curvatura e di altri elementi perturbatori (come, ad es., del fatto che i carichi 
agiscono sull’estradosso anzichè sull’asse), sulle reazioni iperstatiche e sulla defor- 
mazione degli archi di diverse forme, a due cerniere o incastrati, si trova nello 
studio di S. TIMosHENKO citato nella nota 78. Gli effetti delle azioni secondarie, e 
specialmente delle forze normali al piano dell’asse, sono studiati nel volume di 
A. HAWRANEK: Nebenspannungen von Eisenbeton-Bogenbriicken, Berlino, Ernst, 
1919, nel quale si considerano anche archi con tiranti rigidi o articolati, e sono 
raccolte numerose indicazioni bibliografiche. Un esempio numerico, con la con- 
siderazione delle forze orizzontali e di quelle normali al piano dell’asse, è svolto 
ampiamente con procedimento analitico nel volume di E. Gaerr: Bau und 
Berechnung gewolbter Briicken und ihrer Lehrgeriiste, Berlino, Springer, 1914. Con- 
siderazioni sulle azioni disturbatrici, quali i cedimenti delle centine, degli appoggi, 
le variazioni termiche, il ritiro, si trovano nel volumetto di G. GILBRIN:; 
Storungen des normalen Zustandes in Briickengewolben, Berlino, Ernst, 1913; 
mentre lo studio degli effetti provocati dalle variazioni termiche è approfondito 
in quello di F. Voer: Temperaturschwankungen und Temperaturbewegungen von 
Beton-und Steinbriicken, Berlino, Ernst, 1925. 

Interessanti considerazioni sulla posizione della curva delle pressioni negli 
archi e sull'importanza relativa dei lavori di deformazione dello sforzo normale e 
del momento fiettente si trovano nel secondo volume, pagg. 370-374, dell’opera 
di A. F6PPL citata nel n. 41. Del comportamento degli archi costituiti da conci di 
pietra semplicemente accostati (cioè senza malta interposta) tratta il Cap. 23 
del volume di A. J. S. PrePARD - J. F. BAKER: The analysis of engineering structures, 
Londra, Arnold, 1943. 

Per lo studio degli archi continui, oltre alle indicazioni contenute nel n. 368, 
si vedano il Cap. XII del secondo volume dell’opera di G. ALBENGA (n. 314); 
il Cap. IV del secondo volume di D. WoLkowrrscH (n. 368); il volume di A. 
STRASSNER: Der durchlaufende Bogen auf elastischen Stiitzen, Berlino, Ernst, 1919; 
il $ 59 del secondo volume dell’opera di K. BerER (nota 87); e i due esercizi svolti 
nel volume di H. MùLLER-BRESLAU citato dianzi. 

L’arco solidale con la sovrastruttura stradale (pilastrini, e travi dell’impal- 
catura o voltine di scarico) si studia di solito con metodi sperimentali (col metodo 
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di Beggs, o con la luce polarizzata, Cap. XXXVIII). Per lo studio teorico si ve. 
dano la memoria di W. SCHACHENMEIER: Veber mehrjache elastische Gewòlbe, 
«Fort. d. Ingenieurwissenschaften », n. 23, Lipsia, 1910; il capitolo terzo, n. 10, 
del terzo volume dell’opera di G. ALBENGA; i lavori di L. STABILINI pubblicati 
ne « L’Ingegnere », 1928-29-30; e il volumetto di ABD-EL-Aziz EL AROUSY: Studien 
liber das elastische Verhalten von Briickengewdlben ecc., Zurigo, Leemann, 1942, 
nel quale, premesse numerose ricerche sulla deformazione degli archi, si indicano 
vari metodi di calcolo. 

Per lo studio delle volte considerate come strutture spaziali o come lastre 
cilindriche, si consultino i nn. 9-13 del capitolo di K. WrecHARDT nel volume 
IV., pagg. 563-583, della « Encyklopàdie der math. Wiss.», Lipsia, Teubner, 
1907-1914, che contiene anche notizie sul progresso storico nel calcolo delle volte, 
e varie indicazioni bibliografiche. 

Sulle interessanti questioni connesse col disarmo dei grandi archi si vedano 
le memorie di A. FREYSSINET: Le pont de Villeneuve-sur-Lot, «Le Génie Civil », 
1921, nn. 5, 6, 7; di G. ALBENGA: Su di una distorsione di Volterra usata nella 
costruzione dei ponti in muratura, « R. Ace. d. Scienze», Bologna, 1925-26: di 
O. ZANABONI: Osservazioni sull’applicazione del disarmo Freyssinet, « Il Cemento 
armato », 1934, n. 3: di G. KraLL: Un'arcata di 90 metri sul torrente Biedano, 
«Annali d. Lav. Pubbl. », 1937, n. 11. Di tali questioni ci occuperemo nel Cap. 
XXXI. 

La verifica della stabilità delle spalle e delle pile degli archi è trattata, ad es., 
nel Cap. quarto del terzo volume dell’opera di G. ALBENGA, che contiene anche 
numerose indicazioni bibliografiche. 

Un'ampia raccolta di dati e notizie riguardanti i ponti ad arco in muratura 
(nonchè le relative centine) costruiti fino al 1916 e aventi la luce di almeno 40 m, 
con le deduzioni pratiche risultanti dal loro esame, si trova nei sei volumi del- 
lopera di P. SEJOURNE: Grandes votites, Bourges, Tardy-Pigelet, 1913-1916. Per 
ì ponti in muratura si può vedere anche il volume di C. Gar: Ponts en magon nerie, 
Parigi, Baillière, 1924. Copiosi dati teorici e pratici, con particolari costruttivi, e 
monografie sui ponti ad arco in cemento armato (con le relative centine), si tro- 
vano nel volume XI (J. MELAN - T. GestEscHI: Bogenbriicken) del « Handbuch 
fir Eisenbetonbau », Berlino, Ernst, 1932. Interessante è la lettura delle mono- 
grafie riguardanti alcuni grandi ponti, quali ad es. quella di F. DùLL-R. Germarm: 
Die Echelsbacher Bricke, Berlino, Ernst, 1931; gli articoli di A. KaIseR: Die 
Entwicklung des Massivbrickenbaues, « Beton u. Eisen », 1939, n. 14; e di A, 
BreBERA: Die weitestgespannte Massivbogenbriicke Mitteleuropas, «Beton u. 
Eisen », 1940, nn. 22, 23, e 1941, nn. 8, 9, che contengono notizie su numerosi 
ponti di notevoli dimensioni; nonchè l’articolo di L. GaIN: Deux grands ares de 
500 mètres d’ouverture, « La Technique des travaux », 1931, n. 6. 

Per i dati pratici riguardanti le cerniere si vedano il 2° vol., $ 26, e il 3° vol., 
1° metà, $ 8, dell’opera citata di J. MELAN; il quarto volume dell’opera citata 
di P. SEJOURNÉ, pagg. 8-26; e il volume di A. MESNAGER: Cours de béton armé, 
Parigi. Dunod, 1921, pagg. 172-189, che considera particolarmente il caso delle 
semicerniere. 

Importante e talvolta difficile è il problema della centina per la costruzione 
dei ponti o delle grandi coperture ad arco. Si può vedere in proposito il Cap. XVT 
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del volume di A. F. JoRINI: Teoria e pratica della costruzione dei ponti, Milano, 
Hoepli, 1921; la terza parte del volume di H. KIRCHNER: Riistungsbau, Berlino, 
Ernst, 1924; il Cap. K del volume di T. GesTESscHI: Der Hol:bau, Berlino, Springer, 
1926; e il Cap. VII del volumetto di W. Stor: Der Holzbau, Berlino, Springer, 
1941; nonchè la nota di K. GarDE: Ueber das Ausristen ecc., è Beton u. Eisen », 
1940, n. 14. Una centina di eccezionale importanza è descritta nell’articolo di 
L. GAIN: Le pont de Plougastel, « La Technique des travaux », 1929, n. 6. 

Ulteriori relazioni per lo studio della deformazione delle travi ad anello si 
trovano nella memoria di G. ALBENGA: Sulla deformazione degli amelli circolari 
elastici, « R. Acc. d. Lincei », vol. XXII, fasc. 79, 1913; e nel Cap. XI del volume 
di J. PrescoTT citato nella nota 106. Per il calcolo delle sollecitazioni e delle 
deformazioni nelle condotte forzate in varie condizioni di carico e di posa si ve- 
dano le due memorie di C. GuIpI (« R. Ace. d. Scienze », Torino, 1912, 1913), 
riprodotte negli esercizi 138, 139 del volume Esercizi sulla Scienza delle costruzioni, 
Torino, Bona, 1923; e la memoria citata (nota 103) di R. MayrER. 

Per le travi a grande curvatura giova consultare anche il $ 21 nel quarto vo- 
lume dell’opera (n. 216) di H. MiLLeR-BrEsLAU. Numerose indicazioni biblio- 
grafiche su ricerche teoriche e sperimentali riguardanti le travi a piccola e a 
grande curvatura si trovano nei nn. 13-17 dell’articolo di S. TIMosHENKO nel 
volume IV, del « Handb. d. phys. u. techn. Mechanik », Lipsia, Barth, 1931; e 
nei nn. 4 e 5 dell’articolo di T. v. KiàrxÀx nel volume citato dianzi della 
« Encykl. d. math. Wiss.». Un’estensione della teoria approssimata delle travi 
a grande curvatura al caso della sezione qualsiasi, con pressofiessione deviata, 
è stata svolta (generalizzando il concetto di sezione trasformata di Albenga) da 
G. DeL VeccHIO: Generalizzazione della teoria statica degli archi piani a grande 
curvatura, « R. Acc. d. Scienze », Napoli, 1935. La deformazione che subisce la se- 
zione delle travi tubolari a grande curvatura sollecitate a flessione, e la sua in- 
fluenza sulle tensioni e sull'angolo di flessione, furono studiate per i tubi di sezione 
circolare da T. v. KÀrmÀn: Veber die Forminderung diinnwandiger Rohre, ece., 
« Zs. V.D.I.», 1911, pagg. 1889-1895; e per i tubi di sezione rettangolare da 
S. TimosHENKO: Bending stresses in curved tubes of rectangular cross-section, 
« Trans. Am. Soc. Mech. Eng.», 1923, pag. 135. Per il caso della sezione a 
doppio T si vedano il 2° volume, $ 73 a,f), dell’opera di F. BLEICH: Stahlhoch- 
bauten, Berlino, Springer, 1933, nonchè le opere ivi citate. 

Confronti fra i risultati della teoria elementare e quelli della Teoria della 
elasticità si trovano, ad es.. nelle memorie di G. SUPINO: Il problema elastico 
nella corona circolare e il calcolo degli archi, « Il nuovo Cimento », 1925; La teoria 
della resistenza dei materiali in confronto con alcuni risultati della statica elastica, 
«Annali d. Lav. Pubbl. », 1926, n. 11, per gli archi a piccola curvatura; e nella 
memoria di R. CHAMBAUD: Le problème élastique des votites épaisses et des pièces 
à forte courbure, « Le Génie Civil », 1926 (opuscolo, Parigi, Gauthier-Villars, 1926), 
per i solidi a grande curvatura. Confronti dai quali risulta la buona approssima- 
zione della teoria elementare nel primo caso, e la scarsa attendibilità nel secondo 
caso. Per i casi più complessi, i confronti si possono fare soltanto coi risultati 
delle ricerche fotoelastiche (v. il volume di E. G. CoKER - L. N. G. FILOXx, citato 
nella nota 128). 


CapIrtoLo XX. 


LE STRUTTURE A MOLTE IPERSTATICHE 


433. Generalità. 


Nelle moderne costruzioni di ferro o di cemento armato sono fre- 
quenti le strutture complesse, aventi numerosi vincoli sovrabbondanti 
sia esterni che interni. Dopo quanto abbiamo visto finora, specialmente 
nei Capp. XI, XII, XV, XVI, XVII, siamo in grado di studiare ogni 
struttura iperstatica, qualunque sia il numero delle incognite sovrabbon- 
danti. Tuttavia in pratica, quando queste incognite sono numerose, con- 
viene di solito abbandonare i metodi classici che risulterebbero estrema- 
mente laboriosi, per ricorrere a metodi specifici, incomparavilmente più 
semplici. 

L’ampiezza del presente capitolo è giustificata dal fatto che lo stu- 
dio delle strutture a molte iperstatiche costituisce spesso una seria dif- 
ficoltà per il progettista; difficoltà che può essere notevolmente ridotta 
con la scelta del metodo più conveniente per risolvere ciascun problema. 
Perciò si è ritenuto utile far conoscere i principali metodi di risoluzione, 
e mostrarne la pratica applicazione e gli opportuni confronti mediante 
numerosi esercizi. 

Ci occuperemo da prima dei metodi generali, richiamando il metodo 
delle forze già noto e introducendo il metodo delle deformazioni, tra i 
quali esiste una perfetta corrispondenza. Indicheremo poi le vie più con- 
venienti per risolvere i sistemi di equazioni lineari che s’ incontrano 
in questi calcoli. Quindi studieremo i principali metodi particolari, che, 
come si è detto, sono molto più semplici; ed esamineremo i casi nei quali 
ciascuno di essi è più indicato (!), distinguendo principalmente le strut- 
ture in due categorie, secondo che i loro nodi non si spostano oppure 
sono soggetti a spostarsi. 


(®) Generalmente ogni metodo è adatto per certi tipi di strutture e inadatto per altri. Quindi 
non è opportuno usare un metodo unico per tuttii casi possibili, poichè spesso diventa artificioso 
e perde le sue doti peculiari di semplicità. 

Stndieremo soltanto i più importanti fra i molti metodi che sono stati proposti; tanto più 
che quelli veramente diversi si riducono a pochi, mentre gli altri non sono che delle varianti più 
o meno felici dei primi. E di ciascuno indicheremo soltanto il concetto fondamentale, e non lo 
sviluppo completo e i particolari, per i quali si rimanda alle opere originali. 
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I metodi particolari consentono una riduzione considerevole di lavoro, 
sia abbreviando l’impostazione delle equazioni, che di solito sono più 
semplici e immediate (*), sia diminuendo il numero delle incognite, e 
quindi anche il lavoro materiale che richiede la risoluzione di un sistema 
di numerose equazioni. Qualcuno di essi consente invece di determinare 
le incognite senza far uso di equazioni. 

I vari metodi si distinguono in esatti e in approssimati. I metodi 
esatti (*) studiano la struttura con tutti i suoi vincoli iperstatici. Si hanno 
poi metodi di successiva approssimazione, che consentono di migliorare 
finchè si vuole l’approssimazione stessa, e di raggiungere al limite la so- 
luzione esatta; per cui anche questi si possono considerare come esatti, 
I metodi approssimati sono quelli che trascurano una parte dei vincoli, 
o che studiano una parte della struttura isolandola dalla parte rimanente, 
o che sono basati su altre ipotesi semplificative. Essi sono giustificati 
dal fatto che in pratica esistono (n. 480) numerose cause che rendono 
incerto il comportamento reale delle strutture complesse: per cui in certi 
casi è inutile eseguire un lungo e faticoso lavoro, per ottenere risul- 
tati che hanno un’esattezza soltanto apparente; tanto più che spesso 
questi metodi possono dare approssimazioni soddisfacenti. 

Spesso è anche possibile e conveniente usare artifici diversi da caso 
a caso, che consentono di ridurre considerevolmente l’intero lavoro (4). 

Quando il progettista abbia ben compresa l’essenza dei vari metodi, 
che in fondo è semplicissima, e se ne sia reso padrone (esaminando 
sopra tutto con attenzione i vari esercizi), sarà in grado di applicare 
spontaneamente a ciascun tipo di struttura il metodo di calcolo più 
confacente; e avrà inoltre disponibili altri metodi, che gli suggeriranno 
rapidi controlli dei risultati ottenuti col primo (ciò che elimina la preoc- 
cupazione di possibili errori, che sorge naturale nei procedimenti di calcolo 
lunghi e complessi). Per iqueste ragioni, il possesso del quadro generale 
toglie allo studio delle strutture a molte iperstatiche quel carattere di 
ceseuro e snervante lavoro che molti gli attribuiscono, e lo trasforma 
in un campo di ricerche agili e chiare, aperto all’iniziativa e all’abilità 
personali dei progettista. 


(*) Un primo esempio di equazioni molto più semplici di quelle generali, sia per la forma, sia 
per contenere ciascuna un piccolo numero delle incognite totali, è offerto dalle equazioni dei tre 
e dei quattro momenti (nn. 244, 245, 250, 450). Altri esempi sono dati dalle equazioni chè trove= 
remo nei nn. 451, 466, 487, 468, 469, 471, 472. 

(*) Per soluzione esatta s*’intende quella che tiene esattamente conto di tutti i vincoli so- 
vrabbondanti, ma trascura (come si usa comunemente, nota 8) le deformazioni dovutea Nea 7; 
quindi esatta nel senso tecnico della Scienza dele costruzioni. 

($) Non è opportuno che lo studio statico dele strutture ‘sia tanto gravoso e assorbente de 
distrarre ‘il progettista dalla concezione generale dell’opera e dagli altri problemi che a essa sf 
connettono. Perciò, quand’è possibile, conviene ricorrere a formulari che diano la soluzione finale, 
o che consentano di ridurre i calcoli al minimo indispensabile (nn. 478, 444 db). 
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Lo studio di un determinato problema è poi grandemente semplificato 
se si fa precedere da un esame intuitivo della questione; esame che, se 
è utile in ogni altro campo, lo è maggiormente in quello che ci occupe. 
Tale esame consente di prevedere (direi di sentire) quale sarà il com- 
portamento della struttura che si studia. Perciò gli eventuali errori nei 
risultati si riconoscono facilmente. Inoltre suggerisce i possibili miglio- 
ramenti da apportare alla struttura. Infine orienta il progettista nella 
scelta del metodo più conveniente da usare per il calcolo. 

Mentre di solito gli autori dei diversi metodi ne pongono in rilievo la novità 
e la singolarità, ho creduto invece opportuno, per conservare quanto più possi- 
bile l’unità e la semplicità concettuale, di rendere evidenti le molteplici affinità 
esistenti tra i metodi stessi, e di dedurre questi dal minimo numero di principi 
generali. A tale scopo, e per giungere con naturalezza ai vari metodi, ho ritenuto 
utile in più punti far precedere quelle nozioni che sono comuni ad alcuni di essi, 
dalle quali poi i metodi in questione scaturiscono in modo pressochè spontaneo. 
Per contro, sopra tutto per ciò che riguarda il campo d’applicazione, ho posto in 
luce le loro differenze effettive e i casi nei quali ciascuno di essi è più indicato. 

Come applicazioni, studieremo anche alcuni problemi di interesse pratico. 
Così ci occuperemo del calcolo delle intelaiature complesse (e in modo partico- 
lare delle ossature degli edifici), delle travi Vierendeel, delle tensioni secondarie 
nelle travature reticolari (che hanno notevole importanza nel caso del cemento 
armato), e di altre questioni analoghe (?). 


‘A) LA RISOLUZIONE DELLE EQUAZIONI. 
CONSIDERAZIONI GENERALI SULLE STRUTTURE. 


454. Il metodo delle forze. 


È il metodo che abbiamo adoperato in quasi tutti i casi finora studiati. 
Si chiama metodo delle forze per distinguerlo dal metodo delle dejormazioni 
che studieremo in seguito. Col metodo delle forze si assumono come in- 
cognite le reazioni (forze e momenti) dei vincoli sovrabbondanti (sia 
esterni che interni), che sono staticamente indeterminate (mentre col me- 
todo delle deformazioni si assumono come incognite le rotazioni e gli 
spostamenti dei nodi della struttura, che sono indeterminate geometrica- 
mente; n. 445). 

Ricordiamo che dalla struttura data si deduce anzitutto una struttura 
principale, immaginando di sopprimere tutti i vincoli sovrabbondanti, 


(*) Per evitare malintesi, giova avvertire fin d’ora che nei nn. 447, 450, 466, 467, 475, 477, 
478, 481, 482 si è conservata la consueta convenzione sui versi positivi di M, ed M, alle estre- 
mità di una trave incastrata; mentre nei nn. 451, 456, 457, 458, 459, 460. 161, 462. 463, 464, 
468, 469, 470, 471, 472, 473 si è adottata una diversa convenzione (n. 451 e), intesa a sem- 
plificare le equazioni e i calcoli e ad evitare i facili errori di segno. 
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oppure soltanto una parte di essi (n. 444). Nella scelta della struttura 
principale, ossia dei vincoli da sopprimere e delle incognite corrispon- 
«denti (v., ad es., il n. 230 d e c), è opportuno tener presente quanto si 
«dirà nel n. 443, onde ottenere un sistema di equazioni adatto per essere 
risolto ad es. col procedimento di iterazione (n. 441) o, più semplice- 
mente, con quello del n. 442, e per far sì che i risultati finali non siano 
molto sensibili agli inevitabili errori di approssimazione. 


435. Le equazioni di congruenza o di elasticità. 


a) Dedotta dalla struttura data la struttura principale più conveniente 
(n. 443), sostituiamo i vincoli soppressi con le reazioni (*) incognite X,, 
Xo, Xa... Xn, che sono determinate dalla condizione di ricondurre i punti 
che si sono svincolati al rispetto dei vincoli preesistenti. Indichiamo con 
é., uno qualunque dei coefficienti d’influenza (n. 226), ossia lo sposta- 
mento che nella struttura principale subisce il punto d’applicazione del- 
l’incognita _Y,, nella direzione e nel verso di questa, per effetto della 
forza X,= 1; e con ò lo spostamento dovuto ai carichi, o alle altre 
cause considerate (ad es., una variazione termica), valutato nel verso 
opposto alla X, (7). 

Se i vincoli che si pensano soppressi sono rigidi, lo spostamento com- 
plessivo dè, del punto d’applicazione di una Y, generica, dovuto ai carichi 
e alle X agenti sulla struttura principale, dev'essere nullo; per cui si 
ha 6, = do — dt d2La 0 — OK, — On Xn = 0. Si ottiene così il 
sistema di n equazioni (equazioni di congruenza o di elasticità) lineari, 
non omogenee, a n incognite 


CHEP. € TT i dota ie Od r + ses ÒinTn 
AES EX 4 i Gt Po donde = da 


CID. € 4 8,8, + se Od +e Orndin = dor 


( 
| 


(634) 


dti _ hes +... Onr Ar + +. Onndn = one 


Per il teorema di Maxwell, si ha ò,, = ò,: per cui il determinante D 
dei coefficienti delle incognite è simmetrico rispetto alla diagonale priu- 
cipale. 


(8) Ricordiamo che il verso che si assume come positivo per le incognite X è arbitrario. Se 
poi il valore che si trova per X è positivo, la X ha il verso assunto, altrimenti ha il verso oppo- 
sto. Tuttavia quand’è possibile prevedere il verso giusto, si assume questo come positivo. 

(*) Se il vincolo r che si è soppresso è interno, e X, è la reazione mutua fra i due punti r 
che si sono resi indipendenti, ò,; è lo spostamento relativo dei due punti r, provocato da X, = 
e S,, (uguale a òx;) è lo spostamento del punto s per effetto di due forze opposte _X, = l agecutl 
nei due punti r. Così dp, è lo spostamento relativo dei due punti r provocato dai carichi. 
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b) Se i vincoli soppressi non sono rigidi, ma sono cedevoli elastica- 
mente, indichiamo con è; il cedimento del vincolo r®° per effetto di una 
forza X, = 1 agente su di esso (opposta alla XY, che agisce sulla struttura). 
In questo caso lo spostamento ò, non dev'essere nullo, bensì uguale a 
ò.T,; per cui nelle (634) il coefficiente dell’incognita X, nell'equazione rî® 
diventa ò,, + ò.; e quindi tutti i coefficienti della diagonale principale 
diventano di, + di, deo + ds». Or + d/ ... Ònn + Ò,; mentre gli altri coeffi- 
cienti e i termini noti rimangono invariati. 

Se invece i vincoli soppressi sono cedevoli in modo anelastico, e in 
misura fissa, ossia indipendente dai carichi, indichiamo con è, il cedi- 
mento di un vincolo generico. In questo caso lo spostamento ò, non de- 
v'essere nullo, bensì uguale a ò,: per cui nelle (634) i termini noti diven- 
tano do — di; dor— da »». dor— Ò, +» don — dn; Mentre i coefficienti delle X 
rimangono invariati. 

c) I coefficienti d’influenza si possono ottenere in vari modi. Se la 
trave è reticolare, si possono calcolare mediante un diagramma di Wil- 
liot (n. 312); o meglio usando la (471): 


(a) Ora =DE8x0 + 
Se invece la trave è a parete piena, si possono calcolare mediante formule 


del tipo delle (294) ... (302) o di quelle trovate nell’esercizio 256, o anche 
applicando il teorema di Mohr; oppure, in generale, usando la (471,) (5): 


P J sMi 
(5) da =] o ds . 


Anche i termini noti delle (634) si possono ottenere nei vari modi 
suddetti. Se si usa il principio dei lavori virtuali, si ha 


A r MM, 
(c) dor = 288,9, oppure Òor = | ET ds. 


Esistono tabelle (°) che danno i coefficienti d'influenza per diversi tipi di travi, 
e i termini noti per diverse condizioni di carico, mediante numerose combinazioni 
di varie forme di diagrammi dei momenti M, ed M,, o M, ed I,. 

Nelle strutture complesse il calcolo dei d,; e dei do, può essere assai laborioso 
(n. 443 a). 


(*) La (471;) trascura la deformazione dovuta a N e a 7, ciò che di solito è lecito (n. 326 d). 
A‘ es., nel caso di una trave di sezione quadrata di lato a, incastrata a un estremo e tesa 
oppure inflessa all’altro estremo da una forza P, si ha òn = PUEA, oppure è, = P18j/3EJ = 
= l8/3E40° = (PIEA)1?/39° = èn(1:a/2)?. Se 1= 20a, risulta è,, = 1600 è,. 

Nel caso di un arco, si tiene conto del termine contenente N soltanto se si prevede che la curva 
delle pressioni si allontani poco dall’asse (n. 405 d); ma si trascura ancora il termine contenente 
T. Anche nelle strutture reticolari si tiene conto della deformazione delle aste provocata da N 
o S, perchè N è la sollecitazione prevalente. 

(*) V. ad es. K. BEYER: Die Statik im Eisenbetonbau, vol. primo, pagg. 102-111, Berlino, 
Springer, 1933; O. DOMKE: Die Theorie des Fisenbetons, vol. primo del « Handbuch fiir Eisen- 
betonbau », pagg. 476-478, Berlino, Erust, 1930; A. STRASSNER, volume citato nella nota 88. 
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d) In molti casi i coefficienti ò,, della diagonale principale sono 
notevolmente maggiori degli altri coefficienti dò... Questa circostanza fa- 
cilita la risoluzione del sistema delle equazioni, e ne migliora l’esattezza 
(nn. 437 d, 441, 442). Ciò non accade quando la struttura principale 
non è stata scelta in modo opportuno (n. 443 c). 


436. Risoluzione delle equazioni mediante la regola di Cramer. 


a) La soluzione del sistema (634) si può ottenere in generale me- 
diante la regola di Cramer (1°), che per maggior chiarezza conviene usare 
nel modo seguente. 

Si calcola il determinante dei coefficienti delle X 


lix dada | 
dn Sandri ta | 


| da Ouorsa (oa 00 (o pa 


e l’elemento reciproco D,, di ogni suo elemento d,; (cioè il determinante 
di ordine n— 1 che si ottiene sopprimendo la r”"* linea e la s" colonna, 
col segno + o — secondo che r + s è pari o dispari), che conviene disporre 
nella seguente matrice (anch’essa simmetrica, perchè evidentemente è 
D,,=Dy): 


sti Wai Da 
di. Dale 


Do Daiac Dar Dago 
Quindi la soluzione del sistema (634) è data da 


| Xi a (Dy3do1 +t Da1Ò02 ta D,10or + 
Xs = (Di200, + Dosdoo + + Drsdor +». 


635 Je a «» . 
9) È Ir == (Di dor va DerÒo2 + Li D,5Òor + ame Dn700n) i D 


La “n (Dindor + Dando: 


+ de Dinòor + pia Dundon) È D ai 


(3°) V. ad es. S. PINCHERLE: Lezioni di Algebra complementare - Teoria delle equazioni, n. 383, 
Bologna, Zanichelli, 1909. 
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Questo metodo diventa laboriosissimo quando n > 3 + 4 (4) (12); per- 
ciò quando n > 3 è preferibile usare i metodi dei nn. 437, 438, 439, 
440, 441, 442. Per contro, esso dà la soluzione esatta. 

b) Se si considera una nuova condizione di carico sulla struttura, 
nelle (635) cambiano soltanto i termini noti dos dor -.. don dipendenti dai 
carichi, mentre i fattori D,./D rimangono invariati come i coefficienti 
ò,.. Perciò il calcolo laborioso dei D,, si eseguisce una sola volta. 


c) Se il determinante D dei coefficienti è nullo, i valori delle _X risultano 
infiniti, oppure indeterminati se sono nulli anche i D,;. Ciò indica che la struttura 
data si trova in una di quelle condizioni singolari che sono da evitare (nn. 58 
e 65 a). 


Esercizio 740. — Risolvere il seguente sistema mediante la regola di Cramer: 


| IX 4+ 4X+ Si; + 4Z, = 150 
) 4X,+ 25X,+ 6X3+ 2X,= 200 
RE CLIL, + 17, dò 
| GE, DX, TEA 06, = 800. 


(11) Se n = 2-3-4-5-6-7-8, occorrono, in generale, rispettivamente 6-30-164-1030-7422-60620- 
554248 moltiplicazioni, senza contare le molte addizioni algebriche e le n divisioni finali; per cui 
negli esercizi 745, $51 bisognerebbe eseguire più di mezzo milione di moltiplicazioni. 

I fattori B,3 = D,s/D delle (635) si ottengono in modo molto più semplice col metodo del 
n. 438. o con quello del n. 440. 

(3) Nel caso frequente di n = 3 è molto chiaro il seguente procedimento (H. MULLER-BRESLAU: 
Scienza delle costruzioni, vol. IV, $ 26, ediz. italiana, Milano, Hoepli, 1927), che evita l’attenzione 
richiesta dai segni dei determinanti minori. Sia dato il sistema 


2x + 6/+42= 46 
4r+9V—4z= 


Di 
ww 


3cx+7y+52=5 


Formiamo un quadro coi coefficienti 2°, 3°, 1°, 2° delle equazioni 29, 33, 13, 2%: 


9 4 4 9 
73 — 32 1 46 

7 5 3 ti 
2 —_2 4 53 

6 4 2 6 
— 60 24 — 6 57 

9 4 4 9 


Nel centro di quattro numeri come 9, — 4, 7, 5 scriviamo il valore del loro determinante 
9.5—(— 4)-7= 73, e analogamente per le altre quaterne di numeri. Nelle stesse linee dei 
numeri così ottenuti scriviamo i termini noti. 

Il determinante D si può calcolare in tre modi: 


D=2.73+4-(-2)+3-(— 60)=6-(— 32) +9-(— 2)+7-24=4.1-4:4+5-(-6)=— 12, 


Le incognite sono date da 


x=( 73.46—2.53 — 60-57): (— 42) 
y=(- 32-46 — 2-53 + 24.57): (— 42) 
z=( 1:46 + 4-53 — 6-57):(— 42) 


Il 
sm 


LS) 
D 
(©) 
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Soluzione. Scritto il determinante dei coefficienti 


pb 4 3 5 
i 25 6 2 
| 
na 3 6 30 7 |” 
| 5 2 7 35 | 
si sono calcolati i reciproci di tutti gli elementi, riuniti nella seguente matrice: 
23813 — 3326 — 1014 — 3009 
— 3326 19165 — 3520 84 
— 1014 — 3520 16315 — 2917 
— 3009 84 — 2917 13719. 


Il valore del determinante è dato dalla somma dei prodotti degli elemanti 
di una sua colenna qualsiasi per i corrispondenti reciproci, e risulta D = 444869. 

Quindi mediante le (635) si ottiene 

Y,= 3,9349786, X,= 5,5731013, Xx, = 5,2769467, Xx,= 6,6354365. 


437. Risoluzione delle equazioni per eliminazione. Metodo di Gauss. 


Il sistema (634) si risolve in modo molto meno laborioso eliminando 
successivamente le incognite fino a ottenere un’equazione con una sola 
incognita. A tal fine, è conveniente il procedimento che fu proposto da 
Gauss per risolvere le equazioni che s'incontrano nel metodo dei minimi 
quadrati, che sono formalmente identiche alle (634). 

a) Per semplificare i simboli, consideriamo il caso di un sistema di 
quattro equazioni (di solito i coefficienti sono simmetrici rispetto alla 
diagonale principale, come accade nelle equazioni di elasticità; nota 14): 


{ dti + Ò12Xo + CIECO. + data ae dol 


( ) | da:X1 + Og .T 2 + 023T3 + CrO.@ “= Òoe 
a 
ds:Ta da dsT, + Òs2 TX, + Òs4Ta “ai dos 
\ dti + ds to + data + Osa Ta = oa è 


Se si moltiplica la prima equazione per ds1/01, e si sottrae dalla se- 
conda, si ottiene un’equazione priva del termine che contiene X,, per- 
chè il suo coefficiente diventa ds; — (031/011)ò11 = 0. Lo stesso accade 
moltiplicando la prima per ds1/ò,, e sottraendola dalla terza; e molti- 
plicando la prima per d,1/d,1 e sottraendola dalla quarta. Quindi, se si pone 


dn 32 da = da, dn E da = ds, du Da du = da 
des — 388 dia = dia, de DE dig = dia degl 
din — 38 = dia, daddy = da, du bugie, 
dor — dna doi = dir dos — da ox = Ogg a ‘od da dor = dda } 


Òn Òn — du 
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sì ottiene il sistema di tre equazioni a tre incognite, coi coefficienti ancora 
simmetrici (evidentemente è d;, = d.,), 


At eo et da 
%) ITALIA GL=& 
Ta + Osa Ta du L= da : 


Trattiamo ora nello stesso modo questo sistema, moltiplicando 4 
. q/ } TI % . . a 5 
prima per d;,/d;, e sottraendola dalla seconda, e così di seguito. Se si pone 


n r 28 " 
sa hg) sea e da 37 Ova ds 


sì ottiene il sistema di due equazioni a due incognite 


(e) | ds 3 + da Ta + do, 
\ " 

din Ta + Pda Ta ai Ra 
Infine, ripetendo serra su questo sistema, e ponendo di, — 
(0 dd da (013/058) de = ds Si ottiene l'equazione a una 
ale a 

m m 

(d) dg Ti a da È 


A questo punto si ricava X, dalla (d), poi si sostituisce in una delle (c) e si 
ricava Y,, poi si sostituiscono X, e _X; in una delle (db) e si ricava ., ecc. 
b) Per accorgersi immediatamente di eventuali errori numerici, che altri- 
menti si trasporterebbero, è opportuno eseguire man mano i controlli che suggerì 
lo stesso Gauss: 
Calcoliamo le somme dei coefficienti delle varie equazioni 
O, + dir + din + du 81» Ox1+ 029 + dog + Oo = 823 


Operiamo su queste somme come si è fatto sui coefficienti, cioè poniamo 


Sg 8183 
2 1 29 ce 
Òn 
Se i calcoli sono corretti, la s; così ottenuta dev'essere evidentemente uguale alla 
somma dei coefficienti della prima delle (db): 
dio + dia + da = 85. 

In c) vedremo in che modo conviene eseguire praticamente questi controlli 

fino al termine del calcolo. 


c) In pratica, basta conoscere una sola, ad es. la prima delle equa- 
zioni (b), la prima delle (c), ela (d); ossia basta ottenere il sistema a scala (15) 


du Ti + d,3.T3 + di3.T3 + Ò, LA 3 da 
ELP LIOG L= 
ds T3+ di, Xi= dîs 


Si - m 
Oi Lg Oni - 


(636) 


(13) Ottenuto il sistema (636), se interessa il determinante D dei coefficienti delle (a), esso 
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Il calcolo dei coefficienti d’, d'’, d’’’ si semplifica ponendo 


Òa1 " da “ Òa sii 
due eda 1 nai — È3; ig E 
Ò11 Òn Òr1 
p , NE 
32 , 42 di. dis v°” 
tra — Ra:3 7 Va; sa » 
Òs2 Ò32 33 
e osservando che si ha 
2% , 19% Py, è re: 
(e) dss = di3 + v3Ò53 = d33 + V3013 + V3023 4 Osa = Osa + V3Ò14 + 13024 3 
FAZA ,, siQur , , ,, IAA 
a = Oxa + Vi 'Òs4 = das + Vabra + 04024 + Ve sd ; 


e analogamente per i termini noti. In tal modo i coefficienti e i termini 
noti delle (636) si ottengono senza dover calcolare i coefficienti della 
seconda e della terza delle (0) e quelli della seconda delle (c). 

Inoltre, per rendere i calcoli chiari e schematici, conviene disporli 
come nel quadro seguente: 


I | moltiplicatori (O) Cia da da 8; do: 
1 | (Ò21) dos Òss dra DE Òor 
2 | va=—da/ò (I) | Podio Vadis Vodl VS | Vado: 
II Òr9 Òs3 Òd Sa | de 
3 (031) (032) dss Òna S3 | dos 
4 va = — ds/ò,1 (1) | V3Ò13 Vsdu Vasi | Vado 
5 vs =— d30/0s» (II) | Vara rada | Va | V5Òo» 
tI | n da |a | da 
6 (Ò11) (010) (dis) du | s4 Àos 
7 va = — da/ò 11 (I) ViÒls | 
80 vi=— dò (1) | vida | 
9 | >= 66/6 (I) | v;05; 

i | 
IV | di | 


è dato da D = d,à59°55 44 - Infatti, ricordando la teoria dei determinanti, le operazioni che si 
sono eseguite sulle (a) per ottenere le (636) non modificano i! valore di D, mentre d’altra parte 
il determinante dei coefficienti delle (636) si riduce al solo termine suddetto. 
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Nella linea I si scrivono i coefficienti della prima equazione (a), la 
loro somma s, (n. 437 db), e il termine noto. Nella linea 1 si scrivono i 
coefficienti della seconda equazione (a), la loro somma s., e il termine 
noto. Nella linea 2 si scrivono i termini della linea I (escluso il primo d,1) 
moltiplicati per v,. Nella linea II si scrivono le somme dei termini delle 
linee 1 e 2 (escluso il termine (d.;), che si era scritto nella linea 1 al solo 
scopo di calcolare s,). Nelle linee 3, 4, 5 si serivono rispettivamente i 
termini della terza equazione (4), quelli della linea I (esclusi i primi 
due ò;, e d1») moltiplicati per v,, e quelli della linea II (escluso il primo dj») 
moltiplicati per »;. Nella linea III si scrivono le somme dei termini delle 
linee 3, 4, 5, esclusi (d31) e (0). E così di seguito. I termini scritti nella 
linea I e quelli ottenuti nelle linee II, III, IV sono i coefficienti e i ter- 
mini noti delle equazioni a scala (636). 

Il quadro si estende facilmente, con le stesse regole, al caso di un 
numero maggiore di incognite (1). 

Come controlli (n. 437 b), la somma s$ dei termini s e vs delle linee 1, 2 dev’es- 
sere uguale alla somma dei coefficienti della linea II; la somma sg’ dei termini 
s e vs delle linee 3, 4, 5 dev'essere uguale alla somma dei coefficienti della linea 
III; la somma s{’’ dei termini s e vs delle linee 6, 7, 8, 9 dev'essere uguale al coef- 
ficiente della linea IV (è il controllo più sicuro, v. in fondo alla nota 24). 

Quando si sia fatta una certa pratica, si può rinunciare a questi controlli e 
tralasciare perciò la colonna delle s. 

d) A rigore, la soluzione che si ottiene col metodo di Gauss non è esatta, 
poichè nel calcolo dei sottraendi — (d1/0,1)d12 ... dei coefficienti d’, Ò”... si deve 
limitare il numero delle cifre considerate (!). Tuttavia se i valori dei coefficienti 
d11: ds ».. della diagonale principale sono notevolmente maggiori di quelli degli 
altri coefficienti (nn. 435 d, 443 c), tali sottraendi inesatti sono notevolmente mi- 
nori dei diminuendi; così che gli errori risultano meno sensibili; e sopra tutto 
non aumentano continuamente per sovrapposizione nel procedere del calcolo. 
Lo stesso dicasi per il calcolo finale ricorrente delle X a partire dall’ultima equa- 
zione (636), poichè il valore inesatto di X, viene sostituito nella penultima mol- 
tiplicato per la frazione propria 63/053, che riduce l’importanza dell’errore, e 
così di seguito. 

Pertanto, quando si verifica la circostanza suddetta non è necessario pro- 
cedere nel calcolo con numeri di molte cifre. 


Esercizio 741. — Risolvere il sistema di equazioni dell’esercizio 740, usando 
il metodo di Gauss. 

Soluzione. Scriviamo da prima il quadro del n. 437 c), ed eseguiamo i relativi 
calcoli: 


(34) Ulteriori particolari sul metodo di Gauss sì trovano, ad es., nel primo volume, $ 29. del- 
l’opera citata (nota 9) di K. BEYER. 

In a) si è supposto che il determinante D sia simmetrico, ma ciò è necessario soltanto nel n. 438. 

(33) Il calcolo è necessariamente numerico, non potendosi lasciare indicate le frazioni, che 
darebbero espressioni sempre più complesse nei successivi calcoli dei d’/, d’’’... . 
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I | moltiplicatori | 20 4 3 5 32 | 150 | 
1 (4) 25 6 2 37 200 | 
i vy=— 0,2 — 0,8 — 0,6 — È — 6,4 — 30 

II 242 54 1 30,6 } 170 

3 | (3) (6) 30 7 46 | 250 

4 |v=—- 0.15 | — 045 — 0,75 — 4,8 Im 22,5 

5 | vg3=—0,22314 | — 1,20496 — 0,22314 — 6,82810 — 37,93388 
Ill | 28,34504 6,0268986 34,37190 189,56612 

6 | 5) (@) (7) 35 | 49 300 

7|nm=— 0,25 | — 1,253 |— 8 | 37,5 

8 xx =— 0,04132 | — 0.04132 — 1,26446 — 7,02479 ! 

9 | vi"= — 0,212625 — 1,28146 — 7,30832|— 40,30647 
Loud 

IV | | 32,42722 


Quindi il sistema (636) risulta 


20X, + 4X,+ o PRI 5X,= 150 
\ 24,2X, + 5,4X,+ X,= 170 
Î 28,34504.Y, + 6,02686Y, = 189,56612 
32,42722X, = 215,16874. 


Dalla quarta si ricava .Y, = 215,16874/32,42722 = 6,63544. Sostituendo nella 
terza, si ricava .X, = (189,56612 — 6,02686 - 6,63544) ; 28,34504 = 5,27695. E così 
di seguito. Si ottiene in tal modo 


X,= 3,93498, X,= 5,57310, X,= 5,27695, X,= 6.63544,. 


Questi valori coincidono fino all’ultima cifra con quelli trovati nell’eserci- 
zio 740. 


438. Determinazione dei fattori 8,, col metodo di Gauss. 


Il procedimento del n. 437 ha l’inconveniente di considerare una sola 
condizione di carico: se questa cambia, cioè se cambiano i termini noti 
dor, Occorre ripetere il calcolo dei termini dell’ultima colonna, ossia dei 
termini noti delle (636). Invece le espressioni risolventi (635) valgono 
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per qualsiasi condizione di carico (n. 436 b), poichè in esse basta cambiare 
i òy (mentre i loro fattori D../D rimangono invariati, essendo indipen- 
denti dai carichi, ossia dai ds). Perciò, quando si devono considerare 
numerose condizioni di carico (1), conviene determinare i fattori costanti 
D,:;D, che si ottengono in modo molto più breve col metodo di Gauss. 

a) Indicando per brevità i fattori cercati D,;jD con Prss le (635) 
diventano: 


Lg = ati Baisdo1 + Ba2do2 + piste Brabdor + ULI Bnidon 


k Xi = Pardo + Boxdoo + «eo Brador + + Pardon 
\xX 


635 
| ) ati — Bb + Bardor + +00 Brrdor + inizia Pardon 


Li = Bid + Bandos + ai Bondo + 0° Pandoa . 


Se ora supponiamo dò, = 1 e nulli i rimanenti ò,, risulta 
Ba=Z1, Bre =IT;. Bin = Za ; 


ossia i fattori f,1, fs... f:n coincidono coi valori che in tal caso assu- 
mono le X. Si ottengono così soltanto i fattori 8 aventi il primo indice 
uguale a r. Ma facendo successivamente r = 1, 2... n (cssia supponendo 
dor = 1 e nulli i rimanenti, poi dog = 1 e nulli i rimanenti, ecc.), si otten- 
gono tutti i fattori f. Essendo D,, = D.,, si ha anche f,, = fa 

b) Poniamo da prima r = n, ossia do = dor =». don-1 = 0; don = 1 
per ottenere i fattori 8,1, 8,0... fan. Per l’osservazione fatta in 4), questi 
fattori soddisfano il sistema 


d11Pn1 + d12Bne + = OraBina = 


621Pn1 + OssPne Ha ® +OraBaa = 


Òn1Bna + Orolaa + UO dB =1a 


Trasformiamo ora queste equazioni secondo il n. 437 e); e limitiamo le 
operazioni ai soli coefficienti dò, poichè evidentemente se si applica la 
trasformazione ai termini noti 0, 0... 1, questi rimangono invariati (per- 
chè è l’ultimo che non è nullo). Si ottiene così un sistema del tipo (636), 
coi termini noti uguali a 0, 0... 1, dal quale si ricavano le incognite f,1, 
Barcfle 

Poniamo poi r = n— 1, ossia don-1 = 1 e nulli i rimanenti, per otte- 
nere i fattori f aventi il primo indice uguale a n—1. Il fattore B,-1,n 


(!*) Ad es., per determinare le condizioni di carico più gravose è necessario studiare sepa- 
ratamente diverse condizioni parziali, per combinarle poi nei vari modi che rendono massime le 
sollecitazioni in diverse sezioni, 
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è noto, essendo uguale a {,,,-, trovato prima; per cui bastano le prime 
n—1 equazioni, che hanno il termine noto nullo, salvo la n —1"* che 
l’ha uguale a 1. Le n — 1 equazioni trasformate del tipo (636) si scrivono 
senz'altro, non occorrendo ripetere le operazioni sui coefficienti è (che 
sono gli stessi di prima); mentre i termini noti rimangono 0, 0... 1. 

Ripetendo il procedimento per r = n— 2, n—-3 ... 2, 1, si ottengono 
altrettanti sistemi aventi ogni volta un’equazione di meno, finchè in ul- 
timo si ha una sola equazione, che determina Ba 

Ricavati tutti i coefticienti f, si è in grado di calcolare le X per qual- 
sivoglia condizione di carico, mediante le (635,). 

In pratica, il procedimento è poco più lungo di quello del n. 437, 
poichè l'operazione del n. 437 c), che è la più laboriosa, si eseguisce una 
sola volta. 

c) Ad es., nel caso di quattro equazioni, i sistemi del tipo (636) che si ot- 
tengono successivalnente sono 1 seguenti: 


| Ò11Psr + d1oPar + d19848 + du Pas =0 
) Òs»Par + Òs3P43 + “i Òsi Pas =0 
| dssPas + î ds P Pai= 0 
\ 1 


14 ‘Bas = 


oP32 sù d13P33 + ] dra Pas = 
\ oPa 3271 dssPz3 + La Òia Pas ul 
l ds3P33 + Òsi Bas == 


ÒnPa + unt ] 13b23 + Ù Òns Pea =0 
ÒsoPas + ÒtsP23 + + dò Pra = 


ÒnPu si dioPre + Ò1sP3 + Òua Bra = 1. 


Dal primo sistema si ricavano ordinatamente 2,4, 843, Ps: Bi; dal secondo 
sistema, conoscendo {31 = f43; si ricavano 3, 22, Î315 dal terzo si ricavano 
B23 Bari infine dall'ultima equazione si ricava (11. 


(637) 


| 
Woo 


Esercizio 742. — Dato il sistema di equazioni dell’esercizio 740, calcolare i 


fattori risolventi 8 mediante il metodo di Gauss. 
Soluzione. Utilizzando i risultati del quadro dell’esercizio 741 (con un minor 
numero di cifre), i sistemi di equazioni (637) diventano 


0 

24,240 + 5,443 za Bas =0 
28,345: + 60278, = 0 

32,4278,, = 1 

20831 + 432 + 383 + 5ba =0 
24,232 - 54633 + Ba, = 0 
28,3458,3 + 6,0278, = 1 


| | 204 + 484 Ab 313 * 5Pa 
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{ 20», co 483 + 3a ia 5Pr =0 
24,299 + 5,423 + Bas l 


208, + 4f,0 dl 313 + 5814 = 1. 


Dal primo sistema si ricava ordinatamente Bas = 0.03084, 8,3 = — 0.00656, 
Bi, = 0,00019, 8,,j = — 0,00676: dal secondo si ricava Bas = 0,03667, 83, = 
= — 0,00791, 83; = — 0,00228; dal terzo si ricava Boo = 0,04308, Pa, = — 0,00748; 


dall’ultima equazione si ricava f,, = 0,05353. 


439. Risoluzione delle equazioni col metodo di Banachiewiez. 


Un altro metodo che risolve in modo generale l’importantissima que- 
stione dei sistemi di equazioni lineari, richiedendo operazioni abbastanza 
semplici, è quello proposto recentemente da Banachiewiez (1). Come il 
metodo di Gauss, esso consente sia di risolvere un sistema avente dati ter- 
mini noti, sia di ricavare (n. 440) i fattori B delle (635,), mediante i quali 
si ottiene la soluzione per qualunque gruppo di termini noti (ossia per 
diverse ipotesi di carico sulla struttura). Le equazioni possono essere 
qualsiansi; cioè non sono necessarie nè la simmetria rispetto alla diago- 
nale principale, nè la prevalenza dei coefficienti di questa rispetto agli 
altri coefficienti. Inoltre il metodo non ha il difetto di aggravare le ap- 
prossimazioni con cui si eseguiscono i calcoli. 

Questo metodo è fondato sulla teoria dei cracoviani (18), della quale 
si indicano in a) i primi elementi, mentre in b) si riporta la breve dimo- 
strazione del metodo stesso, e in c), d) si svolge il procedimento pra- 
tico e si applica a un primo esempio semplice. 

a) Un cracoviano è una matrice A di m linee ed n colonne, i cui 
mn elementi sono numeri qualsiansi (19): 


tr d2 413 Ain 
da d22 423 +» dan 
A= a 


[dai Am? Amg Amn ) 


Due cracoviani sono uguali solo se sono identici, ossia se hanno gli 
elementi corrispondenti uguali (2°). Un cracoviano si dice canonico quando 


(1?) T. BANACRIEWICZ: £'‘udes d’analyse pratique, « Acc. Polacca di Sc. e Lett. », Cracovia, 1938. 

(!*) Si vedano le memorie precedenti di Banachiewicz. Un breve riassunto della teoria ele- 
mentare dei cracoviani si trova nella nota di S. AREND: Poies nouvelles dans le calcul scientifique, 
« Ciel et terre », Bruxelles, 1941. 

(**) I eracoviani (come ogni matrice) non hanno un valore proprio, ma sono soltanto degli 
enti sui quali si eseguiscono delle operazioni (ad es. la moltiplicazione) secondo definizioni con- 
venzionali. 

(*) L’uguaglianza B = C di due cracoviani aventi gli stessi numeri m ed n di linee e di 
colonne equivale perciò a mn uguaglianze ds = Cry degli elementi corrispondenti. 


288 CAPITOLO VENTESIMO 


gli elementi che sono sopra o sotto la diagonale principale 4,1) 423; 433 «+» 
sono nulli; ad es. 


5 0] 5 —2 
2 4 o, {60° T 1 
6 3] o 2 


Si chiama trasposto di un cracoviano D un cracoviano E le cui co- 
lonne e linee sono rispettivamente le linee e colonne di D. 

Prodotto di due cracoviani B- C è un cracoviano il cui elemento della 
gma colonna e della r®* linea si ottiene facendo la somma dei prodotti 
degli elementi della s"* colonna di B per quelli della r®* colonna di € (8). 
Per cui l'elemento generico a,, del prodotto è dato da a, = Z'bis Cir. 


Prima colonna: il 1° elemento è la svima dei prodotti degli elementi 
della 1% colonna di B per quelli della 1° colonna di C; il 2° elemento è 
la somma dei prodotti degli elementi della 12 colonna di B per quelli 
della 22 colonna di C; ecc. Seconda colonna: il 1° elemento è la somma 
dei prodotti degli elementi della 23 colonna di B per quelli della 18 co- 
lonna di C; il 2° elemento è la somma dei prodotti degli elementi della 
2a colonna di B per quelli della 2* colonna di C; ecc. E così di seguito. 


Ad es.: 
3 0 6] [2 4]_{(6+20) (0-10) (1 )}_{26 —10 " 
5 )J {8 2 19 


2+25 
-—1/7\12-4 0+2) C4— 5 


I due fattori B e C devono avere lo stesso numero di linee. Il prodotto 
ha tante colonne quante sono le colonne di B, e tante linee quante sono 
le colonne di C. Il prodotto C - B differisce da B - C, perchè C - B è il 
trasposto di B - C, com'è facile verificare (per cui non vale la proprietà 
commutativa). 

Indichiamo con t un cracoviano unitario, ossia un cracoviano qua- 
drato avente gli elementi della diagonale principale uguali a 1 e gli altri 
nulli; ad es. 


i % 1 0 0) 
a=]1} c=| }, =l}0 1 0%, eco. 
si o 0 1) 


(1) I cracoviani si distinguono dalle ordinarie matrici soltanto per la definizione della mol- 
tiplicazione, poichè mentre per le matrici si eseguisce moltiplicando linee per colonne, per i cra- 
coviani si eseguisce invece moltiplicando colonne per colonne; ciò che è più pratico e immediato 
per lo scopo presente. 

Per l’applicazione ai sistemi del tipo (634), è conveniente che gli indici r, s del termine ge- 
nerico a,, indichino il primo la linea e il secondo la colonna alle quali a,, appartiene, 
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Se si moltiplica un cracoviano A per il cracoviano unitario 7 avente lo 
stesso numero di linee di A, si ottiene A. Se invece si moltiplica 7 per 
A, si ottiene il trasposto di A, che perciò si indica con TA. Ad es. 


A af 12 dal . li Ja d12 "i cd 


0 1] dor d22 ld23 


du da 
1 0 a a a 
TA ni È “ n ‘9 i=iG1a Qst 


dor d22 dg 
dig 423 


Per quanto si è detto dianzi sulla differenza tra C - B e B-C, si può 
dunque scrivere 
(a) t(B-C)=C-B. 


Inoltre è facile verificare che si ha 
(b) A-(C-B)=(A-7B)-C. 


b) Dato il sistema di equazioni lineari (con coefficienti qualsiansi, 
cioè aventi generalmente il determinante D non simmetrico) 


@r:T1 + d12Xa + Qa13T3 +. GinTn = dor 
A3:X1 + @a9Xa + @23X3 + 00 GanTa = dog 


* 00.00.» 0. e. 0.0 *. 0» 


An1T,1 + @ngXo + dngt3 + 0 QnnTn = don 9 


consideriamo il cracoviano dei coefficienti e dei termini noti (traspor- 
tati nel primo membro) 


(c) | 


URTI dA12 dA13 ses Ain — doi 

4= dor d99 d93 ce. don — dos 
ue L) 

TTI ZI I II I 

l Ani Ana Anz seo Uan _— don 


e il cracoviano di una sola colonna 
Eethh La £& « M Li 


Se si moltiplica X per 7A’, si ottiene un cracoviano di una sola colonna, 
avente gli elementi uguali ai primi membri delle equazioni date (col ter- 
mine noto trasportato nel primo membro), e perciò nulli. Quindi il si- 
stema (c) si può scrivere simbolicamente 


(c.) X-rx4'=t]0 0 0 03. 


O. BELLUZZI — Scienza delle costruzioni — Il 19 
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Supponiamo ora di scomporre A’ nel prodotto di due cracoviani ca- 
nonici B' e C così fatti: 
1° dia dia «. din — bo feno Cia Cis e Cin 
0 1 boa 0 bon — boa 
, 


Gli elementi €11, €29... Cnn della diagonale principale di C sono tutti 
‘i ersi da zero, perchè si dimostra che il loro prodotto è il determi- 
nante D dei coefficienti del sistema, che per ipotesi non è nullo (altri- 
menti il sistema (c) sarebbe indeterminato). 

Essendo 
(638) A'=B':C, 


per le (a), (b) la (c,) si può scrivere 
Xov4'=X-1(B'-C)=X-(0-B)=(X-1B)-C=7]000.. 0}, 
dalla quale si deduce che dev'essere (°°) 

(63) X-1B'=7}0 0 0 ... 0}. 

Questa uguaglianza equivale al sistema trasformato di equazioni a scala 


{ Xi + L.€ + dista +. binXn = bor 
Xi+t bast3 + «0° dan En = boa 


Xn e don è 


(63) 


dello stesso tipo delle (636), nel quale le equazioni si risolvono una dopo 
l’altra cominciando dall’ultima. 

e) I due fattori B' e C' della (638) si ottengono in modo molto sem- 
plice: La (638) significa 


Gi dis Gia + din —Lo1] 1 dia dia +» Din dor Cri Cio l13 oe Cin 

Az1 dar 423 «e dan —Mo2 1° bas... ban —doe C32 C23 eee Can 
(638,) = a 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

Ani dna Ing ce Inn An 1 bon Cnn 


(3) In generale il prodotto di due cracoviani può essere nullo anche senza che sia nullo une 
dei fattori. Ma nel nostro caso, essendo diversi da zero tutti i termini c_, della diagonale princi» 
pale del fattore C, dev'essere nullo il fattore X - <B”. Infatti, posto X + 18" = 11d, dy dz... dal» 
si deve avere 

dica, = 0, per cui d,=0; 
dyc13 + dacgg = 0, per cui da =0; eca 
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Gli elementi della 1 colonna del prodotto B' - C devono essere uguali 
a quelli della 12 colonna di A’, per cui la 1° linea di C è uguale alla 1° 
colonna di A'; cioè si ha cu = 41, C12 = da, «cs Cin => Ga 

Il 1° elemento della 2 colonna di 2’-C dev'essere uguale ad @,3} 
quindi si ha d,36,1 = 413, da cui si ricava d,,. Il 2° elemento della 22 co- 
lonna di B' - C dev'essere uguale ad 4,3; quindi si ha d,36,s +12, = 422, 
da cui si ricava css. Il 3° elemento della 22 colonna di B'- C dev'essere 
uguale ad 433; quindi si ha d,3613 + 1 * €23 = 433, da cui si ricava C33; eCC. 

Il 1° elemento della 38 colonna di 8’ C dev'essere uguale ad 4,3; 
quindi si ha ds11 = 413, da cui si ricava b,;. Il 2° elemento della 32 co- 
lonna di B'-C dev'essere uguale ad @,3; quindi si ha d,36, + bygCo, = 
= 433, da cui si ricava d,3; ecc. E così di seguito. 

In particolare, gli elementi della 1° linea di B' sono quelli della 1° li- 
nea di A' divisi per @,,; ciò che abbrevia ulteriormente i calcoli. 

Questa deduzione successiva degli elementi incogniti c,, e b,, è rap- 
presentata dalle due formule seguenti, che equivalgono alla (638;): 


r_1 i 
{638») Cri=@r — LZ bets, da = ; ; 
=1 Cr 


d) Vediamo un esempio numerico (**): Dato il sistema di equazioni 
2X, + 6X, + 4X,= 46 
4AX,+9X,—-4X4 = 53 


3X1+7X, + 5X3= 57, 
la (638,) diventa 


(2 6 4 —46 i i èa3s3 2 43 
{4 9 —4 —53}= 1 (3) (6) |< A) 2°. 
la a 48 1 O) 1) 


La 18 linea di C e la 12 linea di B' si scrivono immediatamente (n. 439 e). 

I numeri fra parentesi indicano gli elementi da determinare e l’ordine 

nel quale si ottengono (una linea di C, una colonna di B', ecc.). 
Procediamo come si è detto in c): 


la 22 colonna di B' per la 23 di C dà 


3:4+1-®=9, da cui ®© = —3; 
la 2° colonna di B' per la 3? di C dà 

3:3+1-2)=7, da cui 2) = — 2; 
la 3% colonna di B’ per la 23 di C dà i 


2-4 -3=—4, da cui (3) = 4; 


(*) Per maggior evidenza, questo primo esempio è combinato in modo che gli elementi 
di 5’ e di C risultino dei numeri interi. 
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la 38 colonna di B' per la 33 di C dà 


2-3—-4:2+41-4&=5, da cui 4) = 7; 
la 48 colonna di B' per la 22 di C dà 

—23-4—(5)-2=— 53, da cui (59 = — 13; 
la 48 colonna di B' per la 33 di C dà 

— 23-34 13-2--(6)-7=—57, da cui (6) =—2. 


Si ottiene così (24) 

(2 6 4 —46]) fl 3 2-23] [2 4 3 
(a) j4 9 —4 —53}=1 1 4 —-13}.{ —8 -2 
37 5-57) | i ass] 7 

Quindi il sistema trasformato (cz) risulta 

X,+3X3+ 243 = 23 
Xa + 4X,= 13 
Xs= 2, 
e la soluzione è XY, = 2, Xa= 5, X1=4. 

Giova osservare ‘che nel calcolo non si sono scritti o usati altri numeri 
all'infuori di quelli che figurano nel secondo membro deila (d); cio cne 
dimostra la semplicità e la brevità del calcolo stesso. 

Se interessa il determinante 2 dei coetticienti, si ha (n. 439 bd) 
D=2-:(-3)-7=—42. 

e) Quando il determinante D è simmetrico, si abbrevia notevol- 
mente il calcolo, perchè, com» si dimostra racilmente mediante le (6332), 
ogni termine b,, di B' (eccettuati termini noti) si ottiene immediatamente 
dividendo il termine c,, di egual posto di C per il termine c,, della dia- 
gonale di C (es. 744) (25). 


Esercizio 748. - Risolvere il seguente sistema di equazioni col metodo di 
Banachiewiez (anche questo sistema è comviuaco in modo cne gli elementi di 


(*) Si ha un facile controllo degli elementi di B’' e di C: Basta scrivere di fianco ad 4‘, a B” 
€ a C una colonna con le somme 87’, 83°, 3, degli elementi di ciascuna linea. La somma delle 
somme gg’ dev’essere uguale alla somma dei prodotti delle somme sy’ ed sy corrispondenti, cioè 
Es, = 28y°8g Nell'esempio considerato si ha 


8a s %o 
— 34 11 9 
— 44 — 8 — i 
— 42 = i U 
Es, = — 120 Esy's, = — 120. 


Queste controllo è utilissimo, poichè la verifica consistente nel sostituire ia soluzione trovata 
nelle equazioni non è abbastanza positiva. Infatti, anche con notevoli errori nelle incognite si 
possono avere differenze piccole fra i due membri delle equazioni. Ad. es., se si pone Xj = 8, 
X,=5, Xg= 1 nel sistema 2X, + 3X3 + 5X3 = 36, 3X,+ 4Xq + 8X3 = 52, 4X1+ 9X3+ 8X3=86, 
i primi membri diventano 36 - 52 - 85; invece la soluzione esatta è X, = 4, X,= 6, X3=2. 

(*) Questa utile proprietà mi è stata cortesemente segualata dall’ing. A. BENINI di Roma. 
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B' è di C risultino dei numeri interi): 


| 2X,+ 6X,— 4X,+10X,= 22 
| 3X,+ 4X,— 26Y3+ 30XY,=— 72 
Î 6X,+ 22X,+ 6X,+22X,= 170 
| SX] + 11X,— 29X3+ 32X,=— 57. 
Soluzione. La (638;) diventa (28) 
2 6 — 4 eli 13_2 de ha 3 6 5) 
3 4 —26 30 72|_ 1 4 —-3 —21|, —_—5 4 —4 
(0 22 6 22 _ 170] 1 2 10] 2 ag" 
5 11 —29 32 57) id — è 1 
Quindi il sistema dato si trasforma nel seguente: 
X,+3X>,—-2X3+ 5X,= 11 
X,+4X,—3X,= 21 
Xs+2X,= 10 
Ly= 23 


da cui Y,= 2, X3 = 6, X,= 3, X,= 4. 


Esercizio 744. — Risolvere il sistema di equazioni dell’esercizio 740 col me- 
todo di Banachiewicz, raggiungendo un’approssimazione elevata. 


Soluzione. Il cracoviano A’ è 


i 4 3 


dik DI 
3 6° 39 


e i suoi fattori B’, C risultano 


1 0,2 0,15 0,25 —7,5 
1 0,22314050 0,04132231 —7,02479339 
1 0,21262482 —6,68780524 
1 —6,63543649 


20 4 
24 


— 150 
— 200 
— 250 
— 300 


3 
,2 5,4 


5 
1 


28,34504130 6,02685950 


Quindi il sistema dato si trasforma nel seguente: 


4 DEE + 0,15X, + 


32,42721777 


0,25X,= 7,5 


X,4+ 0,22314050.X + 0,04132231T, = 
X,+ 0,21262482Y, = 


x,= 


7,02479339 
6,68780524 
6,63543649 ; 


(®*) Gli elementi incogniti si ottengono nell’ordine seguente: — 5, 4, — 4 di C, 4 di B’, 2, 
— 3 di C, — 3, 2 di B’, 1 di C, — 21, — 10, — 2 di 28. 
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e la soluzione è 


X,= 6,63543649, 


X,= 5,27694675, 


X, = 5,57310129, 
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X,= 


Questi valori sono esatti fino all’ultima cifra (cfr. es. 740). 
Se interessa il determinante dei coefficienti, esso risulta D = 
(il valore esatto è D = 444869). 


Esercizio 745. — Risolvere il sistema di otto equazioni 


27X,+ 48X,+ 12X3 + 35X 
VAR, 3- 10X g-+- BILE + 
Ant, 4 07%,4 16X,+ 
G0X: 4 96, + B2X5+ 
44K 4 28E,+ 10E,+ 
83X,+ 46X,+ 25X3+ 
20, + IE, IX, + 
#6Î,4+ BIT, + BELA 


Soluzione. Il cracoviano A’ 


Da esso si deduce 


48 
19 
67 
36 
28 
46 
87 
39 


12 
31 
15 
82 
10 
25 
11 
52 


sd 


1 1,7778 0,4444 1,2963 2,2963 
1  0,0168 0,2748 1,3053 
4,0547 7,7591 


1 


1,5687 


1,5185 0,7037 
0,5452 .0,1073 
4,6936 1,3384 
0,8806 0,2277 
1 —0,2056 2,3342 —0,4018 
—2,2083 


3,93497861. 


1 —14,914 


444869,0002 
L 41X + 19X, + 56X = 745 
51X, + 40X, + 29, = 412 
43X,+ 24X,+ 30X; = 568 
} 77X,+ 48X,+ 22X, = 280 
L 33X; + 940. +4 39K = 494 
73X, + 20X,+ 17X, = 832 
24X, + 58, + 451, = 656 
 TLE, +80; + 165, > #6. 
8a 
19 56 —745]— 445 
40 29 —412|— s0 
24 30 —5681—250 
4822 —280/4 114 
94 39 — 494 i rss 
20 17 —832|— 494 
58 45 —656|— 275 
80 15 —375])+ 17 
Zi) = — 1535 
8° 
2,0741 —27,593 ]—16,4819 
1,1059 —14,480 | -10,1247 
13,754 —135,71 |—-103,110 
2,9309 —29,330 |—22,7221 
+5,4461 Î+-8,17290 
1,8642 —27,280 | —26,6241 
1 —1,8111 +24,953 |-+24,1419 


—13,9140 
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27 74 42 60 44 83 29 66 ]+425 


295 


—112,56 —7.6676 —70,668 —50,223 —101,56 35,444 —78,335 —385,570 
—3,5360 56.523 —8,7099 —10,179 —2,4831 23,986 |+55,6010 


—273,54 46.080  3,5886 —0.2645 —118,29 Pi 


| 
| 
ala 29,814 47,324 —3,1762 —23,853 1 50,1088 
56,681 —28,126 0,1685 |-+-28,7235 
—17,524 92,843 |+75,3190 
| 139,78 alici 
Come controllo dei calcoli di B' e di ©, si sono seritte le somme 8a 80, 8, di 
fianco ad A’, B’, C. Si ottiene Zs,’s, = — 1535,2, mentre Zis,' = — 1535. 


Il sistema dato si trasforma pertanto nel seguente: 
T,+1,7778X,+ 0,4444Y3+ 1,2963.X,-+ 2,2963.X;+ 1,5185X;+ 0,7037.,--2,0741T,= 
X2+0,0168X,+ 0,2748X,+ 1,3053.Y; + 0,5452.X,+ 0,1073.X;-+ 1, 1059X;= 
X3+ 4,0547X,+ 7,7591X;+ 4,6936X;+ 1,3384V,+ 13,754X;= 
Xi+ 1,5687X;+ 0,8806.t,+ 0,2277.X,+ 2,9309X,= 


27,593 
14,480 
135,71 
29,330 


X;—0,2056.X;+ 2,3342X.—0,4018X,=— 5,4461 


X—2,2083.X.-+ 1,8642X,= 27,280 

X.—1,811LY,=— 24,953 

e la soluzione risulta X,= 14,914; 
X,=+ 14,914, ZX,=4+2,0577, X,=+4,0213, X;=—3,4300, 
X,=—13,010, Xs=— 11,680, X,=+3,8220, X,=+ 12,243, 


Sono occorse circa tre ore, che si ridurrebbero ulteriormente se il determi. 
nante dei coefficienti fosse simmetrico (n. 439 e). 


440. Determinazione dei fattori Bs col metodo di Banachiewicez. 


Ricordiamo (n. 438) che quando si sono determinati i fattori Bas si 
è in grado di calcolare immediatamente (635,) le incognite per qualun- 
que gruppo di valori dei termini noti; ossia di calcolare le reazioni iper- 
statiche per qualunque ipotesi di carico. Per cui il risultato rappresenta 
la soluzione generale del problema. 

a) Un primo modo molto semplice risulta dal fatto che se si cam- 
biano i termini noti delle equazioni (c) (n. 439), il cracoviano C non cambia, 
mentre in B’' cambia soltanto l’ultima colonna. Perciò basta ripetere il 
calcolo della sola ultima colonna di B’, che dà i nuovi termini noti del 
sistema a scala (cs), mentre i coefficienti delle X restano invariati. 

b) Indichiamo ora il procedimento di Banachiewicz, tralasciando la 
dimostrazione (v. memoria citata nella nota 17). Se B è il eracoviano 
che si ottiene sopprimendo l’ultima colonna di 2’, indichiamo con BA, 
Ci cracoviani inversi dei cracoviani già noti (n. 439 c) B, C. Il prodotto 
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C-- B-+ dà un cracoviano f i cui elementi sono i fattori f,, cercati: 
(639) B= C*-B4* 


Gli inversi B-1 e C-1, che indichiamo provvisoriamente con P e 0, 
si ottengono nel modo seguente (occupiamoci di C, e quindi di Q, perchè 
ha una forma più generale di quella di 5): 

Gli elementi al di sopra della diagonale principale di Q sono nulli, 
per cui si ha 


Qu (0) 0 (0) | 
qu d22 0 LU) | 
(e) Q= i 131 ds2 133 0 


i. In2 Ung di 
Gli elementi g,, della diagonale principale sono gli inversi 1/e,, di quelli 
di C. (Gli elementi p,, di P sono quindi uguali a 1). Consideriamo poi 
un cracoviano ausiliario Q* di ordine n— 1, così definito: 


*o * 
dra 913 Da + Lin (C12/022 _Cag/C33 —Cra/Caa è —Cin/Cnn 


dis Tia «dn _C23/C33 —C24/C44 + —Can/Cnn 
() Q* = Gig +» Ln sà I _C34/044 » —Can/Onn Ù 
o di acco n 
dra) | —_Cn-1,n/Cnn 


cioè gli elementi g* sono gli elementi al disopra della diagonale princi- 
pale di C, cambiati di segno e divisi per gli elementi della stessa colonna 
appartenenti alla diagonale principale. (Gli elementi p* di P* sono sem- 
plicemente quelli al disopra della diagonale di B, cambiati di segno). 

Orbene, gli elementi al disotto della diagonale di Q, che sono ancora 
incogniti, sono definiti dalla relazione 


UESI la 
dz: 32 la d22 
(9) } Qi da das da1 d32 133 5 
(A Inz Ing e Unni Unni Anna In-13 0 Ina 
| Ta da Da i Bn 
da dig ci Wa che equivale alla seguente: 
das ca d3n î ? drs dss di, + d+1,5 dira + 
o ca + Qera e Dior + e dr Dre 5 
[ qa 
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mediante la quale si determinano successivamente gli elementi di una 
colonna qualsiasi, utilizzando quelli sovrastanti, già determinati. 
Nel caso dell’esempio numerico dell’esercizio 743, si ha già 


| 3 6 5 1 3 —2 5 
n — 5 4 4 B 1 4 —3 
— 2 —-3|’ — i i 
1 1 
Quindi, per le (e), (7), (9), si ricavano C-1 e B-: 
C-1 Q* 
| 0,5 ]} (06 —3 —5 
0,3 — 0,2 —2 40; 
— 2,1 0,4 0,5 3 
— 7,6 0,4 1,5 1) 
BA P* 
1 —3 2 —-5 
— 3 1 4 di. 
la —4 1 2 
— 42 11 —2 1 


L’elemento 0,3 di C-1 è dato da 0,5 + 0,6; l'elemento — 2,1 è dato da 
0,5(—3) + 0,3(—2); l'elemento —7,6 è dato da 0,5(—5) + 0,3 - 4— 2,1 +3. 
L’elemento 0,4 è dato da — 0,2(— 2): l'elemento 0,4 è dato da — 0,2 - 4 + 
+ 0,4-3. Infine l’elemento 1,5 è dato da 0,5 +3. In modo analogo si 
ottiene B- (?7). 

Noti C-1, B-, si ottiene (639) 


{0,5 {1 
scgagazi 19 4” 3 1 _ 
—-21 04 0,5 4-8 1 
—7,6 04-15 1] La n —* È 
23894 —10,6 —56  —42 
mt 2,6 145 11 
I dal I de — dB — 8 
— 0,4 1,5 1 


(#") Gli elementi di B—! paralleli alla diagonale e prossimi a essa risultano uguali a quelli 
della diagonale di P*; quindi si possono scrivere subito. 
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Come si è detto, gli. elementi del prodotto - C-1- B-! sono i fattori f,, 
delle (635,). 


c) Noti i f,,, se nel sistema dell’esercizio 743 si cambiano i termini noti, 
assumendo invece, ad es., 15-20-25-30, la soluzione è data da 


X,= 289,4-15—10,6-20—56 -25—42-30= 1469 


T,= — 74,9-15+ 2,6-20+ 14,5-25+ 11-30= — 379 
Xi=  13,1-15— 0,4-20— 2,5-25— 2-30= 66 
TX,=— 7,6-154 0,4-20+ 1,5-25+ 1-30=— 38,5. 


Esercizio 746. - Determinare i fattori f per il sistema studiato nell’eserci- 
zio 742, raggiungendo un’approssimazione elevata. 
Soluzione. Mediante i cracoviani B e 0 trovati, si ricava 


C-1 Q* 

{ 0.05 — 0,16528926 — 0,10583862 — 0.15419146 
— 0,00826446 0.04132231 — 0,19050951 — 0,03083829 ; ; 
— 0,00371747 — 0,00787229 —0,03527954 — 0,18535805 
— 0,90676379 0,00018882 — 0,00653699 0,03083829 

BA p* 
1 — 0,2 — 0.15 — 0,25 
— 0,2 1 — 0,22314050 — 0,04132231 
— 0,10537190 — 0,22314050 1 — 0,21262482 


— 0,21933086 0.00612290 —0,21262482 1 


Quindi il cracoviano dei fattori f risulta (639) 


0,05352812 —0,00747636 —0,00227932 — 0,00676379 
0-1. Bi — | — 0,00747636 0,04308009 —— 0,00791244 0,00018882 . 
— 0,00227932 — 0,00791244 0,03667372 = — 0,00655699 
| — 0,00676379 0,00018882 — 0,00655699 0,03083829 J 


Si confrontino questi valori dei f coi risultati dell’esercizio 742. 


441. Risoluzione delle equazioni per iterazione. 


Nella maggior parte dei problemi iperstatici è sufficiente ottenere le 
incognite sovrabbondanti con un’approssimazione di circa 0,1 — 0,5%, 
ciò che in media corrisponde a determinare con sicurezza le prime tre 
cifre dei numeri cercati. Quando il sistema (634) è tale che i cocfficienti 
ò della diagonale principale siano notevolmente maggiori degli altri 
(nn. 435 d, 443 c), un metodo di risoluzione conveniente è quello per ite- 
razione, che conduce rapidamente a risultati aventi l’approssimazione 
voluta, e senza richiedere una costante abbenzione durante l’intero pro- 
cedimento (n. 441 i). 
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a) Per brevità di notazioni, consideriamo il sistema di quattro equa- 
zioni 
aXT,+a,X, +aX3 +aX,= % 
(a) bX+bX + b3X3 + biXa = bo 
CX, + c0Xa + 3X3 + CX = 00 
daX PAX, +AX3 +dX,=®, 


e supponiamo che i coefficienti a,, ds, cs, di della diagonale principale 
sinno notevolmente maggiori degli altri. Scriviamo le equazioni (a) nella 
forma seguente: 
aX,=0—1X,—0X,—- 0 
b,X, = bo — b Xi b3Xa—bX 
(0) CT, = Co — CT — 00X, — CX 
\dXx=A_-dX,- dX,—-dg5X3. 


I termini che contengono le incognite nel secondo membro hanno, 
per ipotesi, i coefficienti assai minori di quelli del primo membro. Quindi 
si ottiene una prima soluzione grossolana trascurando tali termini, e scri- 


vendo perciò 


, a x b 
Xiao, Z:=3; 


Sostituendo poi questi valori X' nelle (b), si ottiene una seconda so- 
luzione Yj/. Xj'. X;'._X;' più approssimata (n. 441 e). Sostituendo di nuovo 
i valori X”, si ottiene una terza soluzione .X”” ancora migliore: e così 
di seguito, fino a trovare due soluzioni successive che differiscano 
poco tra loro. 

b) Iterazione continua. Per conseguire l’approssimazione voluta con 
un minor numero di iterazinni, conviene procedere nel modo seguente: 

Si calcola X; ponendo X,= X; = X,=0 nella prima delle (5) 
(n. 441 2). e si ricava X; = 4/a,. Poi si calcola X;, utilizzando già nella 
seconda delle (b) il valore X; trovato (perchè più esatto del valore zero, 
n. 441 e), cioè usando l’iferazione continua (procedimento di Seidel (?8)), 
anzichè per fasi; mentre si pone ancora X; = X,= 0, per cui si ha 
Xi = (bo—b:X;j): bs». Quindi si calcola X; sostituendo nella terza delle 
(0) X{ e X, e ponendo X,=0, per cui X; = (co —e,X;{— 03X3) ! 03. 
Infine si calcola X; sostituendo nella quarta X;, X; e X;, per cui X, = 
= (dA—-dX-d,X,- d3X;):dy 

Nella seconda fase si calcola X;' sostituendo X;, X;. X; nella prima 
delle (8). Poi si calcola X;' sostituendo nella seconda X;' (più esatto di 
Xi. n. 441 e), X;, X,. Poi X;' sostituendo nella terza X;', Xi', X;. Infine 


"r "’ 


Xi; sostituendo nella quarta X{", Xi", X;. 


(3°) P. L. SEIDEL: « Miinch. Akad. », 1874, pagg. 81-108. 
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Si procede in modo analogo nelle fasi successive. 


c) Quando si siano previsti i versi giusti delle reazioni sovrabbondanti che 
si sono sostituite ai vincoli soppressi, e quindi tutte le X siano certamente po- 
sitive, può essere più conveniente (specie quando si prevede che le X abbiano 
valori non molto diversi tra loro) supporre da prima che X,, X3, X; siano 
uguali a Y{ (anzichè nulli); per cui dalla prima delle (d) si ricasa X{= @:(0,+ 
+a,+ az + a,). Poi si calcola X; sostituendo nella seconda _X; già trovato e 
supponendo Y, e X, uguali a X{; per cui X; = (bo — diX1) : (b.+ b3+ bd). Quindi 
in modo analogo si ottiene Xj = (co — c:X{ — caX:) :(63+ 04); Ti= (di —-4XiT 
— dgXg — dsXs):d,. 

Le fasi successive invece non differiscono da quanto si è detto in b). 

d) Quando si possano prevedere dei valori verosimili X?, X3, X3, X{ delle 
X, sia per intuizione, sia mediante un’indagine grossolana, conviene nella prima 
fase calcolare X{ ponendo per X,, X3, X, tali valori (preferibili ai valori X3} = 
=X% = X2=0,n. 44l a, bd). Poi si calcola X; utilizzando X{ già trovato e usando 
X3, X9. Quindi si calcola X'.mediante X{, Xi, Xî. Infine si calcola X{ mediante 
Xi, Xi, Xi. 

Le fasi successive non differiscono da quanto si è detto in bd). 

e) Per ciò che riguarda la convergenza del metodo per iterazione (°°), si 
può dire che essa sussiste quando in ogni equazione i coefficienti ò,, con indici 
differenti sono piccoli rispetto a ò,,, ed è tanto più rapida quanto più essi sono 
piccoli. Nella maggior parte dei casi è già soddisfacente la soluzione X'' di terza 
approssimazione; tuttavia, proseguendo, l’approssimazione può essere spinta fino 
al grado che si desidera. 

Î) Il metodo per iterazione è dunque di successiva approssimazione; quindi 
può servire anche per migliorare finchè si vuole una soluzione trovata o prevista 
in qualsiasi altro modo, e che non sia sufficientemente approssimata (n. 441 d). 

g) Il metodo è particolarmente utile per un primo calcolo grossolano e 
rapido delle sollecitazioni, quando le sezioni di tentativo che si sono assunte (5°) 
non hanno ancora i valori definitivi (essendo inutile in queste condizioni cercare 
una grande approssimazione). Solo quando si sono fissate le sezioni definitive, 
e quindi anche i coefficienti definitivi delle (634), si ripete il calcolo con un mag- 
gior numero di iterazioni (e utilizzando nella prima fase i risultati primitivi come 
valori di X3, X3,...), oppure si usano gli altri metodi esatti. 


(*) Posto è,5/d,, = ©,g, il procedimento del n. 441 a) è certamente convergente se, fissato 

un numero 9 < 1, in ogni equazione si ha (condizione sufficiente ma non necessaria) 

[azz 1 +10,g1+lopp-al+lorrtal+ lo <0- 
Perciò il metodo è specialmente indicato per quei sistemi nei quali ogni equazione contiene 
poche delle incognite, cioè quella della diagonale principale e una o due di quelle adiacenti da 
ambo le parti, mentre i coefficienti delle altre sono nulli (come le equazioni dei tre e dei quattro 
momenti, nn. 245, 250, e quelle che troveremo nei nn. 450, 451, 468, 469, 471, 472, per le quali 
la condizione suddetta è generalmente soddisfatta). 

Quando invece si usa il procedimento di Seidel (n. 441 d), per la convergenza bastano condi- 
sioni meno restrittive (v., ad es., le lezioni litografate di M. PicoNE: Calcolo grafico e numerico, 
Roma, ediz. dell’Università). 

(*) Ricordiamo (n. 323 d, che vale anche per le strutture non reticolari) che il calcolo delle 
strutture iperstatiche è di verifica, dovendosi da prima assumere delle sezioni di tentativo, 
che di solito occorre poi modificare in base alle sollecitazioni ottenute in prima approssimazione. 
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4h) È inutile determinare con molte cifre i risultati (ancora grossolani) delle 
prime fasi del calcolo. Si determina un maggior numero di cifre soltanto nelle 
successive iterazioni (es. 747). 

i) Giova osservare che eventuali errori di calcolo non compromettono i 
risultati finali, potendosi raggiungere ugualmente l’approssimazione voluta. Na- 
turalmente potrà occorrere un maggior numero di fasi o iterazioni. 


Esercizio 747. — Risolvere il sistema di equazioni dell’esercizio 740 col metodo 
di iterazione. 

Soluzione. a) Prima fase: Trascurando nella prima equazione i termini in 
Xr, X3, Li (n. 441 a), si ottiene X{. Sostituendo Y{ nella seconda, poi X{ e Xj 
nella terza, poi X{, X; e X; nella quarta, si ottiene successivamente 


X{ = 150:20 = 7,5 
Xi=(200—4-7,5):25 = 6, 
Xsi=(250—3-7,5—6-6,8):30 = 6,2 
TXTi=(300—5-7,5—2-6,8—7-6,2):35= 5,9, 
Seconda fase: X{' = (150 —4-6,8 —3-6,2 —5-5,9 ):20= 3,74 
Xi" = (200—4-3,74—6-6,2 —2-5,9 ):25= 5,44 
Xj' = (250—8-3,74—6-5,44T—7-5,9 ):30 = 5,49 
Xi" = (300—5-3,74—2-5,44—7-5,49):35 = 6,63. 


Terza fase: X{' = 3,931, (3° = 5,523, Xi" = 5,289, Xi" = 6,636. 
Quarta fase: _X{"" = 3,943, XX” = 5,569, XX" = 5,277, ZXi""'= 6,635. 


CI) 


b) Poichè i valori delle quattro incognite sono positivi (e per di più poco 
diversi tra loro), la convergenza è più rapida se si procede come nel n. 441 c). 
Prima fase: Supponendo nella prima equazione X3 = X3 = X2 = Xj, si ot- 
tiene Xi. Sostituendo X{ nella seconda e supponendo X3 = X? = Xi, si ottiene 
X;; e così di seguito. Risulta così 


Xj= 150:32 = 4,7 
X3=(200—4-4,7):33 = 5,5 
Xj= (250—3-4,7—6-5,5):37 = 5,5 


Xi=(300—5-4,7—-2-5,5—7-5,5):35= 6,5. 
Nelle fasi successive il procedimento è quello stesso usato in a). 
Seconda fase: X{" = 3,95, 4 =5,539, 4 =56,32, 4 = 6,63. 
Terza fase: Xi" = 3,938, Xx" = 5,563, Xi" =56,280, Xx; = 6,635. 


Esercizio 748. — Risolvere il sistema di equazioni 
( 20X, + 4X,+ 5X,= 347 
< 4X,+ 25X,+ 6X,= 278 
| 5x,+ 6X,+30X,= 213. 
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Soluzione. a) Procedendo come nell’esercizio 747 a), si ottiene 
Xi =17,30, X{ =84 , Xi =26 4 
X{ =15,05 , Xy =8.11 , X5 =2,97 ; 
Ki 14,985, LX; 8,010 , X3" = 3,0005; 
X;'""= 14,9979, X;"""= 8,0002, Xs""= 8,0003.. 


Il 
Il 


Comunemente il valore di X, è il meno approssimato, perchè ottenuto in 
base a valori di X, e X; appartenenti tutti alla serie precedente. Perciò alla fine 
conviene calcolare di nuovo: a 14, e 

(La soluzione esatta è X, de 8 = 3). 

b) Se invece si conoscono già i dei valori ‘2 # come ad es. X° = 14, 
X3= 7,5, X$= 3,5, si possono migliorare rapidamente: 


X{ = 14,975, X; =7,884, Xi = 3,027 
Xi" = 15.016, Xy = 7,991, xy = 2,999 
Xi" = 15.002, Xy” = 7,9999, x)” = 2,9997; 
Xj= 15,0001. 


wo 


I 


442. Risoluzione elementare per successivi incrementi delle incognite. 


Indichiamo infine brevemente (con qualche modifica) un metodo (32) 
che non esige un’attenzione vigile e snervante e che richiede operazioni 
estremamente semplici. Considerando il caso frequente (n. 443 c) in cui i 
coefficienti 4,1, 439, @33 ... della diagonale principale sono prevalenti rispetto 
agli altri (anche se manca la simmetria rispetto alla diagonale stessa), 
sia dato ad es. il seguente sistema di tre equazioni, che si dividono 
anzi tutto rispettivamente per a; 423, 033 per rendere uguali a 1 i coeffi- 
cienti della diagonale: 


| ( EX; BY; 589,0 ( X,-+0,4X,-0,20X,= 6,512 
(3I,+ 8X,+ 2X,= 57,18 ossia (|0,375X,+ £,+0,25X=7,1475 
| 4X,+3X,-+10X;= 85,13 \ 0,400X,+0,3X,+ = X:=8,513. 


Portiamo i termini noti nel primo membro, e consideriamo le tre 
funzioni di X,, X., SX; 


P,= X,+ 0,4 X,+ 0,20 X; — 6,512 
(a) F,= 0,375 X,+  X,+0,25.X3—7,1475 
Fs= 0,400 X,+ 0,3 X.+ E,—Adli. 


Risolvere il sistema dato equivale a rendere nulle le funzioni F,, F., Fa- 


(®}) L. T. WRIGHT, « Cornell University Engineering Esperiment Station », Boll. 31, aprile, 1943. 
Traduzione italiana nel] « Bollett. scientifico », n. 5, pagg. 43-47, dell'Ufficio informazioni Stati Uniti. 
Spesso il procedimento converge anche se la diagonale principale non è prevalente. 
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Posto: da prima Xx= X, = X3= 0, le tre funzioni acquistano i valori 
iniziali F,=— 6,512, F,=— 7,1475, F;=— 8,513. Si tratta ora di dare suc- 
cessivamente e separatamente a X,, X., X, degli incrementi 4.X opportuni, 
in modo da far tendere a zero F,, F», F;. Consideriamo da prima gli in- 
crementi base 4,X,= 1, 4AyX2= 1, 45X3= 1, i quali fanno rispettivamente 
assumere alle F gli incrementi 4,7 indicati nella seguente tabella base: 


Incognita AZ AF. AoFa AoFs 


incrementata 


Costruiamo ora la tabella risolvente che segue, e scriviamo nella prima 
riga i valori iniziali delle 7. Riduciamo da prima il maggiore di essi, ossia 
F,= —8,5130, ciò che si ottiene nel modo più semplice dando a X, l’inere- 
mento 4X3=+- 8. Gli incrementi che subiscono le 7, che si ottengono mol- 
tipliecando per + 8 gli incrementi 4, della terza riga della tabella basc, 
si scrivono nella seconda riga, si sommano coi valori della prima riga, e si 
scrivono nella terza riga i nuovi valori delle 7. Riduciamo poi il maggiore 
di essi, ossia 7, = — d5,1475, dando a X, l’incremento 4X;= + 5. Gli in- 
crementi delle F, che si ottengono moltiplicando per + 5 gli incrementi 
4, della seconda riga della tabella base, si scrivono nella quarta riga, 
si sommano con la terza riga, e si scrivono nella quinta riga i nuovi 
valori delle F. Poi si riduce in modo analogo il maggiore di essi, ossia 
P,= —2,9120, dando a X, l’incremento /X, =+ 3. E così di seguito, 
fino ad annullare la cifra delle unità di tutte le Y° (ciò che accade dopo 
la quarta operazione). Poi si procede in modo analogo fino ad annullare 
la cifra dei decimi di tutte le 7; poi quella dei centesimi; ecc. In tal 
modo si determinano successivamente le unità, i decimi, i centesimi, ecc. 
delie X. Si arresta il calcolo quando si sono ottenute le X col numero 
di cifre che si desidera. Le operazioni sono semplicissime, riducendosi a 
moltiplicare le A,F per numeri di una sola cifra. 

In ultimo si ottengono i valori delle incognite sommando algebrica- 
mente i rispettivi incrementi della seconda colonna. Risulta così 


X,=-+3- 0,5+ 0,14 0,02 = 3,62 X,=4+5—0,5 — 0,1 — 0,05 = 4,35 
Xsg=4+8—-2—-0,2—0,03—0,01= 5,76. 
Nel nostro caso i valori residui delle 7 sono nulli, ciò che significa 
che la soluzione trovata è esatta. 


Se invece si arresta il caleolo dopo nove operazioni, si trova X,= 3,6, 
X,= 4,4, X3= 5,8. Un utile controllo di tutte le operazioni eseguite si ha 
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sostituendo questi valori delle X nelle (a), che devono risultare uguali ai 
valori residui delle 7; cioè F,=-+- 0,0080, F.=-+-0,0525, F:=-+ 0,0470. 


Incognita 
incrementata 


— 6 — 7,1475 
Tg + 8 + 1,6000 + 2,0000 
— 4,9120 — 5,1475 — 0,5130 
Xi +5 + 2,0000 +5 + 1,5000 
— 2,9120 — 0,1475 + 0,9870 
Zi + 3 + 3 + 1,1250 + 1,2000 
+ 0,0880 + 0,9775 + 2,1870 
Xi —2 — 0,4000 — 0,5000 =2 
— 0,3120 + 0,4775 + 0,1870 
Las — 0,5 — 0,2000 — 0,5 — 0,1500 
— 0,5120 — 0,0225 + 0,0370 
Xi + 0,5 + 0,5 + 0,1875 + 0,2000 
— 0.0120 + 0,1650 + 0,2370 
Xi | — 0,2 — 0,0400 — 0,0500 — 0,2 
— 0,0520 + 0,1150 + 0,0370 
LA — 0,1 — 0,0400 — 0,1 — 0,0300 
— 0,0920 + 0,0150 + 0,0070 
Zi + 0,1 L 0,1 + 0,0375 + 0,0400 
+ 0,0080 + 0,0525 + 0,0470 
Ta — 0,05 — 0,0200 — 0,05 — 0,0150 
| — 0,0120 + 0,0025 + 0.0320 
DA — 0,03 — 0,0060 — 0,0075 — 0,03 
— 0,0180 — 0,0050 + 0,0020 
e + 0,02 + 0,02 + 0,0075 + 0,0080 
+ 0,0020 + 0,0025 + 0,0100 
I, — 0,01 — 0,0020 — 0,0025 — 0,01 
0,0000 0,0000 0,0000 


443. La scelta delle incognite sovrabbondanti, ossia della struttura principale. 


Da una struttura iperstatica si può dedurre in vari modi la struttura 
principale, scegliendo in diversi modi i vincoli da sopprimere, ossia 
le reazioni X da considerare sovrabbondanti (v. ad es. il n. 230 de c). 
Tale scelta non è indifferente, poichè con una scelta opportuna sì 
può spesso semplificare la forma delle equazioni di congruenza (634), 
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fino a renderne la scrittura immediata (nota 2); si può abbreviare con- 
siderevolmente la determinazione dei coefficienti ò,, e dei termini noti 
dor (che altrimenti può essere molto laboriosa); si può conseguire una 
buona approssimazione nei risultati finali anche senza procedere nel 
calcolo con numeri di molte cifre; si possono ottenere equazioni adatte 
alla risoluzione per iterazione (nn. 435 d, 441 e) o col metodo del n. 442; 
infine si può far sì che i risultati finali non siano molto sensibili agli 
inevitabili errori di approssimazione dovuti a diverse causs. 

a) Anzitutto si darà la preferenza a quelle strutture principali che 
consentono di semplificare il calcolo dei coefficienti ò,, e dei termini noti 
Ò,; 0 meglio ancora, di scrivere in modo talvolta pressochè automatico 
le equazioni di congruenza (nn. 450, 451, 468). 

Infatti, non si deve dimenticare che in generale il calcolo dei dò, può essere 
molto laborioso, perchè l’integrale che li esprime si scinde nella somma di inte- 
grali estesi alle varie travi della struttura; e più ancora può esserlo il calcolo dei 
dor quando essi dipendono da tutti i carichi agenti (3°). 

b) È opportuno poi evitare quelle strutture principali nelle quali i 
momenti flettenti M, dovuti ai carichi sono molto maggiori dei momenti 
M che si hanno nella struttura data. Altrimenti quando in ultimo si 
calcolano gli 3M come differenza degli M, e dei momenti dovuti alle X, 
le prime cifre dei vari termini si eliminano, e il piccolo risultato M di- 
pende solo dalle ultime cifre, che sono le più incerte. Per cui l’approssi- 
mazione che si ottiene per / è assai peggiore di quella con la quale si 
sono calcolate le X (inconveniente già segnalato nel n. 407 e, nella corri- 
spondente nota 21, e nel n. 411 e); ciò che obbliga a procedere nel calcolo 
tenendo conto di molte cifre. Quindi è opportuno che gli M, siano dello 
stesso ordine di grandezza degli M (*), ossia che i momenti MX, dovati 
alle X siano piccoli rispetto a M, 0 a M. 

Ad es., l’inconveniente suddetto si manifesta in sommo grado nell’arco inca- 
strato, quando si assume la struttura principale svincolata a un estremo, ossia 
a mensola (fig. 819 a), perchè in essa M, è enormemente | 
maggiore di M (lo stesso accade nell’arco a due cerniere, 
es. 699). Perciò è più conveniente assumere la struttura 
principale a tre cerniere (fig. 819 e) (incognite M,, Mx, M.), A 


(3°) Ad es., nel caso di un telaio (fig. 866 a) è facile riconoscere che 
se si svincola come nella fig. 866 b), e si aggiungono le reazioni X dei 
vincoli esterni e dei vincoli interni mutui soppressi (tre per ogni taglio 
eseguito, quindi diciotto), la determinazione degli spostamenti assoluti 
in corrispondenza dei primi e di quelli relativi in corrispondenza dei se- 
condi, provocati da tutte le X e da tutti i carichi, risulta estremamente 
complessa. 

(#*) Ad es., se da una trave continua si deduce la struttura principale collocando delle cer- 
niere in punti scelti opportunamente (trave Gerber), gli M, sono poco diversi dagli .M (possouo 
anche essere uguali). - 


Fig. 866. 


O. BELLUZZI - Scienza delle costruzioni — II 20 
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nella quale M, è dello stesso ordine di grandezza di M (*). Altri esempi sono 
considerati negli esercizi 749 e 750. 

c) Inoltre conviene scegliere la struttura principale in modo che i 
coefficienti d11, 029 +... Ònn della diagonale principale delle (634) siano preva- 
lenti sugli altri, per rendere possibile e rapida la risoluzione per iterazione 
(n. 441 e) e quella del n. 442, oppure più esatto il metodo di Gauss (n. 437 d). 
Ciò si verifica quando accade che ogni reazione X, ha poca influenza sulio 
spostamento del punto d’applicazione di ogni altra reazione X,; ossia, 
per la (b) del n. 435, quando il momento flettente M, dovuto a X,=1 
si attenua rapidamente al crescere della distanza dal punto in cui agisce 
X,, e si sovrappone poco al momento MW, dovuto a X, = 1; in altri ter- 
mini, quando le reazioni X sono poco influenzate le une dalle altre. 


Ad es., se da una trave continua a molti appoggi si deduce la struttura prin- 
cipale sopprimendo gli appoggi sovrabbondanti intermedi, lo spostamento ò., di 
un punto s della zona centrale dovuto a X, = 1 agente in un punto r laterale 
non solo non è minore di ò,,, ma può essere notevolmente maggiore (n. 222 bd, d). 
Se invece la struttura principale si deduce sopprimendo la continuità sugli ap- 
poggi (n. 245 a), ogni coefficiente ò:, (che è la rotazione relativa delle due facce 
del taglio s dovuta alle due coppie M, = 1 applicate alle facce del taglio r) non 
solo è minore di ò,,, ma è nullo (per la soppressione della continuità), salvo in 
corrispondenza degli appoggi adiacenti a r. Perciò ogni equazione contiene sol- 
tanto tre incognite (due le estreme); e i coefficienti d,_1,r € Òr11,r Valgono media- 
mente d,,/4 (esattamente, se le due travi C,_10, e C,0,,; sono uguali) (53). 

d) Gli errori di approssimazione nei valori che si ottengono per le X sono 
dovuti: 1°) agli inevitabili errori di valutazione dei coefficienti d,,, nonchè dei 
termini noti d,,, causa l’incerta conoscenza delle sezioni resistenti, i difetti dei 
collegamenti e dei vincoli esterni rimasti, ece.; 2°) agli errori di approssimazione 
commessi necessariamente nelle varie operazioni, limitando il numero delle cifre 
considerate. Essi sono tanto più dannosi quanto più vengono esaltati nel corso 
del calcolo; ciò che in generale si verifica quando il determinante D dei coetfi- 
cienti delle (634) è piccolo rispetto ai reciproci D,, (specialmente se i d,1; Òs3 ».. 
ò,, non prevalgono sugli altri coefficienti). Infatti, in tal caso risultano elevati 
i fattori f,, = D,s/D, ciò che fa aumentare gli errori che già affettano i D,;,, men- 


(**) Anzi, mentre di solito M, è maggiore di M, in questo caso è minore, perchè la curva 
delle pressioni è, mediamente, più prossima all'asse; e lo stesso accade col metodo del n. 417. 

(5) Tutto questo è in armonia con quanto si è detto dianzi, poichè nel primo caso la rea- 
zione X, di un appoggio laterale è molto influenzata dalla X, centrale (se si lascia l'appoggio 
r, la forza X, genera una X, > X,, Cap. XVIII, nota 25); mentre nel secondo caso il momento 
M, genera momenti M,_j ed M,+; assai minori (n. 249 d, c) ((einr—-leinr+1si lascia la 
continuità), e non genera momenti sugli appoggi lontani (per la soppressa continuità in r — 1 
einr+ 1) 

Inoltre nel secendo modo si ha anche il vantaggio indicato in è), poichè il momento M, 
è poco diverso da M; mentre nel primo modo M, è molto maggiore di M. Infine, si ba il van- 
taggio indicato in a), poichè le equazioni dei tre momenti si scrivono immediatamente. 

Nel caso dell’arco incastrato, se si assume la struttura principale a mensola e si decompone 
la R, come si disse nel n. 411 a 1°), i coefficienti d'influenza con indici non uguali sono addirit= 
tura nulli. Però si verifica in sommo grado l’inconveniente segnalato in bd). 
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tre d’altro canto anche le X risultano elevate, ciò che rende più probabile l’in- 
conveniente indicato in d) (inconveniente che può pure verificarsi nell’eseguire 
(635,) la somma algebrica 8,001 + P2r000 + + Pardon = 7) (89). 
Pertanto, si devono evitare quelle strutture principali cui corrisponde un 

piccolo valore di D (v. anche il n. 436 c). 

e) Infine, quand'è possibile, è opportuno far in modo che tutte le reazioni 
X siano omogenee tra loro (tutte forze o tutti momenti); poichè in tal caso sono 
omogenei anche i coefficienti ò,, (nonchè i termini noti d;,), come pure i fattori 
B,ss i cui rapporti risultano così indipendenti dalle unità di misura adoperate. 

j) Vi sono dei casi singolari nei quali le incognite sono spontaneamente 
indipendenti tra loro, sì che ciascuna di esse si calcola senza tener conto delle 
altre, oppure di ciascuna si può tracciare separatamente la linea d’influenza. Ma 
anche nei casi comuni tale indipendenza si può conseguire mediante una scelta op- 
portuna delle incognite sovrabbondanti (*). Un esempio caratteristico è quello 
già noto dall’arco incastrato (nn. 363 d, 412 d, 414). 


Esercizio 749. — Confrontare la sensibilità agli errori delle due soluzioni della 
trave con un appoggio e un incastro, caricata uniformemente (fig. 344), che si 
ottengono assumendo come incognita il momento d'incasiro, oppure la reazione 
dell'appoggio. 

a) I° soluzione. Il momento d’incastro vale 1, = — 0.125 QI (n. 230 e). 
Quindi il momento flettente ad es. nella sezione di mezzo risulta M;;, = Q1/8 — 
— (1/2) 0,125 02 = 0.0625 QI. Se invece si valuta 1, con l’errore di 0,89, cioè 
M,= — 0,126 QI, si ottiene .,,, = Q1/8 — (1/2) 0,126 QI = 0,0620 QI, con un er- 
rore di 0,8%. cioè uguale a quello commesso su 21M. 

b) 2° soluzione. La reazione dell’appoggio vale A = 0.375 0 (n. 230 Bb). 
Quindi il momento in mezzaria risulta ancora 1/;/, = 0.375 Q - 1/2 — Q/2 - 1/4 = 
= 0,0625 QI. Se invece si valuta A con lo stesso errore di 0,8%, cioè A = 0,372 Q, 
si ottiene M,j, = 0,372Q -1/2— Q/2-1/4= 0,0610 QI, con un errore di 2,4%, 
ossia 3 volte maggiore. 

Pertanto, la struttura principale della fig. 346 è preferibile a quella della 
fis. 345 (5). 


Esercizio 750. — Idem, per l’arco di sezione costante della fig. 867 a), cari- 
cato uniformemente lungo l’orizzontale, assumendo la struttura principale scor- 
revole in A (fig. 867 b), oppure con una terza cerniera in C (fig. 867 c). 


(85) Gli errori di valutazione dei è,, risultano esaltati nel calcolo di D (ciò che infinisce sulle 
X) in misura crescente col numero n delle incognite, e assai maggiore quanto più piccolo è il 
valore di D (A. HERTWIG: Die Fehlerwirkungen beim Aujlòsen linearer Gleichungen und die Be- 
rechnung statisch unbestimmter Systeme, « Der Eisenbau », 1917, pag. 110). Si veda in proposito 
anche J. PIRLET: Kompendium der Stati: der Baukonstruktionen, 2° vol., 18 parte, $ 21. 

(8) Si veda la quarta parte, Cap. V, del primo volume dell’opera di G. COLONNETTI: Za 
Statica delle costruzioni, Torino, U. T. E. T., 1928. Si vedano anche i nn. 70, 71 del secondo 
volume (ediz. italiana) dell’opera più volte citata di H. MULLER-BRESLAU. 

(5) In armonia con quanto si è detto nel n. 443 d), poichè nelle due strutture principali si 
ha Moya = 0,125 QU ed 3/2 = — 0.125 Ql; e il primo valore è meno diverso dal valore Mz = 
= 0,0625 Q/ che si ha nella trave data. 
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a) 1° soluzione. La spinta H risulta (es. 633) 


7/2 2/2 
3 Eve ln e pera 
H= ] a sno =T J sen © da = 37 gr = 0,4244132 gr. 


Quindi si ottiene, ad es., 


nel vertice C M,=gr-:-r—gr 3 — Hr = 0,0755868 gr?, 


nella sezione Dee Ma= gr 5 —_ L. 7 —H Pie = 0,0074474 gr?. 
Se invece si valutasse H con un errore dell'1% (H = 0,42 gr), si otterrebbe 
M,= 0,08 gr, M;= 0,01127 gr?, con errori rispettivi di 
I 5,84% e di 51,3%, molto maggiori dell'errore di H. 

c b) 22° soluzione. Posta una cerniera in C e ag. 
giunte due coppie M, (fig. 867 c), calcoliamone il mo- 
mento incognito: 

Il carico agente sull’arco a tre cerniere genera (10) 
una spinta H = gr/2; quindi in una sezione $ generica 
si ha 


; unta 2 
My= qr-r(1— coso) — q esset, sno= 


2 
= (1-sen@—cos®@). 


Due coppie M,= 1 agenti in C (fig. 867 c) generano una 
reazione rivolta in fuori H; = 1/7; per cui in S si ha 
M' = (1/r)r sen @ = 1: sen ©. Quindi la rotazione relativa 
in O per effetto del carico, o per effetto delle due coppie unitarie, vale 


12 1/2 
r MM Tr 


ve= 3) rar vela“ 
0 


Infine, essendo nulla in realtà la rotazione relativa in C, si deve avere Mpx + 
+ Poo = 0; da cui 


= — Poe - 3-8 2 — 0,0755 2 
M,= vw" qi? = 0,0755868 gr? 


Le due coppie M, generano una reazione supplementare rivolta in fuori HZ, = 
= M,H{= M./r. Quindi si ottiene 
in 0 M,= Mx + Hi= 04 Hr = 0,0755868 gr?, 


_8= 


. r/3 2V3 r 
fo Dye Mgo Maghi DE o V3 qre4 Hi 


_- = 0,0074474 gr, 


Se invece si valutasse .M, con un errore dell'’1% (M.,= 0,074831 gr?), in @ 
si avrebbe appunto queste momento, con l’errore dell’1%, mentre in D si otter- 
rebbe HM, = 0,006793 gr?, con l’errore di 8,8% (molto minore dell'errore prece- 
dente). 
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444. Assunzione di una struttura principale iperstatica. 


a) Vedemmo già in diversi casi (es. 253 a, 254 bd, e, 267. 268. 271, 
306 bd, c, 525, 576 b, 636, 637 a) che è possibile ridurre il numero delle 
incognite del problema, assumendo una struttura principale ancora iper- 
statica (ossia sopprimendo solo una parte dei vincoli sovrabbondanti). 
Ciò si può fare ogni volta che in questa si sappiano esprimere gli sposta- 
menti dei punti svincolati, per effetto delle varie reazioni incognite dei 
vincoli soppressi (supposte uguali a uno) e dei carichi (9). 

Anche nel caso in cui non si sappia far questo, può convenire di fare 
uno studio preliminare della struttura principale iperstatica per trovare le 
espressioni di tali spostamenti (es. 752, 759, 760); poichè si ha, se non altro, 
il vantaggio di scindere il calcolo, evitando così equazioni più complesse 
e un sistema di molte equazioni. Quando nella struttura principale si 
conoscono il momento flettente M, dovuto ai carichi e il momento M, 
dovuto a ciaseuna delle Y, = 1 (essendo Y, la reazione incognita di uno 
dei vincoli soppressi), i coefficienti d’influenza e i termini noti sono an- 
cora dati dalle espressioni (4). (b), (c) richiamate nel n. 435 e). 

b) Spesso è possibile, mediante un taglio, scindere la struttura in 
due parti, per le quali si sanno esprimere le tre componenti dello sposta- 
mento delle due facce rese indipendenti, provocati dalle forze esterne e dalle 
tre sollecitazioni incognite che sostituiscono la primitiva continuità (an- 
che se le due parti sono a loro volta iperstatiche). Si ottengono allora 
le equazioni di congruenza scrivendo che ciasenna componente dello spo- 
stamento è uguale per entrambe le facce del taglio. In tal modo il nu- 
mero delle incognite risulta di solito assai diminuito. 

Un caso frequente è quello in cui una parte della struttura è costituita 
da un portale semplice incastrato, per il quale si conoscono le espressioni 
esplicite (4°) (41) delle rotazioni e dello spostamento orizzontale dei vertici, 
per qualsiasi carico agente sul portale, e per una coppia o una forza oriz- 
zontale agente in un vertice. Perciò, se la rimanente struttura fa capo 
a um vertice del portale, conviene separarla da questo mediante un taglio 
in prossimità del vertice (es. 753 b, 754 d, 755). Oppure si possono soppri- 
mere i vincoli della struttura ad eccezione di quelli del portale, e scri- 


(3°) Se n, <n è il numero delle incognite assunte (n numero dei vincoli sovrabbondanti), 
è facile riconoscere che i coefficienti d'influenza e i termini noti sono gli stessi che figurano nelle 
n, equazioni che si ottengone eliminando col metodo di Gauss n — n incognite dalle n equazioni 
(a) del n. 437 a). Si veda anche il $ 37 del primo volume dell’opera di K. BEYER: Die Statik im 
LFisenbetonbau, Berlino, Springer, 1933; nonchè il n. 72 del secondo volume dell’opera più volte ci- 
tata di H. MULLER-BRESLAU. 

{‘*) O. BELLUZZI: Formule per il calcolo dei portali incastrati, Bologna, Zanichelli, 1930, 
pagg. 48-81. 

(4) Se il portale è a due cerniere, le espressioni sono date nel n. 479 a, d); se è multiplo e 
vincolato con cerniere, si ottengono nel modo indicato nel n. 479 c). 
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vere le condizioni di vincolo tenendo conto della deformazione della rima- 
nente struttura e dei movimenti del vertice suddetto (es. 753 a, 754 a, 757). 

Quando facciano parte della struttura due portali, anche diversi tra 
loro, il numero delle incognite si riduce maggiormente (es. 755 db, 756), 
specie se i portali sono multipli (es. 760) (*°). 

c) Procedendo come si è detto in b), è facile ottenere anche le linee 
d’influenza delle sollecitazioni in una sezione della travata di un por- 
tale multiplo (es. 761). 

d) Con l'assunzione di una struttura principale iperstatica si riesce spesso 
anche ad eliminare l'inconveniente segnalato nel n. 443 d), nonchè quello di avere 
un determinante D di piccolo valore (n. 443 d). Per cui risulta meno sensibile 
l’aggravarsi degli errori di approssimazione, dato arche il minor numero delle 
equazioni (nota 36). 


Esercizio 751. — Studiare la struttura della fig. 868 a). 

Soluzione. La struttura ha nove vincoli sovrabbondanti (sette se l’estremità 
superiore dei piedritti può abbassarsi); tuttavia si può studiare con due sole in- 
cognite (una sola se il carico fosse simmetrico), se si assume la struttura princi. 
pale della fig. 868 Db). 

Le coppie M, ed M, agenti sui piedritti non fanno spostare orizzontalmente 
i punti A e B, perchè essi sono i punti di mezzo (es. 254 b); 
perciò in questo caso la trave non trasmette una forza 
orizzontale ai piedritti. Le incognite 3/, ed M, sono de- 
terminate dall’uguaglianza della rotazione della irave e 
del piedritto, sia in A che in B. Perciò, supponendo la 
trave di sezione costante, come pure i piedritti, e usando 
le (303) e i risultati degli esercizi 188 e 254 bd), si otten- 
gono le due equazioni (I e J relativi alle sezioni della 
trave e dei piedritti) 


Q 
Lilo l 
n 1s0 EI — 6EI Mat Mo) = Tang 
9 00 _!_rtasij DE 
sea ob 180 EI — 65I (et 24) = er ° 


Ricavati i momenti M, ed M,, le sollecitazioni nella trave sono subito note, 
mentre per i piedritti valgono i risultati dell’esercizio 254 a, bd). 


Esercizio 752. — Idem, con la trave AB non a metà altezza fig. 869 a). 
Soluzione. Nel caso della figura (c< d), si riconosce facilmente che per effetto 
dei soli momenti M, ed M; i punti A e B dei piedritti si sposterebbero entrambi 


(4) Per i portali multipli non sono date le espressioni dei movimenti di un vertice. Tutta. 
via, se un piedritto è incastrato alla base, si ottengono facilmente (n. 478 c) la rotazione e lo spo- 
stamento orizzontale della sua sommità, quando in essa si conoscano il momento e la spinta» 
nonchè le eventuali forze esterne agenti sul piedritto (es. 760). Se invece il piedritto è articolato 
alla base, si procede come nel n. 479 UL). 
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îm fuori. Perciò la trave AB trasmette ai piedritti 
(fig. 869 b) una forza H di trazione, pure incognita, 
definita dalla condizione di mantenere invariata la 
distanza dei punti A e B (#). Quindi la struttura 
sì studia con tre sole equazioni a tre incognite M,, 
M,, H, pur avendo nove vincoli sovrabbondanti. 

Non disponiamo dei coefficienti d’infuenza che 
danno la rotazione e lo spostamento di un punto di 
una trave incastrata (i piedritti) per effetto di una 7 
coppia unitaria agente nello stesso punto. Tuttavia 
il procedimento è conveniente anche se si devono 
determinare appositamente tali coefficienti. Essi si 
ottengono facilmente sovrapponendo gli effetti della 
coppia agente sulla trave appoggiata (293), (300) e 
dei relativi momenti d’incastro (n. 237 c, es. 221), e risultano, ad es. per il 
punto A, 


Fig. 269. 


_ ed(h° — 3ed) E c'd°(d — c) 
Pam — — EIh ’ dan DIRLA 


(in fuori). 


Invece i coe }icienti relativi alla forza H = 1 sono (n. 233 a, es. 256) 


___ aa —e) E e 
Pay = TTSETR ® Sn 7 SET 


D'altro canto, le rotazioni degli estremi A e B della trave appoggiata dovute 
al carico valgono (n. 237 c) 
__99P ___ Ta 
Po — 384£T? Po 7 3S4EI° 


Pertanto, si ottengono (303) le equazioni 


yg ed(h° —3cd) _e°d(d—c) __ 9g? lg 

Mo Tre HE © 38451 GLI Na+) 
ed(h°— 3cd) _  e*dld—e) _ Tal? dd 

Mrs o ops = 33401 GEI (a+ Ma) 
ce2d>(d. tà c) e3d3 ed*(d = c) c3d3 

Me ere E sona e ene + 35 


Esercizio 753. — Studiare la struttura della fig. 870 a). 
a) 1° soluzione. I vincoli sovrabbondanti sono quattro; tuttavia si ha 
la sola incognita A, se si assume la struttura principale che si ottiene soppri- 
mendo l’appoggio A e sostituendolo con la reazione A. 


(‘) Evidentemente la trave 4B si sposta verso sinistra, perchè prevale lo spostamento di 
4, essendo | 31, |>|M;|. 

Se invece il carico fosse simmetrico, esisterebbe ancora la forza H, tuttavia non occorre. 
rebbe determinarla, perchè i punti 4 e B non si sposterebbero, e quindi i piedritti si calcolerebbero 
come nell’esercizio 254 c); mentre per la trave la trazione H ha poca importanza. 

Il procedimento non cambia se i piedritti sono di altezze e di sezioni diverse. 
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P Se supponiamo che la trave BC e i piedritti del 
7]c portale abbiano pesi elastici uguali, si ba 9= S,/S,= 
=JlIh= 1. Quindi il carico P_ e il momento M,= 
= Al, — 91/2 agente nel vertice B del portale provo- 
cano in B le rotazioni destrogire (4) (d = a/l= 1/3) 


2 1 PI? Pl? 
ta (2 dr g)d0-9 7 = EI 


= ( 8+3 Si Ml _ 13M 
Fic. 370. Pim \°Gx 6° 20+i)40EI — S4EI ° 


Alla rotazione totale g, = Po, + Pom COTTIsponde in A un innalzamento glo. 
Quindi l’equazione determinatrice della reazione A risulta 


AR gli (PU, 1815, 
SEI SEI 


DEI s4Er)e=°- 
Sostituendo a M, la sua espressione M, = Ah — 98/2, si ha l'equazione defini- 
tiva con l’incognita A. Ricavato A, si conoscono le sollecitazioni nella trave AB; 
quindi si calcolano anche le sollecitazioni (44) nel portale, soggetto a P e a M,. 
b) 2 soluzione. Si può assumere invece la struttura principale della 
fig. 870 Db), nella quale è incognito il momento mutuo MM. 
La rotazione destrogira dell’estremo B della trave AB è data (303). (275) 
da — M,l/3EI — ql$/24EI. Quindi l'equazione determinatrice di M, risulta 


Milo gt PE 13M, 


© 3EÎ 246. — 4EI° S4EI' 


da cui sì ricava 


7918 + 4PR 


Ha = — Gel + 261” 


Esercizio 754. - Studiare la struttura della 
fig. 871 a), soggetta a un carico P e a una spinta 
idrostatica Q. 

a) 1° soluzione. La struttura è sei volte iper- 
statica, e non ha simmetrie che riducano il numero 
delle incognite. Tuttavia si può studiare con tre sole 
incognite Ma, Va, Ha; Se si assume la struttura prin- 
cipale iperstatica della fig. 871 Db). 

Al vertice B del portale di destra (fig. 871c) la 
trave AB trasmette una coppia M,= M,+ V,l — PI/2, 
una forza orizzontale H,= H,, e una forza verticale 
P_—YV, che non provoca deformazioni (si trascura Fig. 871. 


(4) Volume citato nella nota 40, pagg. 46, 52, 80. Indichiamo con I il momento d’inerzia 
della sezione della trave BC, come nel volume citato. 
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l’recorciamento del piedritto, nota 8). Inoltre il portale è soggetto alla spinta Q. 
Supposto 0 = £,/S, = 2/3, per effetto di tali forze il vertice B subisce delle ro- 


e 


tazioni destrogire g@, e degli spostamenti orizzontali È, dai da (*) 


_ 51. Mi a 3.20. 
Pom — 380 EI?” 30m 80° EI’ 

_ 3. Halh kad ddl, 
Po 7 80° EI” >< 160 EI ’ 

_ 3. £ __ Lg 
Po 3594 EI 37 7320 EI 


Le tre incognite M,, Va. H, sono determinate dalle condizioni che nella se- 
zione A svincolata (fig. 871 b) si abbia ga = 0, 74 = 0, É = 0. Per cui, tenendo 
conto della deformazione della trave AB (nn. 217, 218) e dei movimenti suddetti 
e È, della sezione B, si ottengono le tre equazioni 


Ml, Val PR, 51 MI, 3 H,lh 3 QUh 


EI + 2EI SEI © 280 EI} 80 EI 324 EI | 
MV. 5 PE, 51 Ml,, 3 Hd, 3 @h,_0 
\2EI' 3EI 48 EI ' 280 EI ‘| 80 EI 224 ELIO" 
3.36 3 Hd 7 QMè _ 


160 EI 320 EI 


Infine, sostituendo M, con M, + V,1 — PI/2, si hanno le tre equazioni definitive 
con le tre incognite M,, Va; Ha: 

b) 2° soluzione. Lo stesso problema si può studiare con due sole inco- 
gnite M, e H, (Hy= H.). e mediante equazioni più semplici e uniformi, se si 
assume la struttura principale della fig. 871 d), nella quale è iperstatica anche la 
trave AB. Infatti, usando la (314) e ricordando (n. 231 d) che il carico P provoca 
in B la rotazione sinistrogira P12/32EI, le equazioni risultano 


Mi PR 51 MI, 3 Hjh_ 3 QU 
— 4EI 32EI 280 EI ' S0 EI 224 EI 


3 Ml 13 Hg 7 Que 
s0 EI © 160 EI 320 EI° 


Esercizio 755. — Studiare il portale triplo della fig. 872 a). caricato in modo 
qualsiasi, e avente i due portali semplici laterali separatamente simmetrici. 

a) 1° soluzione. La struttura ha nove vincoli sovrabbondanti, ma si 
può studiare con tre sole incognite. A tal fine si può procedere come nell’eserci- 
zio 754 a), assumendo le incognite M,, Va, Ha (fig. 872 b), che sono determinate 
dalle condizioni gg = Pa Na = 0, Éa = Éi (indicando con g,. Na: Èa i movimenti 
dell’estremità A della trave AB, e con gi; é; quelli del vertice A del portale 


(6) Volume citato uella nota 40, pagg. 64, $0, 72. 
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di sinistra, provocati da M,, H, e dalle 
forze esterne che agiscono su di esso). 

b) 2° soluzione. È preferibile assu- 
mere invece come incognite (fig. 872 c) i 
momenti M,, M,, e la forza H agente in 
A e in B (4°) (coi versi indicati nella figura). 


a Vi 
“a Se Par > Paay> aa, San, SONO i coefficienti 
; d’influenza del vertice A del portale sem- 
Iy i plice di sinistra (rotazioni destrogire e spo- 
AATEEXKI—K_—XTXToNH » ; 
P stamenti verso destra provocati da M,= 1 
o de: o da H,= 1); se g, , É, sono gli sposta- 
A\\|H H {B a E Dea Di Foa a 
3 menti di A provocati dai carichi agenti 
©) =% sul portale; e analogamente per il vertice 
= B del portale semplice di destra; e se 
A*, B* sono le reazioni fittizie relative al 
Fig. 872. 


diagramma semplice dei momenti della 
trave AB (n. 212), si ottengono le equazioni (attenzione ai segni) 


Ae l 
EI — GEI (Mat Mo) = MoProm + HPooy + da, 
BU o A 

— 514 S5I (243+ Ma) = MP + How, tV, 


Mofsam + HE.a, + È, = Miérm * His, + È, . 

Esercizio 756. - Il portale triplo dell’esercizio 755 è definito da Z, = 9 m, 
1= 15m, 2,,= 12m, kh, = 6m, è, =8m,/,= 0,03 m',/= 0,05 mi, I, = 0,04 mi, 
J, = 0,015 m*, J, = 0,02 m4. I carichi sono quelli indicati nella fig. 872 a), con 
P=8t, 5=3,5m, g,= lt/m q= 0,5t/m. 

Soluzione. I rapporti 9 per i portali semplici di sinistra e di destra valgono 


Edil _ EJ,l, 


0,= EL = 0,75, 0,= 3° = 0,9375. 


Quindi (47) si calcolano immediatamente i coefficienti d’influenza e i termini di- 
pendenti dai carichi (tralasciando il divisore comune E, e assumendo positivi 
per M,, M,, Hi versi indicati nella fig. 872 c): 


Puy = = 52,22rad/tm, En" 66,67 m/tm, 
Pea, = 66,67 rad/t , [208 = 666,7 m/t , 
Pa, 3 597,8 rad è Èa, = — 161,32 m ; 
Poi, = T 47,71 rad/tm, Es = — 86,49 m/tm, 
Pro, = — 86,49radit , = So, = — 11993 m/t , 
go, =—184,88rad , &, =—2168 m . 


(*) Se la trave AB fosse soggetta anche a una forza esterna orizzontale P, rivolta ad es. 
verso destra, indicando con H la forza agente in 4, si avrebbe in Bla forza H—-—Pyp 
(4°) Volume citato nella nota 40, pagg. S0, 72, 52, dò. 
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Per la trave centrale si ha (tralasciando il divisore E) 
/6I = 50 rad‘tm, A*/I= B*/I= 2812,5rad. 


Perciò le equazioni dell’esercizio 755 d) diventano 


2812,5— 1003, — 50M, = 52,220/, + 66,677 — 597.8 
(a) è — 2812,5 + 1003, + 50M, = — 47,71%, — S8.49H + 184,88 
66,671, + 666,7H — 161,32 = — 86,491, — 1199,3H7 — 2168, 
ossia 
( 152,22W,+ 50 3,+ 66,67H= 34103 
è 50 M,-+ 147,7IM, + 86499 = 29974 
| 66,671, + 86,491, + 1866,007 = — 2006,7. 
La soluzione è M, = 18,384 tm, M, = 15,504tm, H = — 2,451 t. 


Se invece si vogliono studiare le combinazioni più gravose di tali carichi, 
occorre calcolare separatamente gli effetti dei tre carichi P, q,, q, Per far ciò, 
basta annullare nelle (a) i termini noti corrispondenti ai carichi che si soppri- 
mono, mentre i coefficienti delle incognite sono sempre gli 
stessi (n. 436 b). 


Esercizio 757. — Studiare la struttura simmetrica della 
fic. 873 a). 

Soluzione. I vincoli sovrabbondanti sono sei. Tuttavia, 
se si assume la struttura principale della fig. 873 b), si 
hanno in generale tre sole incognite, che nel nostro caso si 
riducono a due per la simmetria del carico (è nulla la rea- 
zione mutua verticale in C). 

Le incognite M, e H, sono determinate dalle condizioni 
che la sezione 0 che si è resa libera non ruoti e non si spo- 
s.i orizzontalmente. Il momento M, = M,+H.Zsena— 
— (P/2)} cosa che il puntone CB trasmette al vertice B 
del portale, e l'analogo momento M, trasmesso in A da CA, 
provocano in B la rotazione destrogira (15) Fig. 873. 


30+2\ Mil VENE 
®, = (i 2 Di) 36EI = Pro, Mo = Pro (Me + H.À sen a— 4 cos a). 


Quindi le due equazioni di congruenza risultano 


M.i  H4sena _(P/2)7* cosa , M.=0 
EJ; DEI, Sugg R 
| MR H.}3 sen a (P/2)7? cos a n 
| sur "rat 35, sena—T spy, ‘ssena+ Prof» 4 sen a =0. 


(45) Volume citato nella nota 40, pag. $0. 
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Esercizio 758. — Studiare la struttura simmetrica della fig. 874 a). supponendo 
la sezione dell’arco parabolico variabile secondo la 
legge J = J./cos f (n. 405 d) (9). 

Soluzione. I vincoli sovrabbondanti sono nove; 
tuttavia, se si assume la struttura principale della 
fig. 874 b), per la simmetria della struttura e del 
carico si hanno due sole incognite M, e H.. 

In una sezione S del semiarco CB, di ascissa 2, 
la sollecitazione effettiva e quelle fittizie M,= 1 e 
H,= 1 provocano i momenti flettenti (y = 4fx?/l?) 


M= M,+ H.,-4fe?2 — qr?/2, 

Fig. 874. Mn=l, M,= 1-4fr®/. 
Quindi la rotazione destrogira e lo spostamento orizzontale verso destra di O 
(rispetto a B pensato fisso) dovuti al carico q e alle forze incognite M, e H, ri. 
sultano (481) 


1/2 12 
MM 1% 48 i ql 
+ {a ally Spe, A Bee (A 
Ve I 9 = 7 (A+ 5)10= Mg + ae ET, 
0 0 
v2 4/2 
_ PM, _ 1 Lon dle gati n fl pi ql: 
&=]F7 = 7,)\&+La 3) = Meer, E ET, 307, 
0 0 


A sua volta, il vertice B del portale ruota e si sposta orizzontalmente per 
effetto del momento M, = M.,+ H.j — ql?;8 e della spinta H, trasmessi dall'arco 
(c per etfetto dei carichi eventualmente agenti sul portale). I relativi coefficienti 
d'influenza si calcolano come negli esercizi precedenti. 

Quindi si ottengono le due equazioni riguardanti i movimenti totali della 
sezione C (gp, = 0, £. = 0) 


1 fi e. Bi. 
| Mery, + He Gey, deu7,* Pa (H+ E)+ ma = 0 


fi fa e ne 
| Meanr. + E:1087, 8067. +(M+4S-T a, + Prof) + HAEw, + Prof) =0 


Esercizio 759. — Studiare la struttura quattro volte iperstatica della fig. 875. 

Soluzione. Assumiamo come struttura principale quella 
che si ottiene eliminando soltanto l’appoggio A. È neces- 
8.- io però valutare da prima la rotazione del vertice B 
della struttura iperstatica C BD per effetto del momento 
M,= Al— Q1/2; ma questa ricerca preliminare è semplicis- 
sima, poichè, per la (314) (B non si sposta se si trascura 
di, dovuto a N), si ha gp = (M;/2)l, : 4EJ,= M,l,/8EJ, Fig. 875. 


(*) In pratica conviene collegare le imposte dell’arco con un tirante, per diminuire le solle- 
citazivui nei due portali e per ridurre i cedimenti delle imposte stesse. 
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(che si ottiene anche dalla (a) dell’esercizio 254 per 1 = 21,, perchè il comporta- 
mento è lo stesso) (5°). Perciò l'equazione determinatrice della reazione incognita 
A è 

AR OB, (AL — QU2), , 


3EI SEIJ' — 8EJ; 


0. 


Il regime statico delle due travi BO e BD non differisce da quello della trave 
della fig. 351 a), per M= M,2. 


Esercizio 760. — Studiare la struttura della fig. 876 a), nel caso in cui cia- 
scuno dei portali doppi laterali sia simmetrico. 

Soluzione. Svincoliamo la trave RS dai due portali, agziungendo le reazioni 
mutue incognite M,, M, e H, come nel caso dell’esercizio 755 bd). Il vertice È del 
portale di sinistra ruota e si sposta orizzon- 
talmente per effetto di M,, di H e dei ca- 
richi eventuali agenti su di esso; ma non si 
hanno le espressioni di questi movimenti. 
Tuttavia si conoscono (5) per qualunque con- 
dizione di carico il momento MI, e la spinta 
H, che la trave CR trasmette al piedritto, e 
da essi si deducono immediatamente i movimenti occorrenti (fig. 876 b): 


Fig. 876. 


M,h H,h - M.,h? H,h3 


(a) = RI 355° *"2EI _ 3EI° 

Basta pertanto calcolare i valori di M, e di H, generati separatamente da 
M,=1, da H=le dai carichi, per ottenere mediante le (a) i coetticienti d’in- 
fiuenza Pr, Érrm° Prey E rr e i termini noti dr, È, : 

In modo analogo si ottengono i movimenti del vertice $S. 

Quindi si procede come nell’esercizio 755 bd) (52). 


Esercizio 761. — Il portale triplo della fig. 877 a) ha le dimensioni h=%=6m, 
1= 10m. Il momento d’inerzia J è uguale per le sezioni della travata e dei 
piedritti. Determinare la linea d’infuenza del momento flettente M, nella se- 
zione di mezzo C. 

Soluzione. a) I coefficienti elastici del vertice B del portale di destra 
(fig. 877 b, c) valgono (5) (9= 1) 


DB. 1. 5_B 
Pm = gi EJ îm=%= 33 LI "= 34 EJ° 


(5*) Più semplicemente, si può applicare la (641). 

Se il cavalletto CBD fosse articolato in C e in D, si avrebbe (292) ©, = (24;/2)l,/3EJ, = 
= M;l,/6EJ,. 

(5) Volume citato nella nota 40. pagr. 104-175. 

(5) Nello stesso modo si studia an: he il caso in cui la trave RS sia un arco, purchè prima. 
si calcolino le rotazioni delle sezioni estrome d' nuesto e la variazione della distanza RS, per 
effetto di M,, M,, H e dei carichi agenti »u:. arco pensato con appoggi scorrevoli. 

(5*) Volume citato nella nota 40, pagg. 30, ._. 
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Separate le due metà con un taglio in C, per tracciare la linea M, si de- 
vono applicare alle due facce della sezione due coppie M e due forze H 
(fig. 877 d) (#4) tali che, per il teorema di Land (n. 381), si abbia é= 0 
@; = — 0,5. Per la prima condizione dev'essere 


— ME +HÉ,=0, da cui H= MÉE,,/5,= 3M4/5h. 
Per la seconda condizione dev'essere 


— M/2EJ— Mg, + Hg,=—0,5, da cu MU=25E7/201. 


Per cui risulta (ly = 0,61) 
25 EJ 25 EJ 
M=s 1° 433 
b) Siamo ora in grado di tracciare le deformate della trave CB e della 
trave BD per etfetto di M e di 4, ossia la linea M, (fig. 877 d). 
La rotazione del vertice B del portale 
di destra provocata da M e da H vale 


= — Mm + Hp = — 2/29. 


Quindi l'equazione della linea elastica 
per il tratto CB risulta 
Ma? D l[,x A 
n=35j+0°= sli7+($)]. 
Per x/1= 0 - 0,1 - 0,2 - 0,3 - 0,4 - 0,5 
si ottiene 7=0 - 0,0112 - 0,0310 - 
0,0595 .-- 0,0966 - 0,1422 - 7. 

Per tracciare la deformata della trave 
BD, si calcolano da prima i momenti 
Mi’, M; nel portale di destra, provocati 
da M e da H. Essi risultano comples- 

Fig. S77. sivamente (nota 53) Mj/=— 754/29» 

M,= 2E7/29h,. Quindi, applicando ri- 

petutamente la (288) una volta per b=l e una volta per d=0, si ottiene 
l'equazione della linea elastica per il tratto BD: 


My , M 
n= ceti, (o + 29) + cpp, 2 
6 x a)? x \S] 
— 1740 sie ig SUE 


Per x/l1,= 0 - 0,2 - 0,4 - 0,6 - 0,8 - 1,0 si ottiene 7=0 - 0,0056 - 0,0070 - 
0,0055 - 0,0026 - 0 - 2. 


(5) Se si trattasse di una sezione generica, si dovrebbero applicare anche due forze 7. Le con- 
dizioni sarebbero le tre richieste dal teorema di Land. 

Si veda anche O. BELLUZZI: Linee d’influenza dello sforzo di taglio e del momento flettente nelle 
travi solidali coi piedritti, « Il cemento armato », 1923, n. 11, 1931, n. 1. 
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Se si prevede che possano agire anche delle forze orizzontali sui piedritti, 
la linea M, si completa calcolando anche le deformate dei piedritti stessi. 
c) Se yp= cl è l’ordinata della linea M, in un punto generico, un carico 
P ivi agente provoca (550) in C il momento flettente M,= Py = cPl. Ad es.. se 
P= 2500 kg agisce nel punto 7= 0,37, si ha M,= 0,0595 - 2500 - 10= 1487 kem. 
Se agisce nel punto C, si ha M,= 0,1422 - 2500 - 10= 3555 kgm (se la trave 
AB fosse invece perfettamente incastrata oppure appoggiata in A e in B, si 
avrebbe rispettivamente 3/, = 0,125P1, M,= 0,250P1). 


445. Introduzione al metodo delie deformazioni. 


Con questo metodo, altrettanto generale quanto quello delle forze, si 
assumono come incognite le rotazioni e gli spostamenti di alcuni punti 
(i nodi della struttura), anzichè le reazioni dei vincoli sovrabbondanti (*), 
conseguendo sovente il vantaggio di avere un minor numero di incognite 
(n. 446 a, 5), nonchè altri vantaggi che indicheremo nel n. 446 c, d, e). 

Il concetto sul quale il metodo è fondato appare talvolta meno spon- 
taneo, forse perchè il metodo stesso è meno noto di quelle delle forze. 
Ma basta un poco di esercizio per renderlo familiare, tanto più che fra 
i due metodi esiste una dualità perfetta e completa, della quale parle- 
remo a suo tempo (n. 452). Nel n. 446 esamineremo le caratteristiche 
del metodo delle deformazioni, che in seguito applicheremo sistematica- 
mente, specie nei nn. 451, 468, 469, 471, 472, 473. 

a) Come primo esempio del metodo delle deformazioni, conside- 
riamo il semplicissimo problema staticamente indeterminato che nell’e- 
sercizio 55 fu risolto col metodo delle forze: due fili verticali vicinis- 
simi lunghi 7, di sezioni A,, A, e di moduli £,, £,, fissati in alto e 
tesi da un carico complessivo P. Se si indica con un unico simbolo è 
l’abbassamento comune di entrambi gli estremi inferiori A dei due 
fili, sî soddisfa già implicitamente alla condizione di congruenza, consi- 
stente nel fatto che i due fili devono subire lo stesso allungamento 7 
(ossia dò). Però questo abbassamento ò è geometricamente indeterminato, 
perchè la condizione di congruenza è sempre soddisfatta qualunque sia 
ò. Ma è evidente che se ò è molto grande, gli sforzi S; ed S, nei due fili 
risultano elevati, e quindi la loro somma è maggiore di P. Se invece è 
è molto piccolo, S, ed $S, sono pure piccoli, e la loro somma è minore 
di P. Per cui in entrambi i casi l’estremo A non è in equilibrio. Esiste 
dunque un certo valore di ò al quale corrispondono degli sforzi S, ed S, 
tali che sia soddisfatta anche la condizione di equilibrio S, + S, = P (55). 


(55) Il metodo delle deformazioni risale a O. MonR (1892); qnindi venne usato sistematica- 
mente da A. BENDIXSEN (1914), da W. GFHLER (1916) e da A. OSTENFELD (1926). Per le relative 
indicazioni bibliografiche si vedano le note 152 e 124. 

(5°) Cfr. il ragionamento del n. 4 c), che è il duale di questo, 
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In questo modo, fra le infinite situazioni congruenti si individua quella 
che è anche equilibrata; ossia si individua la situazione vera, che dev’es- 
sere congruente ed equilibrata (5). Per ottenere l'equazione determina- 
trice di ò, si esprimono $, ed $, in funzione di ò (84): 

E 


A; 
$,= odi 


(a) g,= 13, 


quindi si scrive la condizione di equilibrio 


sia Big dela ; _ PI 
(0) Sit S,= ] ò + ] ò0=P; da cui 0=F15 KA' 


Trovato il valore di dò, si ottengono poi gli sforzi nei due fili sostituendolo 
nelle espressioni (4). 

Si ha dunque con entrambi i metodi una sola incognita: lo sforzo X 
in uno dei due fili, oppure l'allungamento è. Il metodo delle deformazioni 
diventa invece vantaggioso quando il numero dei fili è n> 2, poichè, 
mentre col metodo delle forze sono incogniti gli sforzi S1, Ss... Sn in 
n—1 fili, col metodo delle deformazioni si ha la sola incognita ò. In- 
fatti, essendo per un filo generico S; = (E;A,/l)ò, la condizione di equi- 
librio diventa 


EA : PI 
(640) z8,=d62-7=P, da cui ò= 5A; 


Poi, noto è, si ricavano i valori degli S; (58). 

b) Consideriamo il caso, più generale, di un sistema di n aste (fig. 878) in. 
clinate di angoli a; rispetto all’orizzontale, con» 
correnti in un punto A nel quale agisce una forza 
P inclinata di f rispetto alla verticale. Lo stato 
di deformazione del sistema è determinato dagli 
spostamenti Ò, verticale e ò, orizzontale di A, cle 
assumiamo come incognite del problema. L’allun- 
gamento /l; e lo sforzo $; di un’asta generica i si 
possono esprimere mediante ò, © òo: 


Al,= dò, sena;+ dò, 08 0;, 


S,= Lea (è, sen a; + Ò, COS Az) è 


Fig. 878. 


(5) Invece nell’esercizio 55, indicando con X e P_— X i due sforzi, si soddisfaceva già im- 
plicitamente alla condizione di equilibrio di 4; mentre il valore di X, staticamente indetermi- 
nato, si determinava mediante la condizione di congruenza, cieè che i due fili subissero allunga» 
menti uguali. Per cui la situazione vera veniva individuata come quella congruente fra le infi- 
nite equilibrate. È evidente la dualità dei due metodi (n. 452). 

Si veda anche G. COLONNETTI — E. GIACCHERO: Ingegneria. Scienza delle costruzioni, pagg. 14-37, 
Bompiani, 1939. 

(8) In'questo caso (e in altri analoghi nei quali la deformazione dipende da un solo sposta- 
mento è o da una sola rotazione 4) il problema si può risolvere in modo apparentemente divers® 
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Ogni sforzo $; ha una componente verticale Y; = S; sen a; e una componente 
orizzontale 0,= $; cos a;. Per l'equilibrio del punto A deve essere 


ZV;= Pcosf, Z0;= Psenf. 


Basta quindi sostituire alle Y; e O, le loro espressioni in funzione di ò, e d,, per 
ottenere due equazioni con queste due incognite, qualunque 
sia il numero delle aste (5°). Ricavati ò, e Ò,, si sostitui- 
scono nelle espressioni degli $S,. 

c) Un altro esempio semplice (e fondamentale) 
è dato dalla struttura della fig. 879 (travi angolar- 
mente solidali tra loro nel nodo A), soggetta alla 
coppia esterna M ael nodo A. La deformazione è 
completamente definita dal valore della rotazione 
del nodo (se si trascurano le variazioni delle lun- 
ghezze l,, l,, 23, l,, nota 8, e quindi lo spostamento 
di A). Perciò i momenti M,, M,, M;, M, nelle sezioni iniziali delle quat- 
tro travi (cioè prossime ad A) dipendono (314) dalla sola incognita gp: 


4E,J 4EJs 4E,J 4E,J 
n; MU,= i, 9: M= 7 9: = 


La condizione di congruenza nel nodo A è già implicitamente soddi sfatta 
qualunque sia il valore di g (basta solo che g sia uguale per le quattro se- 
zioni prossime ad A, ciò che è implicito nell’assunzione di un unico sim- 
bolo g comune a tali sezioni). Perciò essa non può determinare l’inco gnita p, 
che invece è determinata dalla condizione di equilibrio del nodo A: 


er di M 
SH, al rs 


Trovato il valore di 9, basta sostituirlo per ottenere M,, M., M3, M.(5°9) (9). 


Fig. 379. 


(641) M, + Mi: +M:+M=g2_ 


(ossia senza determinare è), osservando che per essere è = S,(2/E,4;) = costante, gli S; risultane 
inversamente proporzionali a 2/E;4;, ossia direttamente proporzionali a E;4;/1 (cioè a E;A; se 
lè comune). Per cui nel nostro caso basta ripartire P in parti proporzionali a E;A4y 

E;Ai 

3E;Ai peri 

(5°) Per contro, si hanno le due incognite è, e è, anche se le aste sono soltanto tre, delle quali 
una sola è sovrabbondante (e anche se sono due, ossia anche se la struttura è staticamente de- 
terminata). Per cui il me:todo delle deformazioni è più conveniente di quello delle forze quando 
le aste sono almeno cinque (col metodo delle forze si avrebbero tre o più incognite). 

($*) Analogaments a quanto si è detto nella nota 58, anche in questo caso semp lice si pos- 
sono invece ottenere direttamente i momenti M,, M,, M,, M, senza calcolare ®, ripartendo il 
momento esterno M agente nel nodo 4 in parti pes na alle rigidezze W; = 4E;J;/l; delle 
quattro travi pensate appoggiate in 4 (es. 243, 306 c). Questo procedimento rapido si può usare 
in molti altri casi (nn. 455c, 460 a, 462b,c, 465. 470). 

La quantità W = 4E.//l, che in seguito useremo molto spesso, si chiama rigidezza della trave 
(n. 454), per distinguerla da B = £J che è il modulo di rigidezza a flessione della sezione della 
trave (n. 126 a). 

(5!) I momenti M,, M,... generano poi delle reazioni normali alle travi, date dalla (312)» 


Sis= Psa 
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I 


Un’applicazione di questo metodo semplicissimo è stata fatta già nel- 
l'esercizio 306 c). 


Esercizio 762. — Studiare la struttura della fig. 880 a), avente le due travi 
di uguale sezione, e soggetta alla sola coppia M. 

Soluzione. a) Le rigidezze (9) delle due travi AB e AC 
valgono 


__ 4EJ wr. — 4EI 4EJ__2V3EJ 
î La 21,/V 3 l, ” 


ce In questo caso semplice non è necessario calcolare l’an- 
b) golo di rotazione g del nodo A per dedurre poi da esso i 
momenti M, ed M, che interessano in A le due travi; poichè 


basta invece ripartire M (negativo) in parti proporzionali alle 


Fig. 880. rigidezze W, e W, (nota 60). Si ottiene così 
in do ELI 
4+2V3 4+2V3 
I momenti in B e in C valgono (313) M,= — M;/2, M.=—M,/2. 


b) I momenti M,, M, che sollecitano in A le due travi AB e AC generano 

delle reazioni normali alle travi stesse, che valgono (312) 
30M, 6 |II| 3U, : 

= ix , 4,= I — . 
21, 4+2V3 li 21, 4+2V3 l 
L'esistenza di A, e A, richiede che esistano anche degli sforzi assiali S, ed S,, 
determinati dalla condizione che il nodo A sia in equilibrio, e che perciò il poli- 
gono delle forze 41, A,, S,, Sy sia chiuso. Quindi si tracciano di seguito le forze 
A, @ A, (tig. 830 b) e si mandano le parallele S, ed S, a 7, e a DL. 

Di solito questi sforzi S, ed S, provocati da M si trascurano, poichè a essi 
corrispondono delle tensioni o molto minori di quelle dovute a M, e a M,; come 
si riconosce osservando che l’ordine di grandezza delle prime è S/A, ossia M/Al,, 
mentre quello delle seconde è (67) M/Wmin = M/AWmin ($€ Wmin è il minore dei 
due raggi vettori del nocciolo). 


Dia 


Esercizio 763. — Studiare la ‘struttura della fig. 881 a), 
avente le due travi di uguale sezione, e soggetta al solo 
carico P. 

Soluzione. Trasportiamo il carico P in A e aggiungiamo 
la coppia sinistrogira M = Pa (fig. 881 b). Le rigidezze delle 
due travi AB e AC sono le stesse dell’esercizio 762; per eui 
risulta M=Pa 


4 2V3 P b) 


Pa, a=——_ __ _ Pa. 


44293 442V3 Fig. 881. 


nonchè degli sforzi assiali, che in casi semplici si possono determinare anche senza equazioni 
. (es.. 762 b). Tuttavia le tensioni provocate da questi sforzi sono, in generale, molto meno inupor- 
tanti di quelle provocate dai momenti (es. 762 6). 
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Inoltre le due travi sono soggette agli sforzi assiali dovuti a P, che sono circa 
gli stessi (nota 154) che si avrebbero se fossero articolate in A, B, C, € che val- 
gono St= PV 3, Ss=—2P (f°). 


446. I vantaggi del metodo delle deformazioni. 


a) Come si è già detto, il vantaggio principale che spesso si con- 
segue col metodo delle deformazioni è euello di avere un numero minore 
di incognite, che sono le rotazioni e gli spostamenti dei nodi. 

In una struttura costituita da un certo numero di travi si chiamano 
nodi quei punti (B ed £ nella fig. 882 a) nei quali concorrono tre 0 più 
travi, e quelli (A, C, D, F) nei quali concorrono due travi di direzioni 
differenti (oppure due travi allineate, ma di sezioni diverse). In generale, 
il movimento di un nodo è definito dalla rotazione g e dagli spostamenti 
È orizzontale ed 7 verticale; quindi per ogni nodo 
si hanno tre incognite (e si hanno pure tre equa- 
zioni di equilibrio). Però nel caso frequente di 
piedritti verticali, se si trascura la variazione di 
lunghezza dovuta a N (nota 8) e se dt = 0 (5), 
è nullo lo spostamento 7 della sommità di ogni 
piedritto. Inoltre, se le sommità di un certo nu- 
mero di piedritti sono collegate da una trave 
orizzontale (fig. 882 b), i loro spostamenti orizzon- 
tali sono uguali. Infine, se una delle estremità 
della trave suddetta è vincolata a un corpo fisso 
mediante una trave DE non verticale (fig. 882 c), 
sono nulli anche gli spostamenti orizzontali; ciò 
che si verifica anche nel caso di una struttura 
simmetrica caricata simmetricamente. 

Pertanto, nel caso della fig. 882 b) si hanno 5 incognite @a, dr, Pe, 
da. È (mentre col metodo delle forze se ne avrebbero 9). Nel caso della 
fig. 882 c) si hanno soltanto 4 incognite pa, Pr, Pes Pa (12 col metodo delle 
forze). Nel caso della fig. 882 d) si hanno 2 sole incognite 9, e @, (men- 
tre se ne avrebbero 15 col metodo delle forze, o 13 se le sommità dei pio 
dritti sono libere di abbassarsi). 


(*) Per effetto dello spostamento del nodo 4 dovuto a Al, e a A7,, le due travi sono soggette 
a ulteriori momenti (n. 472), che però sono molto piccoli rispetto a Mj, M, (es. 855) (a meno 
che il braccio a non sia molto corto). 

(85) In certi casi le variazioni di lunghezza provocate da N sono le uniche cause che generano 
«ei momenti flettenti; ma in tali casi i corrispondenti spostamenti dei nodi si sanno valutare, 
e perciò si introducono nelle equazioni come quantità note, e non come incognite in. 472). 

Lo stesso si può dire se intervengono delle variazioni di temperatura, poichè spesso si sanno 
valutare gli spostamenti che esse provocano nei nodi (es. 825, 826, 827, 835). 
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Nel caso di un portale semplice incastrato (fig. 383 a) si hanno 3 in- 
cognite 92, Ps, fa = È, (come col metodo delie forze). Se invece il portale 
e i carichi sono simmetrici, si ha 1 incognita gp, = g; (É = 0) (2 incognite 
col metodo delle forze). Nel caso del port.le a » piani (fig. 883 b) si hanno 
3n incognite (due rotazioni g e uno spostamento È per ogni piano) (3» 
anche col metodo delle forze). Se la struttura e i carichi sono simmetrici; 
si hanno n rotazioni incognite (2» incognite col metodo delle forze). 

Per contro, nel caso del portale semplice articolato (fig. 883 c) si hanno 
3 incognite (mentre col metodo delle forze se ne ha 1 sola). Nel caso della 
fig. 883 d) si hanno 6 incognite (4 rotazioni e 2 spostamenti) (3 sole col 
metodo delle forze). 

b) Di solito l’aggiunta di vincoli fa diminuire il numero delle inco- 
gnite (contrariamente a ciò che accade col metodo delle forze). Un esem- 


Fig. 883. Fig. 884. 


pio è dato dalle figg. 882 b, c). Un altro esempio è quello de’la fir. 884 a), 
in cui si hanno 9 incognite ga, gr, fa = È, Pes Pay Ée = Éa, Per Pr, fe = Er: 
se si aggiunge una trave fra i punti B ed £ (fig. 884 b), le incognite si 
riducono a 8, perchè È, = fé, = éÉ. = é, (col metodo delle forze aumen- 
terebbero di 3). Perciò il metodo delle deformazioni è tanto più conve- 
niente quanto più la struttura è vincolata, ossia quanto maggiore è il 
numero dei vincoli sovrabbondanti. 

c) Un altro vantaggio notevole si ha nella forma molto semplice 
che di solito hanno le equazioni. Infatti, esse sono tali che nella maggior 
parte dei casi si scrivono in modo pressochè automatico (n. 451, 463, 469, 
471, 472), e senza il timore dei frequenti errori, specialmente nei segni, 
che si possono commettere usando altri metodi. Inoltre, ciascuna di esse 
contiene soltanto un piccolo numero (3, 4, o 5) delle incognite. Infine, i 
coefficienti della diagonale principale sono nettamente prevalenti sugli 
altri coefficienti (mediamente, otto volte maggiori, n. 451 g), ciò che rende 
possibile e rapida la risoluzione sia per iterazione (n. 441 e), sia col me- 
todo del n. 442. (Questi vantaggi sono però comuni anche alle equazioni 
dei tre e dei quattro momenti del metodo delle torze.) 
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d) Costituisce pure un vantaggio (offerto però anche dalle equazioni dei 
quattro momenti) il fatto che i risultati non si ottengono in funzione dei carichi, 
bensì dei momenti JI d’incastro perfetto alle estremità delle varie travi. Per cui 
essi valgono per ogni condizione di carico cui corrispondano gli stessi valori de- 
gli M (n. 462 f). 

e) Infine, non si deve dimenticare un altro vantaggio, consistente nel fatto 
che le rotazioni e gli spostamenti dei vari nodi non solo consentono di calcolare 
immediatamente le reazioni sovrabbondanti, che costituiscono lo scopo princi- 
pale della ricerca, ma risolvono anche il problema della deformazione della 
struttura, poichè tali movimenti rappresentano appunto gli elementi più carat- 
teristici e interessanti della deformazione stessa. 


447. Le strutture simmetriche. 


Spesso una struttura è simmetrica rispetto a un asse, di solito verti- 
cale. S'intende che dev'essere simmetrica la forma della struttura e che 
devono essere uguali le sezioni situate simmetricamente (simmetria geo- 
metrica); che devono essere uguali i moduli di elasti- 
cità nelle zone simmetriche (simmetria fisica); e che 
devono essere simmetrici anche i vincoli. Nello studio 
delle strutture simmetriche si conseguono notevoli 
semplificazioni se si secompongono i carichi, general- 
mente non simmetrici, in due sistemi, uno simmetrico 
e uno antisimmetrico, come diremo in a) (5). 

a) Scomposizione dei carichi. Sia data una strut- 
tura simmetrica (ss asse di simmetria), soggetta a 
un carico P (o a un sistema di carichi) non simme- 
trico (fig. 885 a). Consideriamo da prima il carico 
simmetrico della fig. 885 b) (un carico P/2 nello stesso 
punto D e un carico P/2 simmetrico nel punto D'); 
poi il carico antisimmetrico della fig. 885 c) (un ca- 
rico P/2 in D e un carico — P/2 in posizione sim- 
metrica e di verso opposto a quello simmetrico). : 

La condizione di carico data a) equivale alla sovrapposizione delle 
due condizioni b) e c). Quindi anche le sollecitazioni e le deformazioni 
nel caso dato a) si determinano sommando quelle che si ottengono nei 
due casi b) e c), che si studiano in modo più semplice del caso dato 
(n. 447 db, c). 

Osserviamo inoltre che il carico antisimmetrico è tale che se si inver- 
tono le forze (cioè se si moltiplicano per — 1, fig. 885 d), e poi si ruota la 


Fig. 885. 


(*) Si veda anche W. L. ANDRÉE: Das B-U Verjahren, Minchen, Oldenbourg, 1919. Altre 
indicazioni si trovano nel n. 485. 
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fisura di 180° intorno all’asse ss (oppure si guarda la figura dalla parte 
posteriore del foglio), si ritrovano le forze della fig. 885 c). 

b) Primo procedimento. Nel caso del carico simmetrico (fig. 886 a), 
le sollecitazioni e le deformazioni in corrispondenza di due sezioni sim- 
metriche S ed $', nonchè le reazioni di 
due vincoli simmetrici, sono evidentemente 
simmetriche, cioè uguali e di versi sim- 
metrici (in particolare, 7 è uguale e di 
segni contrari). 

Nel caso del carico antisimmetrico 
(fis. 886 b), anche le sollecitazioni, le de- 
formazioni e le reazioni sono antisimme- 
triche, cioè in due sezioni simmetriche 
sono uguali e di versi antisimmetrici (7 è 
uguale in valore e segno). Infatti, se si 
ìînvertono i carichi (cioè se si moltiplicano 
per — 1), si invertono anche i loro effetti; e poichè se dopo si ruota la 
figua di 180° intorno a ss i carichi ridiventano quelli primitivi (n. 447 a), 
devono ridiventarlo anche gli effetti. 

La simmetria o l’antisimmetria delle reazioni e delle deformazioni fa 
diminuire il numero delle incognite in ciascuna delle due condizioni di 
carico. Consideriamo, ad es., il caso di un portale incastrato. Se si usa il 
metodo delle forze, col carico simmetrico (fig. 887 a) si hanno le due 
incognite M,,=M,=M, Hx,=H,=H; 
mentre col carico antisimmetrico (fig. 837 b) 
si ha la sola incognita Ma, =— Ma, =Mga 
poichè V,= —V si determina poi mediante 
l'equilibrio (se i carichi sono verticali, la 
spinta H, è nulla; se sono obliqui, è H2, = 
= —H.,= H:, con 2H, uguale alla somma 
delle componenti orizzontali dei carichi). Dun- 
que, invece delle tre reazioni sovrabbondanti 
Mas M,, H, se ne hanno due nella condizione 
simmetrica e una in quella antisimmetrica. 
Sommando poi i valori trovati nei due casi, si 
ottengono -le reazioni del caso dato (n. 447 a). 

Se invece si usa il metodo delle deforma- 


zioni (nn. 451, 468), col carico simmetrico si ha Fig. B87. 
la sola incognita g1, = 91, = 1 (f1=0); mentre col carico antisimmetrico 
si hanno le due incognite ga, = — g2; = Pa, É2, = fa, = É» (n. 448.). 


La linea punteggiata nelle figg. 887 a, b) indica la deformata dell’asse 
geometrico, : | 
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c) Secondo procedimento. Consideriamo la se- 
zione C che si trova sull’asse di simmetria (fig. 388). 
Col carico simmetrico, in C si hanno soltanto le 
sollecitazioni M, ed N, (7, è nullo per motivi .di 
simmetria). Col carico antisimmetrico, in C si ha 
soltanto la sollecitazione T, (-M, ed N, sono nulli, 
perchè i due carichi P/2 e — P/2 producono in C 
effetti uguali e contrari (n. 227), che si compen- 
sano; oppure perchè essendo uguali e contrari 
in due sezioni simmetriche (n. 447 d), in quella 
di mezzo sono nulli (8)). Quindi le tre sollecita- 
zioni incognite M., N., T., che si hanno in C nel 
caso dato del carico non simmetrico (fig. 885 a), 
si presentano separate se si scompone il carico in una condizione simme- 
trica e in una antisimmetrica (95) (9). 

Vediamo ora quali sono le condizioni che determinano 3, ed N, nel 
primo caso, e 7°, nel secondo: Col carico simmetrico, la sezione C può abbas- 
sarsi, ma non ructa e non si sposta orizzontalmente; per cui in C dev'essere 


Fig. 888. 


(642) Pe= 0, Sodi. (carico simmetrico) 


Col carico antisimmetrico, la C può ruotare e spostarsi orizzontalmente, 
ma non si abbassa (essendo 7. uguale e contraria in due sezioni simme- 
triche (n. 447 b), in quella di mezzo deve annullarsi; v. anche la nota 65); 
per cui in C dev'essere 

(643) n=0. (carico antisimmetrico) 


(5) Si dimostra anche per assurdo: Supposto che M, sia, ad es., positivo (fig. 889 a), inver- 
tendo i carichi diventerebbe negativo (fig. 889 b). Ma guardando la figura dalla parte posteriore, 
i carichi ridiventano quelli di prima, mentre M, rimarrebbe negativo, in con- 


M. trasto con l’ipotesi fatta. Quindi dev'essere .1/,=0. Lo stesso dicasi per Ng 
\ Con lo stesso ragionamento si riconosce che n, = 0. 
sb di Le quantità M,, N,, n; nella sezione di mezzo, provocate dal carico dato, 
c sono dunque uguali a quelle che si hanno col carico simmetrico (il n. 227 è 
un caso particolare). 
Pat In generale, per la sezione di mezzo C si può dunque dire che col carice 
» simmetrico sono nulle quelle quantità (7°, «,, =) che hanno il carattere del» 


l'antisimmetria, mentre col carico antisimmetrico sono nulle quelle quantità 
(Mx No Ne) che hanno il carattere della simmetria (non è che un caso par- 
ticolare del fatto che le forze simmetriche producono effetti simmetrici e che le forze antisime 
metriche producono effetti antisimmetrici). 

(*) In ogni caso la somma delle incognite che si hanno in ciascuna condizione di carico è 
uguale al numero delle incognite del caso dato (C. F. JODI: Strutture iperstatiche simmetriche, «L’Ine 
gegnere », 1929, n. 10). Per cui esse si presentano separate, ma non diminuite PI 
(a meno che non si usi il metodo delle deformazioni nel caso simmetrico @ ... 
quello delle forze nel caso antisimmetrico; nn. 447 db, 448 bd). f° 

(9°) Se invece la sezione C situata sull’asse ss è normale all’asse (fig. 890), 
col carico simmetrico si ha soltanto N(My => Ty = 0), mentre col carico an- ls 
tisimmetrico si hanno M, e 7.(N, = 0). Fig. 890% 


Fig. 889. 
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Le condizioni (642) e (643), applicate alla deformazione di una delle 
due metà della trave, si traducono in due equazioni che determinano M., 
ed N, nel primo caso (fig. 888 a), e in una che determina 7, nel secondo 
caso (fig. 888 b). Nel caso dato (fig. 888 c), le sollecitazioni in € si otten- 
gono sommando quelle esistenti nei due casi (n. 447 a); quindi sono le 
stesse M,, N., T. trovate. Esse consentono poi di calcolare immediata- 
mente le sollecitazioni in qualunque altra sezione (58). 

d) Terzo procedimento. Data una struttura simmetrica, se si assumono come 
incognite le sollecitazioni X,, X,... XA, e X1, X5... X; in un certo numero di cop- 
pie di sezioni S ed S’ simmetriche, e se si scrivono le equazioni di elasticità per 
la data condizione di carico (cioè senza scomporla in due come in a), le inco- 
gnite corrispondenti X, e X; si presentano in modo tale che se si sommano o si 
sottraggono opportunamente le equazioni due a due, si ottengono equazioni che 
contengono soltanto le somme X,+ 4; delle incognite due a due, o soltanto le 
differenze X; — .X{; ossia due sistemi con metà equazioni ciascuno, aventi rispet- 
tivamente come incognite X, + Xj 0 XA, — Xi; (5°). 

Se le incognite sovrabbondanti sono in numero dispari, conviene eliminare 
una (o un numero dispari) delle incognite (es. 769). 

Lo stesso procedimento si può usare col metodo delle deformazioni (incognite 
le rotazioni g, g’ e gli spostamenti ò, Ò’ in sezioni simmetriche). 

e) Qualunque sia il procedimento usato, il vantaggio principale con- 
siste dunque nell’ottenere due sistemi di n, ed ny equazioni contenenti 
rispettivamente n, ed n, incognite (n, + n, =, oppure n1+ Rs < 
n. 448 b), invece di un sistema di n equazioni con » incognite. Altri 
vantaggi sono indicati nel n. 448. 


Esercizio 764. — Studiare la trave della fig. 891 a). 
Soluzione. Scomposto il carico nelle due condizioni delle figg. 891 b, c), si ha 
una sola incognita in ciascun caso. 


p_1/2-i Nel caso b) si ha (n. 232) M.,.= M, = — (9/2)0?2/12, M,= 
ue = (g/2)2/24, T,= 0. 
= È vi Nel caso c) l’incognita 7, è determinata (fig. 891 c’) dal. 
EDILIZIA l'equazione (7, = 0) 
) 
IA 0) T.(1/2)*  (4/2)(4/2)t _ 7 ____ 391 
e 3E]T © any = da cui liana “ie 
0) uindi si ha anche M, = — M, = T1/2 + (gql/4)1/4 = ql?/64. 
P. Quindi si h he M M T1/2 + (ql/4)1/ q 
Oppure (n. 448 h) si ha direttamente (306) — M, = M,= 
Fig. 891. = (1/8)(g/2)(2/2)? = ql?/64. 


(3) Nelle strutture con molte incognite, i procedimenti d) e c) si usano spesso insieme, quando 
si assumono come incognite le sollecitazioni in sezioni simmetriche e quelle nella sezione C. 

(9) Si ha così la migliore separazione delle incognite, perchè risultano dimezzate in ciascun 
sistema di equazioni. Ad es., il procedimento è usato sistematicamente nella mia memoria: I por- 
tut? semplici o multipli incastrati, « Annali dei Lav. Pubbl. », 1927, fasc. 11, e nella parte generale 
dei mio volume citato nella nota 40. 
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Pertanto, nel caso dato si ha M, = — 1190?/192, M, = — 5ql°/192, M, = ql?/48, 
A = 1390/32, B = 3gl/32. » 


I momenti M, = — M,; nel caso c) si potevano anche pulci 


calcolare mediante la (645) (P = gdx/2): ; 


rene IA Gua 
2 

1? 
ti) s—a)1-20)do=-4=—- 1h. 3) (= 


Esercizio 765. — Studiare la trave continua della Te dA 
fig. 892 a). 6: Cami 
Soluzione. Trasformiamo il carico nelle due condizioni 
dele figg. 892 Db, c). 
Nel caso b) il momento flettente M, è determinato dalla condizione p, = 0 
(n. 447 c), ossia 


Fig. 892. 


Md, MA, (9/2 ; _ ql8 
DEI  3EI 24ET — dai Host 
Nel caso c) il Poe T,è determinato dalla condizione 7, = 0, ossia 
T1/2P | (T4/2, L (9/29. h_ è ie 
a be "nr 7 e Leger: 


Le sollecitazioni trovate M, e 7, sono anche quelle del caso dato a). Quindi 
si ottengono immediatamente anche i momenti sul primo e sul secondo degli 
appoggi intermedi 


Mi ir 
A 
2 4 (27-+1,)(22+ 31)" 

In questo caso però la soluzione è forse più sem- 
plice usando l'equazione dei tre momenti, nonostante 
le due incognite. 


Esercizio 766. — Studiare il telaio chiuso della 
fig. 893 a). 

Soluzione. Trasformiamo il carico nei due sistemi 
delle figg. 893 b, c). 

Nel caso b) le incognite M,, H, sono determinate 
dalle condizioni gp. = 0, £,= 0. Per tradurle in equa- 
zioni, si considera la deformazione della mezza strut- 
tura CBC,, pensata incastrata in C, (fig. 893 Db’). 
Mediante le note formule delle travi a mensola e del Cap. XVII, si ha ($,= 1/2EJ,, 
S,= h/EJ,, S3= W/2EJ 3) 


Fig. 893. 


_ d h (P/2)/2)! . (P/2)72 
M(6, ++) +48,(8 È nE 0 
(S, 2+ 9) + (8, D + 3 2EJ, 3 2EJ; 
si e 3. ep) Pe lp, (PM 
M(% 5 + 9A + (0 ET) + gg = 
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Nel caso c) Vincognita 7, è determinata dalla condizione 7, = 0, che si tra- 
duce in equazione considerando la mezza struttura ancora incastrata in C, (ti- 
gura 893 e’) (perchè la rotazione che in questo caso subisce questa sezione non ha 
influenza sullo spostamento di C in direzione verticale, n. 365 c): 


Esercizio 767. — Studiare il telaio chiuso della fig. 894 a). 

Soluzione. Trasformato il carico nei 
due sistemi delle figg. 894 b, c), e consi- 
derata metà della struttura, incastrata 
in C,, nel caso b) si determinano le 
incognite 1, e H, mediante le condi- 
zioni go = 0, È, = 0, e nel caso c) si 
determina l’incognita 7, mediante la 
condizione 7, = 0. Il procedimento è 
Fig. 894. analogo a quello dell'esercizio 766. 


Esercizio 768. — Studiare un tubo (o un serbatoio) circolare con diaframma, 
soggetto a pressione uniforme p in un solo scomparto (fig. 895 a). 

Soluzione. La struttura è sei volte iperstatica. Tuttavia si può studiare con 
tre sole incognite, che si pre- 
sentano separate, se sì trasfor- 
ma il carico in una condizione 
simmetrica (fig. 895 b) e una 
antisimmetrica (fig. 895 c), e se 
si utilizzano alcuni risultati già 
noti. Consideriamo un tronco 
di tubo di lunghezza unitaria. 

a) Carico simmetrico (fi- 
gura 895 b). In questo caso la 
sola incognita è la trazione X, 
che si ha nel diaframma, che 
si determina uguagliando l’au- 
mento del diametro A (figura 
895 b’) all’allunganuente del diaframma. Si ottiene così (93), (es. 509) l'equazione 


9 (p/2r? _a°-8 Xyt _ X,2r 
Es 47 EJ Es ” 
da cui (J = 1-s3/12) 
mps?/r DI n ps? 


T1= gii 8)+ 28/38)? 


Nelle sezioni del tubo prossime ad A o a B si hanno le sollecitazioni (es. 508), (91) 


Ù 


Xir _ ps? È p T, ei 


M,= si =" 82-38)” Ni=57> 
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b) Carico antisimmetrico (fig. 895 c). In questo caso il diaframma non è nè 
teso nè compresso (n. 447 e), per cui la distanza dei punti 45 rimane invariata. 
Separato il tubo dal diaframma (fig. 895 e’), consideriamo metà del tubo (fig. 895 e’) 
soxgetto al momento X,/2 e al taglio X,. 

Le incognite Y, e X, sono determinate dalle condizioni A4B = 0 e Pirido = 
= Wriazramma» Che per le (93), (537) o (543), (539) o (544), e per le (543), (544), 


(275), (269) diventano 


9 2), 9 (3/2)? n Kar 0 st (£,/2)r _Xagr? — p(2r_£,2r 
Es EJ 2 EJ i 2 J EJ 23AEI 2EI° 
Risolvendo. si ottiene 

4rpr? Ca Le __8pr LT+4.£ 
Ly 3(1° + s7=8)! ‘27 3)» To (1° + fr v 16 3): 


{il serondo termine entro parentesi è trascurabile rispetto a 1). 

c) Pertanto, nella condizione reale le sollecitazioni nelle due sezioni del 
tubo immediatamente al disopra del diaframma e immediatamente al disotto 
risultano rispettivamente 


N=pr, M=M,+X/2, T=-—X;/2-—X%; 
N=0, Me MX, L=X-Ia 


Con gli usuali valori di s/r, il primo termine delle espressioni di M e di T è 
molto minore del secondo, e quindi si può trascurare. 
Il diaframma è teso da X, ed è inflesso da p e da X, (fig. 895 e”). 


Esercizi» 769. - Studiare il portale della fig. 896 a) col procedimento del 
n. 447 d). 

Soluzione. Separata la trave dai piedritti (fig. 896 b), le tre incognite M,, 
M,, H sono determinate dall’uguaglianza delle rotazioni delle sezioni A; e A, 
e delle sezioni B, e 5B,, e dall'uguaglianza degli spostamenti orizzontali delle se- 
zioni 4, e B,. Per cui, utilizzando le (259), (261), (260), (262), (336) e ponendo 
8/3, = (VEI):(h/EJ)= 0, si ottengono le tre equazioni 


Q 
n Len+ 27,1) 4A 1 I B 
h 
BA P__ 1,42%, I,-2%) os 


Sommando le prime due, si ha Ai :H H: B, 
— (M,— IM) = (0/6(M,— M)— (9/6, I). 
Sottraendo la seconda dalla prima, si ha 


— (My+ M;) — Hh= (0/2XM,+ 1) —(0/2XM.+M); Fig. 396. 
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quindi, tenendo conto della terza, ossia di HfR = — (3/4)(M,+ M;), si ha anche 


— (M+ M;):4= (0/2X(M,+ M)—(0/2XM,+ Mi). 


Si ottengono così la somma $ e la differenza D di M, ed M;: 


20 =. 0_g_% 
0-1 (Mat MU); M—-M= 0+6 (Mu Ur). 


Note S e D, si ricava M,=(S+ D):2, M,=(S— D):2, ossia 


Mit My i 


Mil 1 8 ‘a = 
(a) ah. 
Col carico dato si ha (n. 237 ce) M, = — Q1/15, M,= — Q1/10, M,+M,= 


= — QU/6, I,— IM, = Q1/30; per cui risulta 


Mi) {100 0 \@, 
\ 


\_29-1® > 9+ 6/ 60° 


Si ha poi anche 


3 M+% 0 
4 h 20>1 4h° 


Per una diversa condizione di carico basta sostituire nelle (a) le corrispon- 
den.i espressioni di 3/, ed M, (n. 237 c); per cui la soluzione (a) è generale. 


448. Osservazioni sulle strutture simmetriche. 


&) Oltre al vantaggio riconosciuto nel n. 447 e), con la scomposi- 
zione dei carichi in un sistema simmetrico e uno antisimmetrico e con 
l’uso del secondo procedimento le equazioni di congruenza risultano più 
semplici, perchè si limitano a considerare la deformazione di mezza trave. 

b) Per quanto si è detto nel n. 447 b), conviene usare il metodo delle 
forze o quello delle deformazioni, secondo che il numero delle incognite 
è minore con l’uno o con l’altro. Per ciò può anche convenire di studiare 
il carico simmetrico col metodo delle deformazioni, determinando gli an- 
goli g, dai quali si deducono poi (n. 451 d) i momenti M,; e il carico an- 
tisimmetrico col metodo delle forze, che dà direttamente i momenti M,. 
Quindi si sommano i momenti M, ed M,. In tal modo, nel caso del por- 
tale semplice si ha una sola incognita per ciascuno dei due carichi (in- 
vece di tre incognite), e in casi più complessi si ha un vantaggio maggiore. 

c) Se la struttura ha due assi di simmetria s; ed s,, di solito uno ver- 
ticale e uno orizzontale, conviene scomporre il carico in quattro sistemi 
simmetrici o antisimmetrici rispetto a s, 0 a s,, col vantaggio che le 
incognite complessive si presentano maggiormente separate in ciascuno 
dei quattro casi. 

Ad es., nella struttura della fig. 897 a), nove volte iperstatica, si sostituisce 
il carico P con le quattro cendizioni delle figg. 897 Db, c, d, e). Nel caso b) (sim- 
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metria rispetto a s, e a sy) si hanno le tre incognite M., M;, M,, mentre T,= 
= Ta= T,= 0. Inoltre N, = 0, mentre N;, N, si ottengono mediante le condizioni 


di equilibrio della porzione della fig. 897 b/). 
Nel caso c) (simmetria rispetto a s, e antisim- 
metria rispetto a s,) si hanno le due incognite 
N., Ta; poi si ottengono 7, ed M, mediante 
l'equilibrio. Nel caso d) (antisimmetria rispetto 
a sj e simmetria rispetto a sy) si hanno le tre 
incognite T,, Ma, N,; mentre l’equilibrio de- 
termina N; ed M,. Nel caso e) (antisimmetria 
rispetto a sj e a s,) si ha l’incognita 7;;: men- 
tre l’equilibrio determina T, e T,. 

Si noti che le reazioni degli appoggi, che 
abolirebbero la simmetria rispetto a sy, sono 
nulle nei casi b) e d); mentre nei casi c) ed e) 
non disturbano l’antisimmetria rispetto a ss, 
potendosi pensare agenti per metà in basso del 
montante e per metà in alto (poichè si trascura 
la deformazione dovuta a N). 

d) Se si usa la scomposizione dei ca- 
richi, e si assume inoltre una struttura 
principale iperstatica (n. 444), le incognite 
sì presentano separate e inoltre il loro 
numero complessivo diminuisce. 


«P. 


e M Me: }, 
È 9) 

Mi N 

To 
TL an 


Ad es., nel caso di una struttura come quella della fig. 898 a), conviene assu- 
mere la struttura principale della fig. 898 b) (n. 444 b), che presenta le due inco- 
gnite M,, N, quando il carico è simmetrico, e la sola incognita T, quando è an- 


tisimmetrico (fig. 898 c). 


e) Se in corrispondenza della sezione di mezzo C esiste un appoggio 
semplice, col carico antisimmetrico la sua reazione V. è nulla (es. 291 d, 770). 


P/e 


Te P/ 


Fig. 898. 


Fig. 899. 


f) Una forza P normale all’asse di simmetria e agente nella sezione 
di mezzo C' (fig. 899 a) costituisce una condizione di carico antisimme-. 
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trica. Le reazioni orizzontali valgono — H, = H, = P/2. Se la struttura 
è a due cerniere, il problema è dunque staticamente determinato (es. 599). 

Anche una coppia M agente in C (fig. 895 b) è antisimmetrica. In 
questo caso si ha HA, = H,=0 (es. 599). 

Nel caso di un portale multiplo, una forza orizzontale P agente in 
un punto qualsiasi della trave orizzontale (fig. 899 c) è antisimmetrica, 
poichè (se si trascura l’influenza dello sforzo normale) si può traspor- 
tare nella sezione di mezzo C, oppure si può sostituire con P/2 applicata 
in A e P/2 applicata in 5. 

g) Un portale semplice a due cerniere soggetto a carichi antisimmetrici 


verticali è staticamente determinato, poichè si ha HA, = — H4= 0 (v. anche il 
n. 479 a). Il momento flettente nei piedritti è nullo. Se il portale è incastrato, è 
ancora H, = — H,= 0, e si ha la sola incognita M, = — 4. Il momento fiet- 


tente nei piedritti è costante. 

h) Nel caso di una trave soggetta a carichi antisimmetrici normali all’asse, 
le reazioni fittizie A*, B* (n. 212) sono tali che B* = — 4*. 

Essendo nulli nella sezione di mezzo CO il momento flettente e lo sposta- 
mento 7, se la trave è perfettamente incastrata agli estremi si può ottenere il mo- 
mento d’incasiro M, = — M, considerando la mezza trave CB come appoggiata 
in C e incastrata in B. Per cui, essendo MU, uguale al momento M, della mezza 
trave CB (n. 237 d), si ha 
(644) MH, = M;+ 0,5M, 
dove Mj ed M sono i morrnti d’incastro della mezza trave CB pensata per- 
feitrmente incastrata in C e in B. 

Nel caso di due carichi P e — P antisimmetrici (fig. 900), sì ottiene 
si Pab(b + a) Pal —a)l1— 2) 


(645) —H=M À = ne 


P P Quindi si possono anche calcolare i mo- 
Pre menti per qualunque condizione di carico sia 
antisimmetrico sovrapponendo gli effetti POSÒ 
Fig. 900. (es. 764). paeB_ a) 

i) Giova osservare come si effettua 


la scomposizione nei casi delle figg. 901 a, b, c). \P_{P |P_\P 
1) La scomposizione dei carichi (n. 447 a) si può usare Lit 
anche nel caso di strutture più complesse delle travi, nello Py |P P_|P PA 


studio delle quali consente spesso semplificazioni di gran mm 
lunga più importanti (v. ad es. i nn, 646 C, 649 a, d). ge Pay 


Esercizio 770. - Calcolare le reazioni degli appoggi TTI 


(fig. 902 a). 
Soluzione. Si ha una sola incognita sovrabbondante. 
Perciò, se si trasforma il carico dato nella condizione sim- dA | 2) 


metrica (fig. 902 b) e in quella antisimmetrica (fig. 902 c), is da 
non si ha separazione di incognite, ma si ha soltanto il Fig. 901. 


LE STRUTTURE A MOLTE IPERSTATICHE 335 


vantaggio che il caso b) è già noto (es. 247), mentre il d 2Q ù 

caso c) è staticamente determinato. co] 
Nel caso b) si ha C = 109/8, A = B= 30/8. fig 
Nel caso c) si ha (n. 448 e) C= 0, — A- 21= Q/2- 41/3, e: 

da cui - A= B= 09/3. i en 
Quindi nel caso a) risulta A= Q/24, B= 170/24, C= sm] 

= 300/24, (4+B+0= 2Q). Inoltre si ha 1, = — Q1/8 Qu ti 

{n. 227, es. 247). Fig. 902. 


Esercizio 771. — Una trave continua di sezione costante è costituite. da un 
grande numero di campate uguali (si considerano in numero infinito). Quesie 
sono, alternativamente, una soggetta a un carico uniforme g e una scarica (fig. 903 a). 
Calcolare il momento M, sugli appoggi, i momenti in mezzaria delle campate, 
e le frecce elastiche. 

Soluzione. a) Sostituiamo il carico con una condizione simmetrica e una anti. 
simmetrica (fig. 903 b, c). 

Nel caso b) ogni campata si comporta come fosse perfettamente incastrata 
agli estremi, per cui si ha HM, = —(g/2)l2:12 = — gl?/24, Mi» = (g/2)l2:24 = 
= ql°/48. 

Nel caso c) il momento M, è nu », perchè i carichi + g/2 e — g/2 agenti 
sulle due campate adiacenti a un appoggio generano momenti uguali e di se- 
gno contrario. Quindi ogni campata si comporta come 
fosse liberamente appog iata, e i momenti in mezza- 
ria sono M/»a= +(9/2)l-:8 = + gql?/16. 

d; «aprir zir Pertanto, nel caso dato i momenti sugli appoggi (7°) 
e quelli in mezzaria delle campate cariche e di quelle 


IR ql2 è . 
Pea scariche risultano 


29/2 


5 = = x = LE Mila} 0° _(+ ql?/12 
i atte ni, 4816 gh 245 


Fig. 903. @ da 7 
e il diagramma 1 è quello della fig. 903 d). 


b) La freccia in mezzaria delle campate cariche risulta (276), (270) 
p= 5q1* Ml __5al' o, (-ql/24)2 39 
— 384EJ' SEJ  384EJ' SEI 384ET° 


La freccia in mezzaria delle campate scariche è 


(innalzamento) 


Esercizio 772. — Idem. Ciascuna campata è soggetta a un carico P uguale 
per tutte e agente in uguale posizione (fig. 904 a). Determinare il diagramma. 
del momento flettente. 


(°) Era facile prevedere senz’altro che îl momento sugli appoggi vale la metà del momento” 
— q12/12 che si avrebbe se g agisse su tutte le campate. perchè i carichi g sulle campate adia- 
centi a un appoggio contribuiscono in uguale misura a generare il momento M,. 
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Soluzione. Si tratta di un caso di carico antisimmetrico, poichè se si inver- 
tono i carichi P (e le reazioni) (fig. 904 b), poi si ruota la trave di 180° intorno 
alla verticale per uno dei punti di mezzo v dei tratti a 
o per uno dei punti di mezzo v dei tratti b, si ritrova 
la trave nelle condizioni iniziali (fig. 904 c). 

Perciò il momento flettente deve annullarsi nei 
punti « e v. Quindi il diasramma M si ottiene trac- 
ciando i diagrammi semplici triangolari di altezza 
Pab/l e conducendo la retta di riferimento, orizzon- 
tale, a metà di tale altezza (fig. 904 d). Il momento 
positivo sotto i carichi P e il momento negativo sugli 
appoggi risulta + Pab/21. 

Come verifica, nel caso particolare di a=b=1?2, 
nel quale ogni campata si comporta evidentemente come perfettamente inca- 
strata, i due momenti risultano + P7/8 (326), (325). 


Fig. 904. 


Esercizio 773. — La stessa struttura dell’esercizio 766, ma con Jj,=J,. 

Soluzione. La struttura ha due assi di simmetria s, ed s, 
(fig. 905 a). Quindi si può sostituire il carico dato coi quattro 
sistemi di forze delle figg. 905 b, c. d, e), 
che sono ora simmetriche, ora antisimme- 
triche rispetto a sj, 0 2 82. 

Nel caso b) si ha la sola incognita IM, 
(oppure M;). Se si considera la quarta 
parte della struttura libera in C e inca- 
strata in D (o viceversa), la condizione 
è pg-= 0 (oppure g: = 0). 

Nel caso c) si ha la sola incognita T,. 
La condizione è É, = 0 se C è incastrato. 

Nel caso d) si ha la sola incognita 7,. 
La condizione è 7, = 0 se D è incastrato. 

Il caso e) è staticamente determinato. 

Vale l’osservazione del n. 448 c) ri- 
guardante le reazioni degli appoggi. 


Esercizio 774. — Studiare un anello 
soggetto a due forze P uguali e opposte Fig. 906, 
(fig. 906 a). 


Soluzione. Sostituiamo il carico dato coi due sistemi di forze delle figg. 906 D. c). 

Il carico b) è simmetrico rispetto a s1, per cui in C si ha la sola incognita X, 
(N, è nullo per ragioni di equilibrio), determinata dalla condizione g, = 0; ed è 
simmetrico anche rispetto a s,, per cui la sezione D non ruota, e si può pen- 
sare incastrata (fig. 906 b’). Quindi la condizione diventa (543) 


(14 


ar ,P_F Di 
135E5+ 3 EJ | (co80—cosadw=0, 


0 


—_ X 
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i ___—___—. 


da cui 
Pr 
X,= — (sena—acosa). 
x 
Il carico c) è antisimmetrico rispetto a s,, per cui in C si ha la sola incognita 


X,, determinata dalla condizione N = 0; ed è simmetrico rispetto a ss, per cui 
in Dsi ha g3=0, Na = 0. Perciò la condizione diventa (fig. 906 c’) (544) 


a 
3 I° Pg f 
—Xigjt 3 Ej | (cos © — cos a) cosm do = 0, 
0 
da cui 
P 
Ag = (a — sen a cos a). 
x 
Nella condizione reale, nella sezione C si ha M,= — Lg Di me 


Per a = 60° i risultati coincidono con quelli dell'esercizio 589; per a = 90° 
coincidono con quelli dell’esercizio 503. 


Esercizio 775. — Studiare la struttura della fig. 907 a), sei volte iperstatica. 

Soluzione. La struttura è simmetrica rispetto a 
8, © & sg; per cui conviene sostituire il carico dato 
con le quattro condizioni delle figg. 907 b, c, d. e). 

Nel caso b) si hanno le due incognite M; ed V,. 
Le condizioni sono gi; = 0 ed 7,= 0), rispetto a 0 
pensato incastrato. Se si usa ad es. il teorema di 
Castigliano, le equazioni risolventi sono 


(M_dM =» 
[ar vg 
M_dM 
I SN; ds = 0. (estese a DFC) 


Nel caso c) si hanno le due incognite M; ed N,. 
Le condizioni sono gi = 0 ed pa = 0, rispetto ad E 
pensato incastrato. Quindi le equazioni sono le stesse, 


estese però a DFCE. Eito DOT: 
Nel caso d) si ha l’incognita 7, con la condizione É; = 0. L’equazione è 
pa n 
53 Sr s= 0. (estesa a DIC) 


Nel caso e) si ha l’incognita T,, con la condizione é, = 0. L’equazione è la 
stessa, estesa però a DFCE. 
Ottenute le sollecitazioni relative ai diversi casi, si sovrappongono gli effetti. 


Esercizio 776. — Studiare la struttura della fig. 908, costituita da quattro 
travi collegate tra loro nei punti d’incrocio. 

Soluzione. a) In generale la struttura è quattro volte indeterminata, e le inco- 
gnite sono le reazioni mutue nei punti d’inerocio. Per la simmetria rispetto agli 
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assi s, ed sy, conviene sostituire il carico P dato con le quattro condizioni seguenti: 
1°) quattro carichi + P/4 nei punti d’inerocio; 2°) carichi + P/4 nei punti e, f 
e — P/4 nei punti g, h; 3°) carichi + P/4 nei punti e, g e — P/4 nei punti f, h; 
4°) carichi + P/4 nei punti e, A e — P/4 nei punti f, g. 

In ciascuno dei quattro casi le reazioni mutue sono uguali nei quattro punti 
d’inerocio; quindi si ha una sola incognita in 
ciascun caso. Nel caso 1°) le forze sopportate 
dalle travi A,B,, A{B{ sono P/4— X,, e le forze 
sopportate dalle travi 4A,B,, A3B; sono le X,. 
Nei casì 2°), 3°), 4°) le forze sono rispettivamente 
P/4—X, e X,, P/4—X3 e X, P/4-Xye Xe 

In ogni caso la condizione determinatrice 
della X è l’uguaglianza dello spostamento di un 
punto d’incrocio pensato appartenente a una 
trave e all’altra. La traduzione in equazione è 

Fig. 908. semplice, e sono pure semplici le espressioni degli 
spostamenti da utilizzare (n. 226 d). 

Le reazioni mutue del caso effettivo si ottengono poi sommando algebrica» 
mente X,, Xa, X3, Ly (73). 

b) Se le quattro travi sono uguali, si hanno due sole reazioni X uguali negli 
ineroci contigui a quello caricato con P. D'altro canto, i casi 1°) e 4°) sono stati. 
camente determinati, mentre i casi 2°) e 3°) non differiscono tra loro. 


B) STRUTTURE I CUI NODI NON SI SPOSTANO. 


449. I casi in cui i nodi non si spostano. 


Lo studio di una struttura complessa è molto facilitato, e si può 
eseguire con metodi semplici, e talvolta in modo immediato (n. 445 c), 
quando i nodi, pur potendo ruotare, non subiscono spostamenti. Se si 
tenesse conto della deformazione dovuta allo sforzo normale N, ciò acca- 
drebbe assai di rado; come pure di solito non accade quando intervengono 
delle variazioni termiche che fanno variare le lunghezze delle diverse 
travi della struttura. Ma anche quando le variazioni di lunghezza 4! delle 
travi siano trascurabili, gli spostamenti possono tuttavia manifestarsi 
come conseguenza della flessione delle travi stesse. Quindi essi sono 
nulli quando, insieme alla condizione 42 = 0 (nota 8), si verifica ad es. una 
delle seguenti circostanze: 

1°) Alcuni nodi della struttura sono vincolati a corpi fissi, mentre 
le travi sono disposte in modo da impedire lo spostamento degli altri 


(1) Questo problema è svolto in modo dettagliato (probl. 28) nel volume di W. L. ANDRÉB 
citato nella nota 64. 
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nodi; ciò che si verifica, ad es., nel caso della 
tig. 909 (72). 

2°) La struttura ha le travate orizzontali 
ed è simmetrica e caricata simmetricamente. 

I nodi di un portale subiscono, in generale, 
degli spostamenti orizzontali anche se i carichi 
sono verticali (nota 119). Tuttavia se il portale 
è multiplo, tali spostamenti sono tanto più piccoli quanto più numerosi 
sono i piedritti. Per cui, anche in mancanza della simmetria della strut- 
tura e del carico, il calcolo si può talvolta eseguire con approssimazione 
sufficiente, supponendo che i nodi non si spostino. Però è necessario es- 
sere cauti, poichè gli spostamenti, anche se piccolissimi, possono avere 
notevole influenza sui risultati (es. 784, 793) (73). 

Nel caso delle strutture simmetriche con piedritti verticali (nota 85), 
soggette a carichi verticali, per non avere sposiamenti orizzontali non è 
necessaria la simmetria dei carichi, ma basta (n. 461 d) che siano uguali 
e di versi simmetrici le ZH nei nodi simmetrici. 


450. L'equazione dei quattro momenti. 


a) L'equazione (348) dei quatiro momenti (insieme con quelle dei 
nn. 451, 468, 471) presenta in sommo grado i seguenti vantaggi: 1°) forma 
semplice e invariabile, che consente di scrivere rapidamente e in modo 
pressochè automatico (n. 443 a) il sistema delle equazioni di congruenza 
necessarie per studiare una struttura complessa qualsiasi, specie se co- 
stituita da travi rettilinee; 2°) non vengono aggravati gli errori di 
approssimazione (n. 443 b), perchè i momenti veri J}/ sono poco diversi da 
M.: 3°) i coefficienti della diagonale principale sono nettamente prevalenti 
sugli altri, ciò che rende possibile la risoluzione per iterazione e quella 
del n. 442 (n. 443 c); 4°) ciascuna equazione contiene al massimo quattro 
delle incognite complessive (mentre i termini noti dipendono soltanto dai 
carichi agenti sulle due travi prossime al nodo che si considera); 5°) le 
incognite sono omogenee tra loro n. 443 e), essendo tutte momenti 
(salvo il caso in cui i nodi si spostarro, n. 466 b, neta 122). 

L’equazione dei quattro momenti fu già dedotta e applicata nel n. 250; 
tuttavia aggiungiamo qui alcune osservazioni e alcune ulteriori applicazioni. 


(*) GM spostamenti verticali sono impediti dall’invariabilità delle altezze dei piedritti. Gli 
spostamenti orizzontali dei nodi 4, B, C sono impediti dalla trave CD fissata in D: quelli del 
nodi £, F sono impediti dalla trave obliana ZA che collega il nodo F al nodo fisso 4; e quelli dei 
nodi G, H sono impediti dalla trave HI fissata in I (v. anche la fig. 882 c). 

(#3) Un primo esempio dell'influenza talvolta essenziale degli spostamenti si vide nel Cap. XL 
nota 10. Un altro esempio è dato dal portale incastrate simmetrico soggetto a carico antisimme- 
trico sulla trave, nel quale M è costante lungo i piedritti (n. 448 g); mentre invece se lo sposta» 
mento dei vertici fosse nullo, 3f varierebbe da M, in alto a — 2/,/2 in basso (es. 243). 
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b) Supponiamo per ora che i nodi non si spostino (n. 449) (il caso 
in cui i nodi si spostano verrà studiato nei nn. 468, 467). Considerate 
due travi prismatiche consecutive, come ad es. la C,-1C, e la C,CHi 
(fig. 910 a, b), l'equazione dei quattro mo.nenti si può scrivere nei due modi 
seguenti (n. 245) 


(646) (MM, + 2M)6,-, + (2M//+ M,,)6, = 
= (Mi, + 20)S-, + QM7 + M)9,, 


_ S, 
(647) (3122, +20) + (@MP + Me, = (AT. 
vee w 


Nella forma (646) i carichi figurano mediante i momenti 1 d’incastro 
perfetto, e nella (647) mediante le reazioni fittizie A* e B* (n. 237 c). 
La (646) si ricorda più facilmente, per- 
chè il secondo membro è formalmente 
uguale al primo (?*). 

Scrivendo l'equazione dei quattro mo- 
menti per ogni coppia di travi conseca- 
tive, si ottengono tante equazioni quante 
sono le incognite 1. Così ad es. si scrive 
(fig. 910) per la coppia di travi C,-10, 
e 0,0,-:, e per la coppia 0-10, e C,0,,ì 
ma non si scrive anche per la coppia 
C.C e C,C,4+:, perchè l’equazione sa- 
rebbe conseguenza delle prime due. 

I quattro momenti incogniti si riducono a tre nel caso della trave 
continua (cioè non solidale coi piedritti, bensì solo appoggiata) (n. 245), 
perchè i momenti M/ ed 1M/' prima e dopo l'appoggio sono uguali; e 
nel caso in cui il nodo sia un vertice, come A, nel quale concorrono 
due sole travi. Tuttavia i momenti noti M rimangono quattro, essendo 
generalmente diversi i momenti d’incastro perfetto nelle due campate. 

c) Se negli estremi A e B si ha una cerniera, le incognite M, ed 
M, si annullano nella prima e nell’ultima equazione. Se invece si ha un 
incastro, si hanno in più le incognite M, ed M,, ma si hanno anche le due 
equazioni supplementari (347), riguardanti la prima e l’ultima campata: 


Sl2(M2— MH) + (M1— M,)] = 6% 
S[(M,—- IM) +2(M,— M.)] = 680, 


essendo a, fo gli eventuali cedimenti angolari noti in A e in B. 


Fig. 910. 


(648) 


(9) Se EJ è costante in tutte le travi, in luogo di S,-1 e CA figurano /r-1 ed 2, nella (646) 
e nel primo membro della (647), mentre il secondo membro si riduce (3411) a — 6(B#_, + 4%). 
I termini 27, + M; ed M, + 2}, sono le costanti di Winkler, che si trovano in vari ma- 
nuali per diverse condizioni di carico; eppure si deducone da M, ed M,; (n. 237 c). 
L’equazione dei quattro momenti è dovuta a F. BLEICH (nota 122) 
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d) Giova osservare che i momenti incogniti si ottengono in funzione dei 
momenti M d’incastro perfetto, oppure delle reazioni fittizie A*, B*. Perciò i 
loro valori sono gli stessi per ogni condizione di carico alla quale corrispondano 
gli stessi valori degli M o delle 4*, B* (caratteristica che è comune anche ad altri 
metodi, nn. 451, 468, 471). Ciò che talvolta consente di ottenere la soluzione per 
una nuova condizione di carico, deducendola da quella relativa a un’altra con- 
dizione (75). 

e) Spesso si possono utilizzare le equazioni dei quattro momenti anche per 
determinare le linee d’influenza delle incognite M (es. 779). 

]) Si noti che lo studio di un portale simmetrico e caricato simmetrica- 
mente, i cui nodi non si spostano, non differisce da quello della trave continua 
di tre campate che risulta allineando i piedritti e la trave (es. 799). Ottenuti 
i momenti mediante l’equazione dei tre momenti, la spinta nel portale si deduce 
nello stesso modo come la reazione verticale degli appoggi (o degli incastri) di 
estremità della trave continua (es. 777, 778, 779). 

Esercizio 777. — Studiare il portale simmetrico a due 
cerniere della fig. 911, caricato simmetricamente. ei 

Soluzione. Il momento Ma, è nullo, mentre UM, = M. 
Perciò la (646) applicata alla coppia di travi AjA e AB 
diventa 


He Hi: 


Fig. 911. 


20,6,+ 3M,6= 3,6; 
da cui (0 = 8/S = VEJ :1/E,J,= E,J;1/EJh) 


30 


(649) M.= 333 


MH. 


La spinta 7 è data da | M.|:h. 


Esercizio 778, — Idem, incastrato (fig. 912). 

Soluzione. Essendo pegno il piedritto (3 = 0) e avendosi a, = 0, la prima 
delle (648) dà V, = — /,/2, in armonia con la (313). 

Quindi la (646) spillone alla coppia di travi A, A e AB diventa 


(— M,/2+ 2M,)8,+3M,$= 3M,$ 


av ; 


da cui (0 = S/S,) 
(650) M,= 5a 

La spinta H è data (229) da H= (M, "ini Ma): h, ossia (312) da H=—3M,/2h, 
e risulta espressa da 


(651) H= 


(*) Quando sia carica una sola delle travi e con carico simmetrico, e quindi i due momenti 
M alle sue estremità siano ugnali, si ottengono i momenti incogniti in funzione di 11/: ossia per 
qualunque carico simmetrico su quella trave. Analogamente per carico antisimmetrico. Q uindi 
(n. 447 a) anche per qualsiasi carico sulla stessa trave. 
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Esercizio 779. — Tracciare le linee d'influenza di H e di M, (fig. 913). 
Soluzione. La spinta H non cambia (n. 227) se si sostituisce il ca- 
rico 1 con due carichi 1/2 simmetrici. A questi corrisponde 
(es. 259) HM, = — (1/2)e(1— x):1 Quindi, per la (649), la 
H, ossia l'equazione della linea H, risulta 
|M.l __39 xl_—2) 


52 silla — 2) 
inni, A k 39=2° 24h 


. (parabola) 


I momenti 1, ed MM, sono uguali tra loro, dovunque 
agisca il carico 1, perchè M,= M, = —Hh. Perciò l’equa- 
zione della linea M, o M, differisce da quella della linea H 
Fig. 913. solo perchè ha il segno meno e non ha il divisore A. 


Esercizio 780. — Studiare il portale simmetrico a tre piani della fig. 914, ca- 
ricato simmetricamente sulle travi orizzontali. 8 

Soluzione. Le incognite sono i momenti M,, M,... Ms. 

L'equazione (646) dei quattro momenti, applicata alle coppie 7 
di iuuviae db, aec, ced, c ed e, e ed f, fornisce le cinque equazioni * pe 


(31,4 2M,)S + 3M4;% = 3H,% , 
| (M,+ 2M3)Sa + (2M+ M;)8, = 0 25: 
{ (DI, + 2M4;)® + 3.46Sa = 3M,%; 
(My + 2M;)C, + (2M,+ M3)6,= 0 1 
(M,+ 243)S, + 38, = 30M. Fic. 914. È 


Si hanno poi le relazioni di equilibrio dei nodi M, = M,— M,. Myi= M;— 
— M.. Inoltre, non avendosi spostamenti orizzontali, è (315) Mi=— M;2. 
Si possono così eliminare le tre incognite M,, Ms, HM, ottenendo un sistema di 
cinque equazioni con cinque incognite. 


451. L'equazione delle cinque rotazioni. 


È questo il procedimento tipico del metodo delle deformazioni, che 
riprenderemo, più in generale, nei nn. 463, 469, 471. 

Consideriamo una struttura costituita da un certo numero di travi 
prismatiche (fig. 909) (7°), tale che i nodi, pur potendo ruotare, non su- 
biscano spostamenti (n. 449). In questo caso lo studio è spesso sempli- 
ficato se si usa l’equazione delle cinque rotazioni. 

a) Convenzioni sui versi positivi dei momenti e delle rotazioni. Per 
evitare i facili errori di segno, è opportuno usare una convenzione diversa 
da quella solita (nn. 199 a, 212) per i versi positivi dei momenti I e 
delle rotazioni g alle estremità di ciascuna trave (7). 


(?*) Se le travi sono di sezione variabile, si veda il n. 453 c). 
(©) Queste convenzioni, diverse (per il momento e per la rotazione di destra) da quelle usate 
costantemente nei Cupp. X, XI, XII (figg. 263 a, 394 b), eliminano auche l’inconveniente che per le 
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Isolata dalla-struttura una trave RS (orizzontale, o verticale, o incli- 
nata), soggetta a carichi qualsiansi e ai momenti M, ed M, che i nodi È 
«d S le trasmettono, consideriamo M, ed M, positivi se destrogiri (fig. 915). 
Indicati con M, ed M, i momenti d’incastro perfetto (dipendenti dalle 
componenti normali dei carichi agenti sulla trave (?5)), consideriamo 
anche M,ed M, positivi se destrogiri (quindi nell’estremità È di sinistra 
M, è di solito negativo). Infine, consideriamo anche le rotazioni 9, e p, 
cui ruotano le estremità KR ed $S positive se destrogire. 

b) Per l’ipotesi che i nodi R ed S non si spo- 


ae . Mys@r $) 
stino (ò = 0), e con le convenzioni fatte sui segni ° 
&- lrs Msr,Ps 


dei momenti e delle rotazioni, le (334), oppure le 


(331), diventano (9, = a, gs = — }) Fig. 915. 
ne 2EJ ca 2EJ sa 
(053) M,= na 2p, + pp) +M,, M,= 1 (29 +9.) +M. 


s 


Nei nodi R ed S concorrono più travi, per cui è necessario distin- 
guere i momenti alle estremità della trave RS con due indici: con 
DI indichiamo il momento all’estremità R della trave RS (per distin- 
guerlo dal momento M,, in un’altra trave RT), e con M,, il me- 
mento all’estremità S della stessa trave. Invece per gli angoli g basta 
un solo indice, perchè la rotazione 9, è la stessa per le estremità di tutte 
le travi che concorrono nel nodo R; cioè g, è la rotazione che subisce il 
nodo R; e con ciò si tiene già conto della evidente condizione di con- 
gruenza imposta dalla solidarietà delle varie travi che concorrono in un 
nodo (n. 445 a, c). Pertanto, le (653) diventano 


(6531) Ma ni N;:(2®, + Pa) + Man Mg, “si Ns(29, + Pr) “ M, ’ 
essendo 


(654) N" 


A sua volta la trave RS trasmette al nodo R il momanto M,. cel 
verso opposto, e lo stesso fanno tutte le travi che concorrono in È. Quindi 


travi verticali non esiste un’estremità sinistra e una destra; ciò che farebbe cambiare il segno 
di M e di ® seconde che si guarda Ja trave da una parte o dall’altra, cioè secondo che la trave si 
percorre in un verso o nell’altro. Con le nuove convenzioni, invece, i segni di M e di g risultano 
inAinendenti da ciò; mentre d’altro canto è semplificata la scrittura delle equazioni, non essendo 
più necessaria una speciale e costante attenzione sui segni dei rari termini. Queste convenzioni 
valgono per i metodi dei nn. 451, 461, 463, 468, 469, 470, 471, 472, 473: tuttavia può essere op- 
portuno adottarle anche usande l’equazione dei quattro e dei sei momenti (na. 487), specie quando 
qualche trave dev’essere percersa prima in un verso poi nell’altro. 

Si deve poi ricordare che il momento flettente nell'estremità S di destra è dato da — M,, 
ossia si ottiene caunbiando segno a M,. 

(73) L’influenza dei carichi si potrebbe anche esprimere mediante le reazioni fittizie R* ed 
S£*, usando le (331); ma le equazioni risulterebbero meno semplici delle (653). 
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per l’equilibrio del nodo È dev'essere 
(655) IM 4=0; 


estesa a tutte le travi che concorrono nel nodo R dai nodi I circo- 
stanti a R. 

Se ora nella (655) sostituiamo le espressioni dei momenti M,; per 
tutte le travi concorrenti nel nodo X, analoghe alla prima delle (653,), 
e teniamo conto della costanza di g, per tutte queste travi, otteniamo 
l’equazione delle cinque rotazioni 


(656) 29 SN 1+ETNagi +ZH=0. 

I termini noti ZI, si scrivono immediatamente usando la tabella 
del n. 237 c), o altre più complete (7°). 

Le (655), e quindi anche le equazioni (656), sono tante quanti sono 
i nodi: e altrettante sono le incognite g (una per ogni nodo) che in esse 
compaiono. Risolto il sistema (656), si sostituiscono i valori ricavati delle 
rotazioni g nelle (653,) e si ottengono i momenti Ms, Mg, alle estremità 
di tutte le travi della struttura. Dopo di che il momento flettente nelle 
estremità di destra si ha cambiando segno ai momenti M,, (nota 77). 

Quindi si possono tracciare i diagrammi del momento fiettente per 
tutte le travi. 

c) Se in un nodo agisce una coppia esterna 1/, destrogira, per esso 

la (655) diventa ZM,, = M.; per cui il secondo membro della (656) è 
M, anzichè zero. 

d) Se una trave AC (di solito i piedritti) è perfettamente incastrata 
al suolo in A, si deduce subito I, da Ma mediante (313) ) M.,= Mal? 
(col segno + per la nuova convenzione), se la trave è scarica. Altrimenti 
si ha (653,) Ma = Na@: + Ma; essendo gp, = 0. 

e) Se una trave AB è vincolata a cerniera a una delle estremità, 
ad es. A, si potrebbe trattare come se la cerniera non esistesse (°°); ma 
è più semplice tener conto subito della cerniera: 

Nella prima delle (653,) si pone M.,=0, e nella seconda, invece di 
M vas SÌ pone il momento M., corrispondente all’incastro perfetto in B e 
alla cerniera in A (n. 237 d). Quindi, poichè ((292) o n. 458 5) la rota- 
zione g; di B provoca nell’estremo articolsto A una rotazione Pa = — Y/2; 
le (653,) diventano per la trave AB 


2liala 3” 


la 


(653) Ma=0, Mue= + MM. = N29») + Haas 


(?) V. ad es. F. TARABEYA: Ra&kmentafeln, pagg. 4-10, Berlino, Springer, 1930. 

(&) Si introdurrebbero nelle (653,) 3/7 ed Mb, come se la trave fosse incastrata; dalla prima 
si ricaverebbe la rotazione «3 dell’estremità A (diversa da 7, del nodo A), sapendo che Ma = 0; 
quindi nelle (656) si sostituirebbe per l’incognita 0g il valore trovato; infine, risolto il sistema 
656), si otterrebbe _/,, sustituendo 4g € 4, nella seconda delle (653]). 
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essendo 


{654,) No = 


laò 


Perciò scrivendo le (656) si tiene conto per la trave AB delle (653,) in- 
vece delle (653,); ossia non si scrive il termine contenente gy, si intro- 
duce N;, in luogo di N,,, si pone M,= 0, e si usa M,, invece di J/.,. 

7) Nel caso di una struttura simmetrica e caricata simmetricamente, 
si può limitare lo studio a metà struttura. Se sull’asse di simmetria 
esiste un piedritto, i nodi che gli appartengono non ruotano; quindi la 
mezza struttura, ad es. di sinistra, si considera perfettamente incastrata 
in corrispondenza di tali nodi (nota 109). Se invece esistono delle travi 
bisecate dall’asse di simmetria, per queste si ha N” = £J/1 (v. il n. 464 a) 
(es. 785 d). 

g) I pregi principali delle equazioni delle cinque rotazioni sono evi- 
denti: 

1°) Le incognite @ sono spesso in numero minore (n. 446 a) delle 
incognite M del metodo delle forze (equazione dei quattro momenti). 

2°) Ogni equazione contiene un numero ristretto delle incognite g 
complessive, e cioè la g, del nodo R del quale l'equazione esprime l’equi- 
librio e le g; dei nodi che circondano £. Per gli ordinari telai con travi 
orizzontali e verticali, le incognite sono 5 per i nodi interni (*) (una di 
meno se il nodo appartiene al primo ripiano, perchè il piedritto è inca- 
strato al piede), 4 per quelli esterni, 3 per quelli d’angolo. Per i portali 
multipli le incognite sono 3 per i nodi intermedi e 2 per quelli estremi. 

3°) Le (656) si scrivono con la massima facilità, e senza incertezze 
sui segni. 

4°) Il coefficiente 22°N,, dell’incognita 9, è prevalente rispetto ai 
coefficienti N,, delle incognite g;, tanto più quanto maggiore è il nu- 
mero delle travi che concorrono in AR. Nel caso dei telai con travi oriz- 
zontali e verticali. questo numero è 4 per i nodi interni, 3 per quelli 
esterni, 2 per quelli d’angolo; per cui, mediamente (esattamente se tutte 
le N fossero uguali), tale coefficiente è 8-6-4 volte maggiore degli altri (2). 

h) Per evitare che le caratteristiche N delle travi siano misurate 
da numeri molto grandi e le rotazioni g da numeri molto piccoli, conviene 
assumere come unità il chilogrammo e il metro (/ in m, J in mi, E in 
kg/mq), ed esprimere le N in milioni di kgm, ossia introdurne i valori in 
kgm nelle (656) tralasciando il fattore 108; ciò che fa ottenere i valori 
delle rotazioni g a meno del fattore 10-°. Quando poi questi si sostitui- 
scono nelle (653,) per determinare i momenti M, si ha il compenso. Se 


(#) Si chiamano equazioni delle cinque rotazioni perchè questo è îl caso più frequente. 
(*) Quindi la corwlizione indicata nella nota 29, sufficiente per la convergenza del metodo 
di iterazione, è generalmente soddisfatta per tutte le equazioni. 
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interessa conoscere anche le rotazioni g dei nodi, basta moltiplicare per 
10-* i valori trovati. 

Oppure, se E è costante per tutte le travi, si può tenere £ in evidenza, 
perchè poi si elimina (es. 786). 


Esercizio 781. — Studiare la struttura della fig. 916, essendo 7, = 8 m. 1, = 
J,= 0,04 m', J3 = 0,02 m', P=3t,Q= 

Soluzione. Le caratteristiche delle due travi, 
(E = 2- 10° kg/mq) (3), risultano 


5m, 
supposte di cemento armato 


N, = 2EJ,/l,j= 20-1065kgm, N, = 2EJ,/l, = 16 - 106 kgm. 


I momenti d’incastro perfetto (n. 237) valgono 


My, = — 4Pl,/27= — 3556 kgm, = M.,=+ 2P1,/27=+ 1778 kgm, 
My,=+Q4/15 = + 667», I,,=—Q1/10 =—1000 » . 
Si ha la s 


sola incognita @,; per cui le (656) si riducono all’equazione (n. 451 kh) 
2N,+ No)pa + Mac + Ma = 0, ossia 7a — 2889= 0; 
da csi Pa = + 40,125. 
Sostituendo @, nelle (653,), si ottiene 


Mx = Ma: + Ni(2@a) = — 1951 kgm, = My = My + N(2a) = + 1951 kgm; 
Mo = Ma+ Na =4+2580,5 » ,  Ma= Mua+ Na =— 358 » . 


Il momento flettente alla sommità del piedritto è — M,,, e quello in Cè — M 
La rotazione gg vale 40,1: 10-8 = 0,0000401 radianti. 


Esercizio 782. - Studiare il portale simmetrico della fig. 917, caricato sulla 
trave AB in modo anche non simmetrico, ma tale che i momenti d’incastro per- 
fetto in 4 e in B siano uguali (n. 449) (lo sono se P = 99/20). 


Fig. 916. Fig. 917. Fig. 918. 
Soluzione. I nodi non si spostano (n. 449). Si ha la sola incognita ga, perchè 
o = — Pa Quindi, posto 2EJ,/l, = N), 2EJ,/l,= N,, risulta l’equazione 
Da . — M 
AN + No)pa — Niba + Mao = 0; da cui Pa = RT 


(*) Il valore di F interessa solo se si vogliono conoscere i valori degli angoli g; ma non ha 
inflnenza sui valori dei momenti M, perchè si elimina quando poi si sostituiscono le rotazioni @ 
nelle (653,) (purchè i vincoli esterni non siano cedevoli, es. 240). 
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Sostituendo g, nella prima delle (653,), si ottiene, in armonia con la (650 
na 7 2N, 297 ,_ Na 
Io = Mo, = Ha + N@a = N 5N Uw= grillo. (0 na n) 
Inoltre si ha M.,, = î 


Moa,/2 (ma come momento flettente è — .1{,, /2, nota 77) 


Esercizio 783. — Idem, per il portale a due cerniere 
Soluzione. In questo caso si ha (653), (653,) ( Moa, = 0) 


Mn= Hn+ 


po N1(2@a ta Pa) , Hai == N3(2Pa) . 
Quindi la (656) diventa (n. 451 e) DS 
. _ Mo 
2(N+ Ni)pa — Nipa + Mp=0, da cui Pa = N+2N1° 
Sostituendo Ga nella prima (o nella seconda), si ottiene, in armonia con la 
(649), 6 
2N; > 1,5N, + 3 ETA 
= ] °° ? M,=> Mas 
Ma = yi +20 = 7416, 0 = 3942 


Psercizio 784. — Studiare il portale simmetrico della fig. 918, supponendo 


nullo lo spostamento n. (n. 449); e valutare l’errore che in tal modo 
si commette, nel caso di N, = N, = N, ossia di 0 = 1. 


Soluzione. La (655) fornisce le due equazioni 
4Npa+ Nor + Mo=0, 4NP, + Npu+ Ua= 0, 
la cui soluzione è sa __ ne 
_ Mot Ma mn 
Pa TT 15N * 1: 
Sostituendo nelle (653,), si ottiene 


5; , su Mia 83, — 2, 
Mo == Mu sa N (2a + (99) = Sile Sole , Mpa = —* 15 » . 
Nel nostro caso si ha (n. 237 c) I, = — Q1,/15, Ma=+ Ql,/10; per cui 
cambiando segno a .M,, (nota 77), risulta 
M,=—- 535 QU = — 0.04889 QI, , M,= e - MA = — 0,06222 Ql, è 
Sempre nell’ipotesi dello spostamento nullo, si ha anche 
M,, = — Mal2=+ 0,02444Ql,, = M,,=—4/2=+0,03111Qh. 
La soluzione esatta è invece (84) 
M,= —0,05317 QU, , M, = — 0,05794 QU, , 
M, = 


Si 


+ 0,03016 QU, , My, = + 002540 QU 3 
qvindi gli errori percentuali sono rispettivamente di 8,05 


05 - 7,40 - 19,0 - 22,5%, 
ciò che dimostra la notevole influenza dello spostamento. 


(*) Volume citato nella nota 40, pag. 50 
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Esercizio 785. — Studiare la struttura simmetrica della fig. 919 a), caricata 


simmetricamente (*). 
Soluzione. a) Il procedimento è identico a quello dell’esercizio 782, e si ot- 


tengono le stesse espressioni per @, e per Im. 
La spinta H si deduce considerando l’equilibrio alla rotazione della trave 
AA, (fig. 919 Db): 
Ma i 
5 + Pl, cosa—Hl,sena+ M,=0, 


da cui 
3M 
H=Pctga+ a, 
Fig. 919. SÌ 21, sen a 
b) Si può invece cons*derare soltanto la metà di sinistra, assumendo però 
N{' = E,J;/l; (n. 451 f). Si ha così 
Di LE DIAL b, der 
ANi'+ Vo)pa + HU = 0 da cui cent 
(2 i, e 2)Pa + gb — ’ a cul Pa INT+ 2° 
12. 


che coincide con l’altro risultato, perchè N{' = N,/ 


Esercizio 786. — Studiare la struttura chiusa della fig. 920 a), essendo = f m, 
h=4 m, J,= 0,02 m', J, = 0,012 mi, J3 = 0,015 m', P=2t, a= 1,80 1, 


Qq=3 tt. 
Soluzione. Le caratteristiche N delle varie travi risultano (n. 451 4) 
p 2E0.012 2£0,015 
2E0.02 _ 0,006672, N,= 402 o.006n, n= *EBN1? _ 00058. 


N,= 
I momenti d’incastro perfetto valgono (es. 259), (316) 


Mn=— 


UR i 


MUa=— Tp 


Per la simmetria si ha @ = — Pa; Pa = — P-- Quindi si 
ottiene il sistema (656) 
+ Np + Ma =0 


( AN, t N3)Pa = N Pa î AA 
| 2(N3 + Na)®o + NoPa — N00 + Ma = 0, 
0,0069, + 0,0179, = 1,5/É, 


L\ 


Fig. 920. 


0,018679, + 0,0069, = 2,52/E , 

la cui soluzione è p, = 120,26/E, p, = 45,79/E. 

Sostituendo le rotazioni @ nelle (653,), si ottiene 

Ma = Ma + N,(29a — Pa) = — 2,52 + 0,00667E - 120,26/E = — 1,718tm, 
Ma= Ma+ Ns(29.—g;) = — 1,271tm. 


Nx29a + ge) = + 1,718tm, 
—Mja senza che i carichi fossero simmetrici, si avrebbe 


ossia 


Ma zi 

(*) In questo caso, se fosse 1/,,= 
uno spostamento dei nodi, perchè essendo V, + V,, i momenti flettenti sarebbero diversi nei due 
piedritti. Quindi ciò che si è detto alla fine del n. 449 vale solo se i piedritti sono verticali. 
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Il momento flettente in 4 è lo stesso per la trave AB e per la AC. Il suo segno 
è convenzionale; ciò che importa è che in A sono tese le fibre interne. 
La fig. 920 b) rappresenta la deformata della struttura. 


Esercizio 787. — Studiare la struttura della fig. 921. 

Soluzione. Il nodo A è soggetto a una coppia esterna 1, = — Pa; quindi 
(n. 451 c) la (656) diventa des 
ra 3 — Pa— M, 
2(N+N,+ N. +Max=— Pa, da cui Se È, 

1+ Na+ Na)Pa ab e (2) XN+N+Nj° 


Sostituendo nelle (653,), si ottiene 


Ma =“ Ma + N, i 2Pa ’ 
My = Ni i 2Pa , Moa ss N; y 2Pa , 


Fig. 921. Fig. 922. 


Esercizio 788. — Studiare la struttura della fig. 922, essendo , = 5m,,,=6m, 
&=4m,l,=5m, 3 = 0,02 m', Ja = 0,025 mi, J3 = 0,010 m', 7, = 0,015 mi, 
P=4t, Q = 9t. 

Soluzione. L’unica incognita è la rotazione qa. 

Le quantità N valgono (654), (654,) 

2 ,5 E. 25EJ, 
x{= PFA _ 00068, N.= 2F72 _ 0,00833F, 
1 2 
Ns = 0,00375E, N,= 0,006E, 

I momenti d’incastro perfetto sono (n. 231 d) 

My = 3P1,/16= 3,75tm, Mo=— M,=—4,5tm, 


L’equazione (656) diventa (n. 451 e) 


XN{+ Na+ Ni+ V)pa+ Mot HUx=0, 
ossia 
0,04816E9, + 3,75—45=0, dacui ,=+ 15,573/E. 


Sostituendo nelle (653,), (653), si ottiene 
M,= Ma+2N(9a=+3,987tm, =Me= Ma + 2Ng4=—4,241 tm 


Ma= Ma + Na =+4,630 », = Moa= 2NjPa =+ 0,117 » 
Mae = 2N Pa =+ 0,187 », Mia = + 0,093 ». 


Come verifica (655), si ha Mat Mae+ Ma + M..= 0. 
I mviucnii duvveuti My, Ha: Ma, Si ottengono cambiando il segno. 
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Esercizio 789. — Studiare la struttura della fig. 923, caricata in modo qualsiasi. 
Soluzione. Le incognite sono ga ® 93. Le equazioni risultano 


(an 
( 2 


Ricavati i valori di ga € 4; SÌ sostituiscono nelle (653,). 


1+ N.+ Ns + Ni)Pa + NP + Hoc + Mao= 0 


N;+Ns+ N.)pa + Nspa + Mat Mia = 0 


Esercizio 790. — Studiare il portale doppio simmetrico della fig. 924, essendo 
P = 259/36. 
Soluzione. Benchè il carico non sia simmetrico, per i carichi dati sì ha 


Fig. 923. Fig. 924. 


D,.=— M,., Ma, = — Ma; quindi (nn. 449, 461 b) i nodi non si spostano, e si 
ha inoltre g, = — Pa, Pe = 0. 
L’unica incognita gg è determinata dall’equazione 


i . — IM, 
2(N, < N3)Pa SF Mao =0, da cui Pa DN Vj . 
SAT di 2) 
Sostituendo nella (653,), si ottiene ad es. 
> n N 
Mo = — Moe = Mat 2N 2Pa F N, n N My Ù 


Esercizio 791. — Studiare il telaio simmetrico a tre piani 
della fig. 925, caricato simmetricamente. 

Soluzione. Le incognite sono @,, Pe» Pa (mentre usando il 
metodo delle forze erano cinque, es. 780). 

Avendosi @y = — Ps» Pe = Por Pa = — Pa, le equa- 
zioni risultano 

2(N,+ Na+ Na) — N. + N Ve + i My =0 

< 2AN3+ Na+ Na)po + Neto — Nile + N;Pa + Me =0 

Fig. 925. 2(N5 + Ne)pa + Nato — NoPa + Maga = 0. 


Esercizio 792. — Studiare la struttura simmetrica della fig. 926, caricata sulle 
quattro travi orizzontali in modo (anche non simmetrico, n. 449) che sia Has = 


=—Mau=—-6 tm, Ma=— Mon=+8 tm, Ma= M,=— 14 tm, M,= 
= — II,,= — 10tm. Le caratteristiche delle travi valgono (a meno del fattore 
costante E) N, = 27/1, = 0,006 m?, N, = 0,010 m?, N3 = 0,004 m3, Nj= 0,014 


mi, Nig= 0,008 mi, Ng= 0,012 m°. 
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Soluzione. Essendo ga = — P:; LP; = — P.s le equazioni (656) risultano 
( 2X(N1+ Napo + Napo + Ma = 0 o 
<QUNS+ Nt N, = N;)Pe da No3Pa == NP: + NP. +Ma+tMa=0 
( 2(Ns+ No)p.+t Nspo— Neg. + Me=0, 


ossia 
( 0,0329, + 0,0109, = 6 
‘ 0,010p2 + 0,0589, + 0,0089, = 6 
| 0,008, + 0,028g, = 10, 
la cui soluzione è (a meno del divisore Z, n. 451 h) Pa = + 179,97, 9,= + 24,11, 


P.= + 350,27. 
Sostituendo gli angoli q nelle (653,), si ottiene 


My= Ma + N.(292+ 0) =— 2,16 tm, M,=Mx+N(29.+q,;)=+10,28 tm 
Ma= Ma+ Ni(0) =—13,66 », M.,=0 +N;@+q)=+ 3,19 » 
Mxy=0 +N;(29%) =+ 0,19 è, M,=IM.,;+ Ns.) =— 5,80 ». 


Come verifica (655), si ha M.+ Ma + Ma+ M,=0. 
I momenti flettenti nelle estremità di destra hanno il segno cambiato (not= 77): 
M.a=—10,28 tm, M,,j=— 0,19 tm. 


I momenti flettenti in G e in A risultano M,,=+ 1,08 tm, Mie=+ 0,10 tm. 


Fig. 926. Vie. 927. 


Esercizio 793. — Studiare la struttura della fig. 927, supponendo nnllo lo sno- 


stamento orizzontale (n. 449); e valutare l’erroreè c he in tal modo si commette 
nel caso di N=N,=...N,=N. 


Soluzione. La (656) fornisce le quattro equazioni 


4Npa+ No. = 0, 6Np: + Npa + Npa + Ma = 0, 
6Np24+ Np.+ Npy+HUx= 0, 4Np, + Npa= 0. 


Risolvendo il sistema, e ponendo (n. 237 c) M.4 = — QU/15, MW,.,= + Ql/10 
gi ricava 
__58. _ 1232. Q ___ 308. QI _IT  @ 
= 7 513300’ P=+ 313 307° = 7513300 D3+553 N° 
Quindi, sostituendo nelle (653,), si ottiene 
MH, N(29-+ g.) = + (116/513) 7/30 = + 0,2261 07/20 


Ma = N(29.+ 92) = + (406/513) » =4+0.7914 @» 
Ma = Ha+ N(29:+ pu) = — (870/513) » =— 1,U9359 >» 
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Soluzione. Se si vuole che l’unione abbia la 
stessa resistenza della piattabanda, si usa un co- 
prigiunto avente la stessa sezione, e si dispongono 
dalle due parti dell’interruzione dei cordoni aventi 
a = 0,85 cm e una lunghezza 27 tale che sia 


eee = r"_—_T_r_oot 800 - 0,85 - 2Z = 1200 - 30 - 1,2, 
Fig. 1260. da cui Z) = 63,5 > 67 cm. 


Esercizio 1116. - L’anima di una trave composta ha lo spessore s e l'altezza 
h,. I due coprigiunti di un’interruzione dell'anima sono alti soltanto h,< ha. e 
sono saldati all'anima soltanto con cordoni d’angolo nei tratti verticali. Calcolare 
la grossezza dei cordoni in modo che la giunzione abbia la stessa resistenza del- 
l’anima. 

Soluzione. Il modulo di resistenza della sezione dell’anima è W, = sh?;6. 
Quella delle due sezioni dei cordoni è W, = 2ah?/6. Affinchè la giunzione possa 
sopportare lo stesso momento che può sopportare l’anima, si deve avere 


0,65% - 2ah3/6 = k-sh?/6, da cui a=0,77s(h/h). 


Esereizio 1117. — Il ferro dell’esercizio 1108 è soggetto in corrispondenza della 
giunzione a un momento flettente M = 360 kgm e a uno sforzo di taglio T = 
= 4000 kg. Calcolare le tensioni nelle saldature. 

Soluzione. I due cordoni che uniscono uno dei due ferri ai coprigiunti hanno 
W =2-0,7-14,5°2/6 = 49 cmî, e 4 =2-0,7-14,5 = 20,3 cmq. Perciò la ten- 
sione orizzontale dovuta a M e quella verticale dovuta a 7 risultano 


0, = 36000/49 = 735 kg/emg, =, = 4000/20,3 = 197 kg/cmq. 


575. Le saldature di forza. 


Sono quelle che uniscono tra loro le varie strutture costituenti una 
costruzione metallica, come ad es. quelle che collegano l’estremità di una 
trave a un pilastro o a un’altra trave disposta ad angolo retto, e quelle 
che uniscono le varie aste concorrenti in un nodo di una travatura re- 
ticolare. 

a) Le saldature che uniscono un’estremità di una trave a un pilastro, 
o a un’altra trave disposta ad angolo retto e che sopporta la prima, si 
studiano con gli stessi criteri esposti nel n. 567 e tenendo presente ciò 
che si è detto nel n. 573 c). Vari esempi sono studiati negli esercizi 1118- 
1122. 

b) Rispetto ai nodi chiodati, i nodi saldati riescono più semplici, per- 
chè di solito le saldature richiedono una lunghezza minore; per cui anche 
le piastre d’attacco risultano di dimensioni minori. Valgono gli stessi 
criteri esposti nel n. 568. Si veda l’esercizio 1124. 
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dal numero delle incognite necessarie (n. 446 a), dalla semplicità delle 
equazioni che si devono scrivere, o dalla possibilità, in certi casi, di 
ottenere le incognite senza far uso di equazioni. 

b) Per rendere più evidente la dualità dei due metodi, consideriamo ad es. 


la struttura della fig. 928 a). 


Metodo delle forze: 

Si assumono come incognite i mo- 
menti negli estrenii A delle travi, in 
modo però che sia M,, + Met Mat 
+ Mx, = 0 (quindi tre sole incognite); 
ciò che assicura implicitamente il ri- 
spetto dell'equilibrio del nodo A. 

Si considera come struttura prin- 
cipale quella che si ottiene pensando 
indipendenti tra loro le travi in A 
(tig. 928 b) (ossia sopprimendo dei 
vincoli). Poi si aggiungono i momenti 
incogniti My. 

Le varie travi sono in equilibrio 
anche per valori degli M,; diversi da 
quelli veri. Ma soltanto con quelli veri 
accade che le rotazioni in A sono 
uguali tra loro, ossia che la con- 
gruenza nel nodo A è soddisfatta. 

Nella struttura principale sappia- 
mo esprimere le rotazioni degli estremi 
A delle varie travi in funzione delle 
sole forze agenti (g,) e in funzione 
dei momenti incogniti (gm = Mal;/ 
3E;3; 0 Maili/4E;J;). 

Si scrivono le tre equazioni di 
congruenza Par = Pac = Pad = Pa» Che 
contengono e determinano le tre 
incognite Ma; 


Metodo delle deformazioni: 

Si assumono come incognite le 
rotazioni degli estremi A C>lle travi, 
indicandole però con l’unica incognita 
Pa, che è anche la rotazione del nodo 
A; ciò che assicura implicitamente il 
rispetto della congruenza nel nodo A. 

Si considera come struttura prin- 
cipale quella che si ottiene pensando 
impedita la rotazione del nodo A 
(fig. 928 c) (ossia vincolando mag- 
giormente). Poi si lascia ruotare del- 
l'angolo incognito @a. 

La struttura è congruente anche 
per valori di g, diversi da quello vero. 
Ma soltanto con quello vero accade 
che i momenti negli estremi A sono 
tali che Z2.I,; = 0, ossia che l’equi- 
librio del nodo A è soddisfatto. 

Nella struttura principale sappia- 
mo esprimere i momenti negli estremi 
A delle varie travi in funzione delle 
sole forze agenti (M o M) e in fun- 
zione della rotazione inceognità @a 
(M.= BET :Palli 0 4E:I;Palli). 

Si scrive l'equazione di equilibrio 
ZM;= 0, che contiene e determina 
l’'incognita g, (mediante la quale si 
calcolano poi gli Mu). 


c) Esaminiamo la dualità anche dal punto di vista delle equazioni dispo- 
nibili (8°), nel caso dei telai coi nodi che non si spostano: 

Pensiamo la struttura scissa nelle t travi (lasciandole appoggiate agli estremi) 

e negli n nodi, e consideriamo le incognite M e gp agli estremi di ogni trave (quat- 


tro per ogni trave). 


Se e è il numero delle estremità vincolate al suolo, il numero complessivo di 
tali incognite è 4t — e (è nulla una g se l’estremità è incastrata, è nullo un M se 


è articolata). 


(*") Per maggiori particolari, si veda la chiara sintesi di D. BONVICINI: Su alcuni metodi di 
calcolo dei telai piani, « Tecnica italiana », settembre 1941, 


O. BELLUZZI — Scienza Alle costruzioni — TI 
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Le equazioni disponibili sono quelle di congruenza in ogni nodo r 


(a) Prà = Pri Pri e i 
quelle di equilibrio di ogni nodo 
(5) To—M,;=0; 


e quelle di elasticità (336) di ogni trave, che si possono scrivere (n. 451 a) 


((C) 


DI = Lar = a 
Pr = ni [2(M,— Ms) as (My Mgz)] » Psr Si [2(M,, — Mir) uni (My “mi M,)] » 


“i 


oppure, risolvendole per i momenti (653,), 


(0°) M,,= Mxy+ Nrs(20,5+ Per)» Me= Mt Nrs(2Psr + Pra) è 


Le (a) sono 2 —n— e (in ogni nodo se ne hanno tante quante sono le estremità 
che vi concorrono meno una, quindi in tutto 2* — n; — e perchè nelle estremità 
vincolate al suolo manca l’equazione), e contengono le sole incognite g. Le (0) 
sono n, e contengono le sole incognite M. Le (c) o (e) sono 2, e contengono due 
incognite M e due incognite g per ogni gruppo di due equazioni. Quindi in tutto 
si hanno 2t—n—e+n+ 2t= 4t—e equazioni, cioè quante sono le incognite. 

Col metodo delle forze si sostituiscono le (c) nelle (a), eliminando così le in- 
cognite @ e ottenendo le equazioni (646) dei quattro momenti; e si tiene conto 
«elle (5) per ridurre il numero delle incognite M (es. 780). Resta poi disponibile 
una delle (c) per ognuna delle estremità e incastrate, che nel caso della trave sca- 
rica dà M,= M,/2 (313). 

Col metodo delle deformazioni si sostituiscono le (c’) nelle (5), eliminando così 
le incognite M e ottenendo le equazioni (656) delle cinque rotazioni; e si tiene 
conto delle (a) per ridurre il numero delle incognite pg. Resta poi disponibile una 
delle (c’) per ognuna delle estremità e articolate, che nel caso della trave scarica 
diventa 9, = — P,/2 (292). 

d) Come si disse nel n. 319 bd, c), il metodo delle forze corrisponde al secondo 
modo di applicare il principio dei lavori virtuali, mentre il metodo delle defor- 
mazioni corrisponde al primo modo. La dualità dei due modi appare chiaramente 
dagli esercizi 400 e 409. 

6) La dualità è perfetta anche se si ricorre ai teoremi generali del Cap. XVI: 

Se si usa il secondo dei teoremi del minimo lavoro, si esplorano tutte le con- 
figurazioni equilibrate per individuare quella che è anche congruente (nn. 343 e, 
346 a, db); mentre se si usa il primo, si esplorano tutte le configurazioni congruenti 
per individuare quella che è anche equilibrata (n. 337). Più in generale, risultano 
duali i procedimenti che discendono dall'impiego della (495) (es. 481, 482), o 
della (506) (es. 530). 

Il secondo teorema di Castigliano (n. 342) è il duale del primo (n. 339). Per 
determinare le reazioni X dei vincoli sovrabbondanti (rigidi o cedevoli), si esprime 
il lavoro di deformazione in funzione delle P e delle X, e si uguagliano le deri- 
vate dL/dX, a zero o ai cedimenti noti (n. 341 b), ottenendo tante equazioni 
quante sono le X. Se invece si esprime il lavoro in funzione delle P e delle rota- 
zioni incognite g dei vari nodi, le derivate dL/d9; sono uguali alle coppie esterne 
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M applicate nei nodi; per cui si uguagliano a zero se i nodi sono scarichi, oppure 
alle coppie esterne note, ottenendo tante equazioni quante sono le @. 

Infine, anche il teorema di Maxwell (nn. 334, 335) ha il suo duale nel teo- 
rema inverso di Maxwell che risultò dall’esercizio 463. 


453. Le travi di sezione variabile. 


Abbiamo supposto finora, per semplicità, che le travi costituenti le 
strutture fossero di sezione costante, mentre invece non è raro il caso 
che la loro sezione sia variabile. È necessario perciò determinare le prin- 
cipali caratteristiche di una trave di sezione variabile, onde poter modi- 
ficare, quando occorra, le espressioni finora usate 2) 
e quelle che useremo nel seguito (8°). Ma Pa ML 

a) Consideriamo una trave di sezione va- a) 
riabile, su due appoggi, soggetta a due coppie 
M, ed M, (fig. 929 a). In una sezione generica S pi—dg 9 be 
il momento flettente vale a bai di 


i 57 Bi Fr BI 
M=M:7+MF. id 
l l Fig. 929. 


Se invece agisce una coppia M,=)1, o una coppia M,=1, tale 
momento vale 12'/I, o 1/2. Quindi, per la (481), le rotazioni in A e in B 
provocate dalle due coppie risultano (8 positiva se sinistrogira, n. 212) 
{dw = dx/EJ) 


a = [(a,° + xi È) È do Telo + ord 


B = [(1.7+21,3)f du if med + (aid. 


Gli integrali sono i momenti di secondo ordine del peso elastico della 
trave rispetto alle verticali @ e b per A e per B: 


(a) Jaedw = dii fado =, Jas'do =Ige 


Perciò le rotazioni si possono serivere (8°) 


wi 1 L 
(657) a=qGMUI+MJw, B=7MIa+Md,. 


(**) Ulteriori particolari sulle travi di sezione variabile si trovano, ad es., nel volume di A. 
GIANNELLI: Lezioni sui telai elastici piani, Cap. IX, Roma, Tip. del Senato, 1932; nel primo 
volume dell’opera di A. STRASSNER: Neuere Methoden, sezione II, Berlino, Ernst, 1925, che con- 
tiene anche varie tabelle; e nel volume di H. CROSS-N. D. MORGAN citato nel n. 485. V. anche 
P. PozzaTti: Sul calcolo delle travi incastrate di sezione variabile, «Il cemento armato», 1946. 

(*’) Se la trave è di sezione costante, si ha J, = J) = (EJ). 1/2. 21/3 = l°/3EJ, Ja " 
= (EJ). 1/2 .1/3 = #/6EJ; per cui le (657) sono in armonia con le (303). 
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Spesso conviene calcolare le (4) mediante la formula di Simpson (573). 

Se si conosce l’ellisse di elasticità della trave, e si tracciano i punti 
A, e B, coniugati di A e di B (GA, = 07/GA, GB, = 0}/GB), coi simboli 
della fig. 929 b) si ha 


(b) Ja=S20,, IT=b, JTn=t4d,= 0. 


Se sulla trave agiscono anche dei carichi qualsiansi, basta (250) ag- 
giungere alle (657) rispettivamente le reazioni fittizie A* e B* provocate 
dal diagramma semplice delle curvature. 

b) Nel caso della trave perfettamente incastrata, ponendo a = 0, 
B=0 si deducono i momenti d’incastro perfetto: 


Hi _ded*tJab* DB Jud* 
(0) idee + ros 


Se J,=J,e A* = B*, le (c) diventano M,= IM, = — 24*/ 

c) Per ottenere l’equazione dei quattro momenti, basta sostituire nelle 

(657) a M, ed M; le differenze M,— M, ed M,— ll, per due travi consecutive 

l,-, ed I,, e procedere come nel n. 245 a). Il primo membro dell'equazione (646) 
dei quattro momenti risulta (in assenza di cedimenti) 


2, M=—- 


KG) 
° 


1 7 , ì 4a è rs 
(658) Pu Mrs + Mt) + II + MsTrnta), 


mentre il secondo membro differisce dal primo solo per avere i momenti 7 in 
luogo degli M. Oppure il secondo membro è — 6 (BE, + A). 

d) Vediamo ora come si modifica l’equazione delle cinque rotazioni. Anzi 
tutto nelle (657) cambiamo segno a M, e a (che diventa 9), in armonia con le 
convenzioni del n. 451 a) sui versi positivi di M, e di %»- Per cui le (657) diventano 


1 1 
(657,) Pa = E (MJ, MJ)» Po = E (MJ Mw). 


Quindi sostituiamo M, ed M, con M,— M, ed M,— M,, e risolviamo per le 
differenze stesse. Si ottengono così due espressioni che sostituiscono le (653,): 


ae, E e re 
853) M,= M.+ EI=E (FaPa+ToP)} M = M+ Tg (IP + TuPa)- 


Se per ciascuna trave concorrente nel nodo r si pone 


iI, 3J , 
(654) J,J, DE Jz, s X,, ’ TI, JE, = Tar 
l'equazione delle cinque rotazioni diventa 
(659) PEN, + TU,,p;+ TM, = 0. 


e) Per i tipi più comuni di travi, i coefficienti (a) si trovano già calcolati (9°). 


(*) V. ad es. il volume di A. STRASSNXER citato nelia nota S8, pagg. 79-S4i e-101-104. 
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454. La rigidezza di una trave semplice. 


Data una trave appoggiata nell’estremo A (9) e incastrata perfetta- 
mente o elasticamente, oppure articolata, nell’estremo B, con spostamenti 
nulli in A e in B, per i metodi che seguono (nn. 458, 459, 460, 463, 473) 
occorre conoscere il rapporto 3M,/g, fra il momento IM, di una coppia 
agente in A e la rotazione 9, della sezione A: ossia il momento necessario 
per produrre la rotazione uno, che indicheremo con W (rigidezza del- 
l'estremo A della trave, o resistenza di A alla rotazione). 

0) Se la trave è perfettamente incastrata in B (fig. 930 a), ed è prisma- 
tica, sappiamo (314) che la rotazione è pg, = M.1/4EJ; per cui il rapporio 
W = M/qa risulta Mi a) 3 
(660) Wa pe . 6 BE 


l 1 


di @a 4 
Se invece la trave è di sezione variabile, basta @ 5) B 
porre g, = 0 nella seconda delle (657,), e ricavare le 
TA 


si c) 
M,=MJu/Ta; quindi sostituire nella prima. IT a+ 
Si ottiene così CE di 


Jul 
A di A B 
(661) W= FAF3E* Fig. 930. 


Sotto altra forma, lo stesso rapporto si deduce anche dal risultato 
dell’esercizio 559 bd) (figg. 647 ec, 930 c): 


(661,) meta 


b) Se la trave è articolata in B (fig. 930 d), ed è prismatica, sap- 
piamo (292) che si ha g, = M_1/3EJ: per cui risulta 


(662) vV= 2, 
Se invece la trave è di sezione variabile, basta porre M, = 0 nella 
prima delle (657,). Si ottiene così (fig. 929 b) 
12 13 
I Sb 
c) Se la trave è incastrata elasticamente in B, si veda il n. 456. 


(663) W= 


d) In certi casi particolari si può considerare la rigidezza di una trave, e 
quindi si possono applicare le (664), (665), (666), anche se lo spostamento di un 
estremo rispetto all’altro non è nullo (v., ad es., l'esercizio 868 b) e la nota 168). 


("?) In realtà, di solito la trave 48 non è articolata in 4, ma è solidale con la parte di strut- 
tura che precede 4 (fig. 930 b). Questa trasmette all'estremo .4 della trave 4 (in virtù di cari- 
chi agenti sulla parte stessa) un momento M a} Per cui si può considerare la trave 4B come arti- 
colata in A e soggetta alla coppia M,. 
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455. La rigidezza delle travi in parallelo. 


a) Due o più travi AB, A0, AD... si dicono collegate in parallelo 
quando hanno un estremo A comune, nel quale esse sono solidali (ossia 
incastrate) tra loro (fig. 931 a). Se le travi sono rettilinee, e se si trascu- 
rano le variazioni di lunghezza dei loro assi (nota 8), il nodo A non subisce 
spostamenti (salvo il caso di due sole travi con gli assi allineati, fig. 931 b). 
Si vuol trovare la rigidezza del nodo A, ossia (n. 454) il momento neces- 
sario per far ruotare A di g, = 1. 

Se W,, Wa, Wi... sono le rigidezze delle singole travi (n. 454 a, b, c), 
e se si pensano le travi indipendenti tra loro e appoggiate in A, per 
far ruotare dell’angolo gg, = 1 l'estremo A di ciascuna trave occorrono 
delle coppie di momenti uguali alle rigidezze delle rispettive travi. Ma poi- 
chè gli estremi A ruotano dello stesso angolo, la deformazione non cambia 
quando gli estremi sono solidali, perchè tra loro non nascono reazioni 
mutue. Quindi se all'estremo A comune si applica una coppia uguale alla 
somma di tali coppie, ossia di momento W, + W.+ Wi +.., si ha 
ancora la rotazione g, = 1. Pertanto, la rigidezza di più travi in parallelo 
è uguale alla somma delle singole rigidezze: 


(664) W,=IW.. 


Naturalmente le rigidezze delle singole travi sono date dalla (660) 
o (662), o dalla (661) o (663), secondo che l’altro estremo è incastrato per- 
fettamente o articolato, e che la sezione è costante o variabile; oppure 
dalla (667) o (668) se l’altro estremo è incastrato elasticamente. 

b) Se nel nodo A agisce una coppia M,, la rotazione del nodo A 

è data da ai W 
(665) = °° 
c) Per ottenere i momenti che vengono ripartiti alle estremità A 
delle singole travi concorrenti in A, basta dividere M, in parti propor- 
zionali alle rispettive rigidezze: 


W W 
Ma M=M5}- 


Se i nodi si spostassero, questa ripartizione non sussisterebbe, poichè 
un’estremità di una trave qualsiasi si sposterebbe rispetto all’altra, e 
quindi la rigidezza non sarebbe più data dalle (660), ... (663) (n. 454 d). 

d) La terza soluzione dell’esercizio 306 (fig. 415 a) non è che l’applica- 
zione della (666). Se si volesse anche la rotazione del nodo C, la (665) darebbe 
g.=—Pa:ZW,;. Rispetto alla prima e alla seconda soluzione, questa terza so- 
luz'one è immediata e non richiede calcoli; ciò che costituisce un pregio tre- 
quente del metodo delle deformazioni. 


(666) M,=M 
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456. La rigidezza delle travi in serie. 


Consideriamo una trave 45 di rigidezza W collegata in serie in B 
con un’altra trave BC (fig. 932 a), oppure con l’estremo B di un complesso 
di travi in parallelo (fig. 932 b), oppure, genericamente, con un incastro 
elastico B (fig. 932 c) del quale si conosce la rigidezza W,. L’estremità A 
ha un appoggio (nota 91); l'estremità B non si sposta, o perchè ha anch'essa 
un appoggio (fig. 932 a), o perchè le travi BC, e BC, le impediscono ogni 


Fig. 931. 


spostamento. Si vuol trovare la rigidezza W, dell’estremo A, ossia (n. 454) 
il momento necessario per far ruotare A di g, = 1, conoscendo la rigi- 
dezza W della trave AB se fosse perfettamente incastrata in B (n. 454 a) 
e quella W, del nodo B (o dell’estremo B della trave BC nel caso della 
fig. 932 a). In altri termini, si vuole la rigidezza di una trave incastrata 
elasticamente in B. 

a) La trave AB è prismatica. Indicando con W = 4EJ/l la sua ri- 
gidezza (se fosse perfettamente incastrata in B), e considerando M, posi- 
tivo come nel n. 451 a), si ha (303) 


l 2 
Pa = 6ET (2Ma == M;) = 3t7 M, “e 3W M, 
la 2 M 
= pag 2: Ma) = 3îr M>gy li. 


La trave AB trasmette in B il momento M, sinistrogiro, per cui si ha 


anche 
po=— MW. 


Quindi, sostituendo nella seconda e ricavando M,, risulta 


2W, 


(a) - anggisi 


r Mi. 
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Sostituendo nell’espressione di g., si trova 


_ 41 2 27, 
Va= 37 “<«T3W 47W,+3W 


Ma; 


da cui si ricava 
Pa L dl LAW 
MM, W 4W,+3W° 


Infine, essendo la rigidezza cercata W, = Mu/9a, Si ottiene (°°) 


5 4W,+3W 1 W 
(Pel We=Wiw,xaw=V 0-4 tw 
b) La trave AB è di sezione variabile. Per le (657,), si ha 
= LI, = 


Procedendo come in a), si ricava da prima 


JaWi 


a Mw. 
JaWo +? Lo ; 


(11) MU, = 


quindi, posto J.Ja — J, = 4, si ottiene 


o Me dd 
(668) We WE aa: ( = 


457. Collegamenti successivi in serie e in parallelo. 


Data una struitura complessa a un solo piano (nota 97) (fig. 933), 
i cui nodi supponiamo che non si spostino, consideriamo successi. 
vamente le parti di essa costituite 
dai primi 2, 3, ... n piedritti e dalle 
travi fra essi comprese; ossia la parte 
che rimane quando si pensa soppressa 
la parte che segue un nodo generico 
(lasciando però il piedritto corrispon- 
dente). Siamo ora in grado di deter- 
minare le rigidezze U,, U;... del ver- 
tice destro di ciascuna di tali parti, poichè esse sono costituite da travi 
collegate successivamente in serie e in parallelo. 

Cominciando dal nodo 1, la sua rigidezza U, (pensato soppresso ciò 
che lo segue) coincide con la W, del piedritto che lo precede. Nel nodo 
2 si uniscono in parallelo il secondo piedritto e il complesso costituito 
dal primo piedritto e dalla prima trave uniti tra loro in serie. Nel nodo 


Fig. 933. 


(*?) Data l’importanza della (667), è interessante vederne anche la deduzione sintetica nella 
nota 2 della memoria di G. CoccHi citata nella nota 158. 
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3 si uniscono in parallelo il terzo piedritto e il complesso costituito dalla 
parte già considerata e dalla seconda trave unite tra loro in serie. E così 
di seguito. Perciò, indicando con W le rigidezze dei piedritti e con V 
quelle delle travi, le rigidezze U dei nodi risultano (667), (664) 


U,=W, 
1 US 

D=vli-4 7 ig)t 

- > E W, 

Us =] (1-4 > Vr, TE, + Wi 

er i, lat, 

, sel ' pil (1 4 Vai Fai » Wa i 


Nello stesso modo si ottengono le rigidezze delle parti di struttura 
che risultano pensando soppressa la parte che precede un nodo generico; 
per cui partendo invece dalla destra si ha 


U =W, 
1 Viarcs 
Un-1 di Ve: (1-+ 5 Fei co) + Was 
_ : 1 Vs 
Dig = Ù n_-2 (1 TT 4 . Vs I a) + Wia 
© 1 V 
Di litio. 


Se la struttura è simmetrica, queste rigidezze sono simmetricamente 
uguali alle precedenti, cioè si ha U{ = U,_gwy 

Se un piedritto si prolunga al di sopra di un nodo, come nel nodo 4, 
il secondo adlen lo di U, è Wi + Wi", invece di W,; e analogamente per U;. 

Se un’ estremità della struttura ha inizio con due travi in parallelo 
(come l'estremità di destra nel caso della figura), anzichè in serie, per la 
(664) si ha Tj= U{=W{+ W. 

Se si vuole la rigidezza dell’estremità i di destra della trave i-1, i 
pensata appoggiata in è, cioè senza tener conto del piedritto i corrispon- 
dent:, basta non aggiungere W, nell’espressione di U; (e analogamente 
per l’estremità di sinistra). 


458. La propagazione dei momenti e delle rotazioni lungo le travi. 


a) Nella trave AB della fig. 932, incastrata elasticamente in B, inte- 
ressa conoscer» il momento M,; provocato nell’estremità B da una cop- 
pia M, agente nell’estremità A, che si pensa articolata (nota 91). 
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Se la trave è prismatica, la questione è risolta dalla (a) del n. 456, 
che si può scrivere nella forma più semplice (93) 
Ma W 

sa LI | 

kr dove kf=24+ 1,5 Wi° 

Se l’incastro in B è perfetto, si ha W, = co e risulta %, = 2, in armo- 
nia con la (313). Quindi il momento che si propaga in B è, al massimo, 
la metà di quello agente in A. Se la trave è articolata in B, si ha W,=0 
e risulta %) = o, ossia M, = 0. 

Se invece agisce un momento M, in 5, il momento che si propaga 
all'estremità A incastrata elasticamente è dato da 


(669) M,= 


M W 
(669,) M,=7}, dove k4:=2+15+- 
ka Wi 
Se la trave è di sezione variabile, per la (a;) del n. 456 si ha 
M J 2 
M =, dove betta =; 
i di del 
(670) » J Re 
n) _ ii, Ea a 
M,= ki.” dove Tîa Ta Ea * 


Se l’incastro in B è perfetto (W, = ce), risulta Xy = Jy/Tw 
b) Sempre nel caso di una trave incastrata elasticamente in B, inte- 
ressa anche conoscere la rotazione g, provocata nell’estremità B da una 
rotazione g, che avvenga nell’estremità A. Se M, agente in A è destro- 
giro, la trave AB trasmette in B il momento M, sinistrogiro; per cui si ha 
Ma M, Pa Mi. Wi 
(a) Pa3%: ET W: fm 3 “Wo: 
Wi Wi Po MU, Wa 


Se la trave è prismatica, per la (a) del n. 456 e per la (667) si ha 
Ma, W, _ 4W,t+3W Wi4W,t+4W) 2W,t+2W. 


UH, W., 2W  W4W,+3W_W 
per cui risulta 
671) =, dove & =—(2 +47 
(64 DE 9a = = “P@*r]: 
Se l’estremità B è articolata, si ha W,=0 e risulta k,=—2, 
®, = — Pa/2, in armonia con le (292) e con la nuova convenzione sul 


verso positivo di 9, (n. 451 a) (**). Se è incastrata perfettamente, si ha 
W,= 00, k,= 00, 99= 0. 

(°°) Le espressioni (669), (669,), (670) danno il valore assoluto di %} e #,. Però il momento 
M; che si propaga in B è sempre di verso contrario a quello del momento M, che lo ha provocato 
(es. 243) (mentre è dello stesso verso quello con cui B reagisce sulla trave). 

(*) Come casi particolari, si ha dunque che in una trave prismatica perfettamente in- 
castrata in B un M, agente in 4 provoca un My) =—_M,/2 (313); e che in una trave articolata 
in B una ©, impressa in A provoca una 4g, = — gg/2 (292). 
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. Se la trave è di sezione variabile, per la (a,) del n. 456 e per la (668) risulta 


7 2 7 L 2 
(672) = to: dove k,=— Cr dI, 

Se l’estremità B è articolata, si ha W, = 0, e tenendo conto della (661) si 

ottiene pe 
k,= “ep? . 

c) Quando si sia fatto il lavoro preparatorio indicato nel n. 457, le 
(666) e (669) consentono di studiare senza equazioni il regime statico di 
una struttura complessa, provocato da una coppia agente in un nodo 
estremo (es. 794); mentre le (665) e (671) consentono di calcolare anche 
le rotazioni g dei vari nodi (v. anche il n. 460 a e l’es. 794). Più in gene- 
rale, è reso pure possibile lo studio di una struttura caricata in modo 
qualsiasi su una sola trave (nn. 460, 461), oppure caricata su tutte le 
travi (n. 473). 

Per rendere più spedito il calcolo, giova osservare che la conoscenza 
dei valori veri delle varie rigidezze è necessaria soltanto se si vogliono 
determinare le rotazioni p; mentre per il calcolo delle sollecitazioni basta 
(666), (669), (670), (674), (675) conoscere dei numeri proporzionali alle 
rigidezze. 


Esercizio 794. — Studiare la struttura della fig. 934 a), costituita da travi 
prismatiche, essendo W{ = 20 - 10° kgm, Wi = 10 - 105 kgm, Wi = 12 - 10% kgm, 
Y,= 16.109 kgm, W, = 18- 10° kgm, P= 10 t,a=4m. 

Soluzione. Procedendo come nel n. 457, si ottiene (664) 


U,= Wi+ Wi + Wi = 42- 10° kgm 


U, = vii-+7prt W,= 32,9 - 106 » (14,9 + 18)108 
a) Momenti. Il momento M = Pa = 40000 kgm agente in 2 si ripartisce 

(666) proporzionalmente alle rigidezze 18 del piedritto 
e 14,9 della trave; per cui il primo è soggetto in 2 
a M,,= + 21884 kgm e la seconda a M,, = + 18116 
kgm (che corrisponde a momento flettente negativo, 
nota 77). 

Il coefficiente di propagazione di M;; lungo la trave 
YV, vale (669,) 

k=2+ 1,571 = 2,5714; 
U, 

quindi al nodo 1 viene trasmesso M, = 18116/2,5714 = 
= 7045 kgm (il verso è sinistrogiro). 

Questo momento si ripartisce proporzionalmente a 
Wi. Wi. Wi; per cui si ha M,,= 3355 kgm, M,,-= 
= 1677 kgm, M,,-= 2013 kgm. Fig. 934. 
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I momenti nelle sezioni incastrate dei piedritti e della trave Wi si ottengono 
dimezzando i momenti nell’altra estremità. 


La fig. 934 b) rappresenta il diagramma del momento flettente. 
b) Rotazioni. La rotazione del nodo 2 risulta (665) 


CM 40000 
PTT 82,9 -108 


= 1216 - 10-6 radianti. 
Il coefficiente di propagazione di gy lungo la trave V, vale (671) 


U 
=—-[2+22)=_- 725: 
ke | Ù 7) 7,25; 
quindi la rotazione del nodo 1 risulta g,= 1216 + 10-86: (— 7,25) = — 167,7 - 10-6, 


La stessa rotazione si ottiene anche (665) dividendo il momento trasmesso 
al nodo 1 per U;: 


Pi = — 704542 - 108 = — 167,7 - 10-98, 


La fig. 934 c) rappresenta la deformata della struttura. 


Esercizio 795. - Studiare la trave continua della fig. 935 a) avente le due 
campate uguali. 

Soluzione. Indichiamo con W la rigidezza 4F.7 comune alle due travi. La 
rigidezza IV, dell’estremo B della campata BO è (662) 3EJ/l. 

Il coefiiciente di trasmissione da A a B vale },=2+ 1,5(4/3) = 4. Quindi 
il momento in B risulta 3, = 11/,/4 (però come momento flettente è negativo). 

Se si vogliono anche le rotazioni, calcoliamo la rigidezza dell’estremo A: 


Quindi si ottiene 
= w.G°W = di DI* 
= b__2.Ml = _1. Ml 
Pwd Es 3-33 E° 


Esercizio 796. — Idem, nel caso di tre campate uguali (fis. 935 Db). 
Soluzione. I coefficienti di trasmissione da B a 0 e da A a B risultano k,= 4 
kn = 2+ 1,5-1:(6/7) = 15/4. Quindi i momenti flettenti in B e in C risultano 
My, = — (4/15) M,, M,= M/15. Il momento M, è la quarta parte di M,, in 
armonia col risultato dell’esercizio precedente. 
Le rigidezze dell'estremo B del tratto BD e dell’estremo A della trave val- 
gono W, = (6/7)W. W.,= (45/52). Quindi le rota- 
È zioni in A, B, C, D risultano 


_M,_26 Ml M,__7 MI 
ro A “="-_ wai «* ®>q 90 EJ” 
ATEI SCI dp :M, 2 Ul Q:_ 1 MI 


Fig. 935. PS W, 790 EI° 97-37-90 EI 
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459. La trave incastrata elasticamente. 


a) Consideriamo una trave SD di sezione costante o variabile, in- 
castrata elasticamente all’estremità sinistra S e all’estremità destra D 
(ossia vincolata a due incastri che cedono angolarmente di angoli pro- 
porzionali ai momenti che la trave trasmette agli incastri stessi), e cari- 
cata in modo qualsiasi (fig. 936 a). Di solito gli incastri sono costituiti 
da due complessi di travi, che precedono e seguono la trave SD. 

Siano Pss) Pads Pas = Psa i coefficienti d'influenza della trave SD qua- 
lora fosse appoggiata in S e in D (as = pa è negativo, perchè una cop- 
pia destrogira agente in $ fa ruotare l’estremo D in senso sinistrogiro); 
Pos: Poa (Foa è negativa) le rotazioni dovute ai soli carichi; e,, eg i pesi 
elastici dei due incastri (angolo di cui ruotano gli incastri, ossia i nodi 
S o D, per effetto di M,=1 o di M;= 1, 

n. 352 a). Uguagliando le rotazioni degli estremi 


della trave alle rotazioni degli incastri (figura s n) D 
936 b), si ha M; 
S 

Pos + M, Pss + Ma Psa =" MN, Es) Mi è) di 

Poa + Mg Pas + Ma Pag = — Mi8a; 
da cui sì ricava Fig. 936. 

Da È + "a pe + 

(673) M,= — (Pia + Ea)Pos + PsaPoa ar, = — (Ps + 89) Poa + PasPos 


(Pes + 8s)(Qaa + Sa) — Pia” € (Pes + &9)(Paa + 6a) — Pla” 
b) È facile dare alle (673) espressioni più comode. Se la trave è di 
sezione variabile, i coefficienti d’influenza sono dati (n. 453 a) da 


(A gu=ddll'i ga=I/, —pu=—9a=Iull. 
Quindi si ha (670) 
Pss tea Tal +1/W, Ja, _P k 
— Psa J sa/l? Cada gdJaW, 
Paa + Ea _ Js/t? — 1/Wa J, |, E A 
_ Psa — TJ sa/l? — J sa i dsaVa n cb 


Inoltre, se S* e D* sono le reazioni fittizie dovute al diagramma delle 
curvature (n. 212), si ha os = Sî, Poe = — DÎ. Quindi, dividendo nu- 
meratore e denominatore delle (673) per gî,, e cambiando segno all’espres- 
sione di M; per ottenere (nota 77) il momento flettente M,, risulta 


_ E ks DÌ E_kD-St 
er, bLe-pc "nei ““—D' st * 


Se la trave è di sezione costante, indicando con S* e D* le reazioni 
fittizie dovute al diagramma del momento flettente, si ha (n. 212) 
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St = S*/EJ, DÌ = D*/EJ; mentre d’altra parte (nota 89) si ha anche 
Isa = 2/6EJ. Perciò le (674) diventano (*) 

6 kaShDî 
l kkatcl 


(675) M=— à,=— 


In alcuni testi le quantità 6,8*/l e 6D*/l sono indicate con 2 ed &, 


e di esse sono date (°) le espressioni per numerose condizioni di carico. 
Le (675) diventano 


DE ___ Ra-®& aa RRTL 
(6751) H.=-}E=1° Mik =1° 


I coefficienti %,, XK, sono dati dalle (669) o dalle (670), secondo che 
la trave è di sezione costante o variabile. 
c) Se una delle estremità, ad es. la ,S, è articolata, si ha W, = 0 
e quindi k, = co. In questo caso si ottiene (dividendo numeratore e de- 
nominatore della seconda delle (674) o (675) per k,) 


2 a * 
Wai), si Mad, MZ rl 
d sa ka l ha 


Esercizio 797. — Studiare la trave continua della fig. 937 a). 
Soluzione. Si ha W, = 3EJ;/l,; Wa = 3EJ3/l3; per cui 


44P at aa ri = 24 1542 
e PE . dà buia 3EJ/1,° Re AE Da 3EJ 3jl3° 
LS % D A E 
LA} b) . Inoltre risulta (n. 237 c) 
Ans l» ph B° £= 68*/I,= 10P1,/27, &=6D*/l,=8P1,/27. 
Fig. 937. 


Quindi M, ed M; sono dati dalle (675,). 
Nel caso particolare in cui sia j=4=M=],J,=J,=d3=J, risulta 
k,= ka = 4, e si ottiene 


4°-R 32 4? 29 
Di es pe = 
15 rt po Ma 


sii 5 208 PI» 


Esercizio 798. — Idem, con incastri alle estremità (fig. 937 Db). 
Soluzione. Basta porre W, = 4EJ,/l,, Wi = 4EJ;/l3 invece di 3EJ/1. 
Nel caso in cui sia = l,=43=],J,=J,=Jy=J,risutak=ka= 3,5. 


(9) I momenti M,. M; sono gli stessi per qualunque distribuzione di carichi sulla trave 
SD cui corrispondano gli stessi valori di S* e D$. In particolare, se il carico sulla SD è simme- 
trico, cioè se SÈ, = DÌ, ottenuti M,;, M; (nonchè i momenti alle estremità delle altre travi) rela- 
tivi a un certo carico, ossia a un certo valore di sà, per ottenere i momenti provocati da un altro 
carico simmetrico qualsiasi, cui corrisponda un altro valore S*', basta moltiplicare la soluzione 
trovata per S*'/S*. Per jl caso di carichi antisimmetrici o dissimmetrici si veda il n. 462 f). 

(®*) V. ad es. A. KLEINLOGEL: Belastunasglieder, Berlino, Ernst, 1931; E. SUTER: Die Me- 
thode der Festpunkte, Berlino, Springer, 1923. 
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e si ottiene 


Gli incastri fanno aumentare M, di 1,27% e diminuire 
M, di 1,84%. 


Esercizio 799. — Studiare il portale simmetrico della fi- 
gura 938 a), caricato simmetricamente (n. 449) sulla trave 
orizzontale. 

Soluzione. Si procede come nell’esercizio 797, non avendo 
importanza l’angolo che formano tra loro le travi 7, ed /, (n. 450 f). 

Essendo k, = ka = k, S% = D*, si ottiene 


Fig. 938. 


6 kSt—Di 6 St air 
desi “pl ge 0° Pete 


(676) M,= Mi=— 

Questa espressione è generale, cioè vale per qualunque condizione di carico 
simmetrico (o anche non simmetrico, ma tale che sia S$ = DÌ), purchè si so- 
stituisca il valore corrispondente di S* (n. 237 c). 


Esercizio 800. — Idem, della fig. 938 Db). 
Soluzione. Vale lo stesso risultato dell’esercizio 799, purchè si ponga W, = 
= 4EJ;/l,. Per cui si ottiene l’espressione pure generale i 


77 = = 8. i = 5 EI ta 
(677) M,= Ma= 3ri T* dove b=- 2 Légr* 


460. Il metodo dei punti fissi semplificato. 


È un metodo di calcolo che consente di studiare senza equazioni le 
strutture complesse. Per contro, richiede il lavoro preparatorio indicato 
nel n. 457. 

Consideriamo una struttura complessa a connessione semplice (fig. 939), 
cioè tale che un taglio praticato in una sezione di una qualunque delle 
travi divida la struttura in due parti in- 
dipendenti tra loro (°°). Le travi rettilinee 
che la costituiscono possono essere di se- 
zione costante o variabile. Supponiamo, 
per ora, che i nodi non si spostino (n. 449) 
(nel n. 474 accenneremo 
Fig. 939. al caso generale). 


(#) La struttura della fig. 940 non è a connessione semplice, poichè 
se si applica una forza alla faccia destra del taglio praticato in +. risulta 
sollecitata anche la parte sinistra della struttura, attraverso la trave u, Fig. 940. 
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a) Sia caricata una sola trave SD (fig. 939). Essa trasmette ai nodi 
& di sinistra e D di destra due momenti M, ed M,, che si ottengono me- 
diante le (674), o le (675), quando si siano calcolati (n. 458 a) k, e kx. 

Noti M, ed M,, conoscendo (n. 457) le rigidezze W, e U,— W; delle 
due estremità facenti capo in S (cioè del piedritto 6, e del complesso che 
precede $, pensata la trave 5 articolata in $), per ottenere i due mo- 
menti che sollecitano in $S le due travi 6 e 5 basta (666) dividere M, in 
due parti M,. ed M,, proporzionali a W, ea U.,— W,. Noti M,, ed M.,,, 
la (669), o la (670), dà i momenti M,, ed M,, che vengono trasmessi alle 
estremità opposte E della trave 6 ed Y della trave 5. Dividendo poi M,, 
(che la trave 5 trasmette al nodo 7) in parti proporzionali alle rigidezze 
W,, W,e U—W,T—W,, si ottengono i momenti che sollecitano in F° 
le tre travi 3, 4 e 2. E così di seguito. 

Lo stesso dicasi per la parte di struttura a destra di D (99). 

Quindi si possono tracciare i diagrammi M per ciascuna trave. 

Se poi si divide il momento M, per la rigidezza U, del nodo $, si ot- 
tiene anche la rotazione g; del nodo stesso. Quindi la (671), o la (672), 
dà successivamente le rotazioni g, e g, dei nodi Y e G (es. 804 d). E ana- 
logamente per la parte a destra di D. 

b) Il metodo indicato in a) vale quando è carica una sola trave; 
quindi richiede che si considerino separatamente i carichi agenti su cia- 
scuna di esse (°°) (ciò che consente però di combinare alla fine i vari ca- 
richi nei modi che producono le sollecitazioni più gravose). Nel n. 473 
studieremo un metodo che tiene conto di qualunque condizione di carico, 
e che vale anche se i nodi si spostano. 

e) I punti fissi. Come già vedemmo nel caso delle travi continue 
(n. 249 b), in una qualunque delle travi scariche a sinistra di quella carica, 
ad es. nella E7 (fig. 941), i due momenti M., ed M,, alle sue estremità 
hanno il rapporto &, dato dalla (669,), o dalle (670), che è indipendente dal 
valore di M., (ossia dal carico agente sulla SD o su altre travi, purchè 
siano a destra della EF). Perciò il 
momento flettente nella trave EP, 
che varia linearmente, si annulla in 
: un punto I (punto fisso di sinistra), 
Fig. 941. definito dal rapporto EI : IP = ky. 


(**) Tra i vari modi di presentare e di applicare il metodo dei punti fissi, questo è forse, 
concettualmente, il più semplice e il più spontaneo (M. MAYER: Neue Statil der Tragwerke aus 
biegesteifen Stiben, Berlino, Bauwelt-Verlag, 1938). 

Per l'estensione del metodo alle strutture a connessione multipla, si veda D. BONXVICINI: 
Su almi metodi di calcolo dei telai piani (nota seconda), « Tecnica italiana », nov.-dic., 1941. 

(®**) In certi casi, ad es. nelle travi continue, si può studiare mediante i punti fissi, ma con 
procedimento grafico assai diverso, la struttura caricata su più campate (v. ad es. C. GUIDI: Leo 
zioni sulla Scienzu delle costruzioni, secondo volume, Cap. II, n. 73, Torino, Bona). 
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Analogamente, nelle travi scariche a destra di quella carica (o di 
quelle cariche), ad es. nella GH, il momento flettente si annulla in un 
punto fisso X di destra, definito da GK :XKH=k%,. 

Le travi come la FE hanno anche un punto fisso XK di destra, nel 
quale M si annulla quando, invece della SD, 3 carica una trave (o più 
travi) situata alla loro sinistra. E le travi come la GH hanno anche un 
punto fisso I di sinistra, nel quale 1 si annulla quando è carica una 
trave situata alla loro destra. 

Giova però osservare che se si procede come si è detto in a), cioè se 
si calcolano i momenti trasmessi alle estremità opposte delle varie travi 
mediante le (669) o le (670), non è necessario determinare e utilizzare i 
punti fissi. 


d) Oltre che mediante i rapporti %, e X, dati dalle (669) e (669,), o dalle 
(670), i punti fissi sì possono anche determinare nel modo segnente. 

Se la trave scarica AB si considera articolata in A (nota 91) e incastrata ela» 
sticamente in B al complesso che la segue (fig. 942 a), un momento destrogiro 
M, agente in A provoca in B (ossia trasmette in B) un momento .M;, destrogiro 
per la trave BA e sinistrogiro per il nodo 5. Siano Pas: Po: Pra = Pa i coefficienti 
d’influenza della trave £ 3 qualora fosse appoggiata in A [ 


dla 
e in B; ed e; il peso elastico del nodo B (ossia l'angolo di (&7 7 fa) 
cui ruota il nodo 5 per effetto di MM, = 1). Uguagliando M, DG 
pa int ca v ri_zon ) (n 
la rotazione dell'estremo B a quella del nodo 5, si ha * dj 


K Mb 
a Mora + Mido = — Mx65 > x, sr ua 


M,:M,= — Pra © (Pro + &). ma) 


Se b è la distanza del punto fisso XK da B, si ha anche VA E : by 
M,:Ma=b:(1—bd); per cui, uguagliando, risulta la de. 


relazione che determina b: *% 
db 


‘a 
RI . Analogamente: —l-= —Y%a_ da Ù 
I-b + = 1-@ Pa + Ea” Fig. 942. 
che risulta considerando invece la trave BA articolata in 3, incastrata elasti- 
camente in A al complesso che la precede, e soggetta in B a un momento Lì, 
(fig. 942 D). 

Risolvendo le due relazioni, si ottengono le distanze a e d cercate: 


i — Pa _ Pra 
678) a= A = Va 
(078) Paa — Pan + Ea Pio — Pra + E 
Ss la trave è prismatica, si ha Paa=Pwn=1/3EJ, —Pai=—Pr=1/6EJ (100) (101), 
£e invece la trave è di sezione variabile, per le (a) del n. 459 si ha 


(— Pa = — Pra È positivo) 


Paa Jy/l? 9 Po Tall? ’ - Pa = — Pra = an? . 


(3*°) Nel caso particolare della trave perfettamente incastrata in B, oppure in 4, si ha 3=0 
oppvre eg = 0, e risulta rispettivamente d = 2/3, oppure a = 7/3 (es. 243). 

(14) Essendo e, = 1/W, e W = 4EJ/I, è facile riconoscere l’equivalenza delle (678) con le 
(669) e (669;), che danno invece 4, = (D1—b):b e kKK=(1—a):a, 
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- e) Ricordando l’esercizio 559 b, c), il punto fisso X di destra è il punto d’in- 
‘contro dell’asse della trave con l’antipolare di A rispetto all’ellisse di elasticità 
del complesso trave-nodo B. Quindi è anche l’antipolo della normale alla trave 
in A; ossia è il baricentro dei momenti statici dei pesi elastici della trave e del 
nodo B rispetto alla normale per A (si veda anche l’es. 579 b). Lo stesso dicasi 
per il punto fisso I di sinistra. 


Esercizio 801. - Studiare la trave continua di sezione costante della fig. 943, 
comuuque caricata sulla seconda campata. 
Soluzione. Essendo W = 4EJ/Il, si ha 


m=-iw, weim w=-wi-1}0 


k,=2+ 1,5W7/W,=4, ka= 2+ 1,5W/Wa= 3,75. 


Quindi si ottiene (675) 


758* — D* Ri S* 
S| |D M, = TOSI = Di, M=-È mia ; 
VERZEAEEE 
Fig. 943. M,= Mille» essendo k,.=2+1,5W/W,= 4. 
Esercizio 802. — Studiare la struttura della fig. 944. 
Soluzione. Si ha 
= SEI EE AP AE PR 
l la L L l; 
x 2 Wa - Wa 
W,=Wt+ Wa, Wa= Ws+ Wi, k,= 24 1L5;j0» lea 2+L57. 
& (°3 
Inoltre si ha (n. 237 c) Q 
£=R=(6/1,)Q/24= QU/4. k; 


Quindi M, ed M; sono dati dalle (675,). 7 
Nel caso particolare in cui le quantità EJ/l siano Fig. 944. 
uguali per le cinque travi, le rigidezze sono proporzio- 
nali a W,=3, W,.=W;=W,=W;=4, W,= 7, Wi=8. Quindi risulta 
ks = 20/7 = 2,857, ka = 22/8 = 2,750. Per cui si ottiene 


ka z1_ Oka 


ka—1 QU _ Q 7 RTRT = a 2 
M,=— ia 0,0638 QI, M= Re=i£” 0,0677 Qi. 
Si ha poi anche (666), salvo i segni, 
3 = 4 
Msa= Mg 7 = 0,0273 QU ’ Ma= Mg El = 0,0365 QU , 


Mi= Ma, = MU5 = 0,0339 QU; 


e quindi M,, = 0,0182 Q%3, Ma = Ma = 0,0169Qg. 
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Esercizio 803. — Studiare la struttura della fig. 9435. 
Soluzione. Si ha W,= 0, (la (669) richiede W, = 4£7,/l,, non 3E£7,/l,} 


Wa=s-gpa Mme fa= » E 
p9 L £ A 3 L 4 
k,=2+ 15110, k:=2+ 1,5 


Si ha inoltre (n. 237 c) St = D* = Plî/16. 
Quindi si ottiene 


6. k,St—D& 


o pi 0 A 
Mg L'ERci Di, Fig. 945. 
st, _ Sdi 6 Di—Stk, _3 Ph 
0 GL k-da1 CC & kl © 8 ba 
W, W, 
PA e = Me 
Mas MT W,i' Ma WIM, 
un 
Ma = MT FW+ MW} 


e infine M,= M/2, Ma = Ma/2. 


Esercizio 804. — Studiare la struttura della fig. 946, essendo le rigidezze W, = 
—W,= 2W,= 2W,. 
Soluzione. a) Momenti. Indicando con W la rigidezza dei piedritti, si ha 


n W 9W 
W,=W+ W=37, Wa=-Wl-Pp)= Fan} 
k,=2+ 15419, k=2+ 1611 2,838, 
Wi Va 
Inoltre è (n. 237 c) 
so 6.808 80h g_ 6 .700_7h 
Li iso 30” ,, 180° 30° 
Quindi si ottiene 
___2,833-8—-7 Qh_ 
Ha" rgee—1 "ag = DI De 
-7>8 ù 
Me È LIL = — 0,0429 QI. 
id 5,666—1 30 1 Fig. 946. 


fi ha poi anche 
ka =2+ 1,5W,/W,=3, e quindi Mo = Malka = 0,0143 Qi. 
Mx = (2/3) Mx = 0,0095 QI, Mux = (1/3) Ma = 0,0048 QU, 
Mi, = 0,0024 QU, , Ma = 0,0048 QU, . 
b) Rotazioni. La rotazione del nodo D è anche la rotazione dell’estremo D 
della trave 2 per effetto del momento M; (sinistrogiro): 


Pa = — My/W, = — 0,0429 QI, : (97/5) = — 0,0238 Q1,/F. 
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La rotazione del nodo A si può calcolare in due modi: si ha (671) 
k.=—-(2+2W/W.)=—-5, e quindi Pa = Palk, = + 0,0048 QU/W ; 
oppure 
Pa = Moal Wa = 0,0143 Q1,/3W7 = 0,0048 QU/W. 


Esercizio 805. — Studiare la struttura dieci volte iperstatica della fig. 947, 
essendo J,/1, = 0,0020 m*, 73/1, = 0,0010 m?, 73/1, = 0,0040 mî, Jy/l, = 0,0015 m* 
Jg/l; = 0,0008 m3, Je/l, = 0,0025 mî, 7/L = 0,0012 mì. 

Soluzione. Le rigidezze delle varie travi sono proporzionali (n. 458 c) a 
FW,= 80, W,= 40, W3= 160, W,=60, W;=24, W,= 100, W,= 48. 
Quindi le rigidezze successive sono proporzionali ai seguenti valori 

I 1 We 
Wa= We 'M+ 
W,=W,+W.,= 120, Wa= Wet Wa+ W; = 168,2. 


I coefficienti %, e k; risultano 


= 84,2, 


Co = — 5 <a Ca = 5 = 07 gl 
k, 24 1,5 w, 4, Fa 2+ 1,5 UA 3,427 
Si ha poi (n. 237 c) 
_ Boga 8.708 _ 7a - 5 pra - 8 .8Q% _ 80; 
s= 78180300 == 71807 30° 


Quindi si ottiene (675,) 


3,427-7—8 
era Sil a 9 
M, 12,708 30 0,0410 Wa, 
4:8—-7 QI Di 
M= sa ‘30, = — 00656 QI. 


Per la (666) risulta se salvo i segni, 


80 
Ma= Mg 1 = 0,0280 Qi, My= a DA = 0,0140 0%; 
M 60 5 24 
de Mi 168,2 = 0,0234 Qi » May — Mi 168,2 i 0,0094 Qi , 
84,2 
Ma = Ma 7ggi3 = 00328 Wa. 
Quindi per la (669) si deduce anche 
100 
=2+ 157 = 5.125, Ma = 125 © 0:0064 OI. 


Infine, si ha M,,= 0;0140Q%, M, = 0,0070Q, M.4= 0,0117 Q, M,, = 
= 0,0032 QU, (192). 


(1?) Se si volesse la reazione dell’incastro H, essa passa per i due punti fissi X delle travi 
GH e DG, nei quali M = 0, 


Se) 
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461. Sostituzione dei carichi coi momenti e le reazioni d’incastro perfetio 
(principio di equivalenza). 


Stabiliamo ora un importante principio di equivalenza, che consente 
di studiare in modo rapido le strutture iperstatiche anche complesse, 
usandolo sia da solo, sia come fondamento di alcuni metodi che studie- 
remo in seguito (nn. 463, 471, 473). 
a) Consideriamo una struttura costituita da piedritti verticali e da 
travi ad arco, caricata in modo qualsiasi sulle travi e sui piedritti (fig. 948 a). 
Se si trascurano le variazioni di lvu- 
gnezza dei piedritti (nota 8), i ca- 
richi provocano in ogni nodo i una 
rotazione q; e uno spostamento oriz- 
zontale é;.. Immaginiamo da prima 
che le g e i É siano nulli in tutti i 
nodi, ossia che le travi e i piedritti 
si comportino come perfettamente 
incastrati. In questa situazione la 
congruenza della struttura sussiste. 
Ma non sussiste l'equilibrio, perchè 
le varie membrature (travi e pie- 
dritti) che concorrono in un nodo 
trasmettono a questo altrettanti 
momenti —_1/ e altrettante spinte 
orizzontali — H (4'incastro perfetto, 
dipendenti dai carichi agenti su 
ciascuna membratura) (9), le cui 
somme —ZM e — ZH in generale 
non sono nulle; per cui il nodo non 
è in equilibrio. Perchè sussista anche 
l'equilibrio, ossia perchè si verifichi 
la situazione immaginata, bisogna 


dunque aggiungere nei vari nodi del- Ì c) 
le coppie + Z2M e delle forze oriz- 
zontali + Z'H. Perciò, se la struttura Fig. 948, 


fosse soggetta ai carichi, alle cop- 
pie + 21 e alle forze + ZH applicate ai nodi (fig. 948 b), le rotazioni (7) 
e gli spostamenti É di questi sarebbero nulli. 

Per ritornare alla situazione reale, si devono sopprimere le coppie 


(!°) I nodi trasmettono alle travi le coppie + M e le forze + H: perciò le travi trasmettono 
ai nodi — M e —4Z (essendo di verso contrario, hanno segno contrario, secondo la conven- 
zione del n. 451 a). Si veda anche il n. 462 d). 
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+ ZI e le forze + ZH che si sono pensate aggiunte; oppure, ciò che è 
lo stesso, si devono aggiungere ancora le coppie — ZM e le forze — Zi, 
le quali fanno perciò ricomparire le rotazioni p e gli spostamenti £. Quindi 
l'insieme delle coppie — DM e delle forze — ZH agenti nei nodi (fig. 948 c) 
provoca gli stessi pg e £ prodotti dai carichi. 

Si conclude pertanto che Ze rotazioni p e gli spostamenti È dei nodi 
prodotti dai carichi sono gli stessi che si ottengono applicando ai nodi della 
struttura scarica le coppie — ZM e le forze — ZH (1%) (195), 

In tal modo risulta sostanzialmente semplificato il calcolo delle inco- 
gnite 9 e È, mediante le quali si ottengono poi i momenti M e le spinte 
H alle estremità di ciascuna membratura (n. 471). 

Alla stessa conclusione si giunge più presto pensando da prima che tutti i nodi 
siano impediti di ruotare e di spostarsi mediante morsetti, i quali reagiscono sui 
nodi con coppie Z.M e forze ZH. Ma tali vincoli non esistono, quindi si devono 
sopprimere. Per cui si devono sopprimere anche le loro reazioni ZU e ZH; 
ciò che equivale a lasciarle (nel qual caso i nodi non ruotano e non si spostano) 
e ad aggiungere le coppie — ZI e le forze — ZH. In tal modo il telaio si ritrova 
nelle condizioni reali (cioè senza i morsetti), 
mentre le — YI e — ZH fanno ricompari.e 
le rotazioni e gli spostamenti dei nodi. 

b) Nel caso particolare dei così detti 
telai, costituiti da travate rettilinee e oriz- 
zontali (travata è l’insieme di tutte le 
travi di un piano) e da piedritti verti- 
cali (fig. 949 a), i nodi subiscono ancora 
rotazioni g indipendenti tra loro, ma gli 
spostamenti orizzontali È sono uguali per 
tutti i nodi di una stessa travata (se si 
trascura la variazione di lunghezza della 
travata, nota 8); per cui si ha un solo 
spostamento È per ciascuna travata o 
per ciascun piano. Inoltre non è neces- 
sario ragionare sull’equilibrio alla trasla- 
zione orizzontale di ciascun nodo, ma 
basta ragionare su quello di ciascuna tra- 
Fig. 949. vata; la quale, se tutte le membrature si 


(1%) Non è la deformazione dell'intera struttura che è la stessa, ma soltanto le rotazioni e 
gli spostamenti dei nodi. La deformazione è la stessa per ie membrature scariche; per quelle cae 
riche no, perchè si deformano anche per effetto dei carichi. 

(3°) Per evitare eventuali confusioni, giova osservare che questo principio è intimamente 
legato al ragionamento del n. 237 d), per il quale la rotazione di un'estremità svincolata di una 
trave dipende da M — . Nel nostro caso la rotazione di un nodo, ossia di tutte le estremità 
delle travi che concorrovo nel nodo, collegate tra loro nel nodo stesso, dipende per consegueuza 
da X(3 — dI) = 22M — >Il; ma poichè 2.1 = = 0, dipende da — X\f. 
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comportassero come perfettamente incastrate, riceverebbe da tutti i pie- 
dritti che a essa si collegano (dal disotto e dal disopra) altrettante spinte 
— H, la cui somma — Z7 in generale non è nulla. Quindi, ragionando come 
in a), si conclude che le rotazioni g dei nodi e gli spostamenti È delle tra- 
vate prodotti dai carichi sono gli stessi che si ottengono applicando al telaio 
scarico le coppie — ZM ai nodi e le forze — ZH alle travate (fig. 949 Db). 
Nel caso dei telai, se i piedritti sono scarichi, sono nulle le spinte = 
per cui si applicano soltanto le coppie — ZM ai nodi. La stessa semplifica- 
zione si ha anche quando, pur agendo delle forze esterne sui piedritti, le 
travate non si spostano, o perchè impedite da vincoli (provvedono questi 
a reagire), o perchè la struttura è simmetrica e simmetricamente caricata 
(in questo caso è evidentemente — ZH = 0 pur non essendo nulle le — H). 
c) Nel caso più generale di una struttura qualsiasi, costituita da travi (ret- 
tilinee o curve) aventi direzioni qualsiansi, si deve applicare a ciascun nodo, oltre 
alla coppia — Y'M, la risultante vettoriale delle reazioni — È d’incastro perfetto 
trasmesse al nodo dalle travi che vi concorrono; oppure le forze — ZH orizzontale 
e — JT verticale. 


462. Utilità del principio di equivalenza e osservazioni relative, 


a) Il fatto che i movimenti g e È dei nodi risultino determinati 
dalla sola conoscenza delle somme YI e ZH, qualunque siano i carichi, 
è implicito nelle (656) nel caso in cui siano nulli gli spostamenti £, e nelle 
equazioni più generali (688), (690) nel caso in cui questi esistano. Quindi 
l'equivalenza stabilita nel n. 461 è in armonia col metodo dei nn. 451 
e 468 (mentre il metodo del n. 471 ne è un’applicazione diretta). 

b) Dal ragionamento del n. 461 a) discende anche che i momenti 
effettivi M alle estremità delle varie membrature nella situazione reale 
(fig. 948 a) sono quelli 3/ d’incastro perfetto (noti in ogni caso) che si 
hanno nella situazione della fig. 948 b), più quelli 4.M che si hanno nella 
situazione della fig. 948 c). Perciò se si ripartisce ciascuna coppia — Z.M 
in parti proporzionali alle rigidezze delle membrature che concorrono nel 
nodo (nel caso in cui i nodi non si spostino), si ottengono direttamente 
i AM, e quindi anche gli M (risparmiando così il calcolo delle incognite 
p e È e la successiva sostituzione nelle espressioni degli M, che si attua 
nei nn. 451 e 468). Questa ripartizione costituisce il fondamento del me- 
todo di Cross (n. 463) e del metodo del n. 470, e in casi semplici con- 
sente di ottenere immediatamente la soluzione (n. 462 c). 

c) Nel caso semplice in cui la struttura abbia un solo nodo (fig. 951), 
si può ottenere la sua rotazione g dividendo il momento della coppia 
— YM per la rigidezza del nodo. Oppure si ottengono direttamente i mo- 
menti che sollecitano le diverse travi per effetto della coppia — YM, ripar- 
tendo (666) questa in parti proporzionali alle rigidezze delle singole travi: 
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risultano così i momenti 4M, che aggiunti ai momenti 7 danno i mo- 
menti M effettivi (es. 806). 

In questo modo, e in virtù del principio del n. 461, il problema è ri- 
condotto al caso semplice considerato nel n. 445 c) e nell’esercizio 762, 
nel quale agiva soltanto una coppia esterna nel nodo (es. 806-808). 

La soluzione può essere immediata anche in altri casi particolari, 
come quello degli esercizi 809-811. 

d) Quanto al segno degli M e di — YI, ad es. nel caso della fio. 953 
la trave AC è soggetta a M.. sinistrogiro (fig. 950) e il nodo A a — M, 
destrogiro, mentre la trave AB è soggetta a M,, destrogiro e il nodo A 
a —M, sinistrogiro. Ma M,, è maggiore, in valore assoluto, di Ma (per- 
chè 7, >): per cui il nodo è soggetto alla coppia — M..— Ma posi- 
tiva e destrogira (1%), che è appunto la coppia — ZM che si applica 
al nodo per determinare la rotazione g., 0 per ripartirla fra le quattro 
travi. Quindi, per determinare il verso delle coppie — Z.M da applicare ai 
nodi, si fa la somma algebrica ZI considerando i segni degli 3 agenti 
sulle travi secondo la convenzione del n. 451 a), si cambia segno, e se 
— ZW risulta positiva, la coppia che si applica al nodo è destrogira; ed 
è positiva anche agli effetti dei momenti da ripartire fra le travi. 

e) Se una delle travi che concorrono in un nodo ha l’estremità op- 
posta articolata, invece di I si considera il momento M (n.237 d). Quando 
poi si calcolano le incognite g e È, oppure quando si ripartisce ZU pro- 
porzionalmente alle rigidezze delle travi che concorrono nel nodo, la rigi- 
dezza della trave suddetta è naturalmente 37/1 invece di 4EJ/l (n. 454 b). 

Î) I movimenti @ e È dei nodi, come pure i momenti alle estremità delle 
varie membrature, si ottengono in funzione delle quantità ZM e YH, e non delle 
effettive distribuzioni dei carichi sulle travi. Per cui i risultati rimangono gli 
stessi se cambiano i carichi senza che cambino gli M e le HM. 

Nel caso particolare in cui sia carica una sola trave AB del telaio, e con 
carico simmetrico, le coppie — Y°M da applicare si riducono alle due —M uguali e 
contrarie nei nodi A e B. Per cui le incognite p e É, come pure i momenti M alle 
estremità delle varie travi, si ottengono in funzione della sola variabile M. Quindi, 
per ottenere la soluzione per una diversa distribuzione di carichi simmetrici sulla 
AB, cui corrispondano momenti MM’, basta moltiplicare la primitiva per M'/M 
(v. anche la nota 95). Lo stesso dicasi se il carico sulla trave AB è antisimmetrico, 
con la sola differenza che le due coppie—M da applicare nei nodi A e B sono uguali 
e dello stesso verso. Se invece il carico sulla trave AB è dissimmetrico, basta scom- 
porlo in una condizione simmetrica e in una antisimmetrica. 


| (5) È giusto che sia così, perchè se fl momento MM, è negativo e agisce in 
“der senso sinistrogiro (n. 451 a) sulla trave, sul nodo agisce in senso destrogiro il 
Moe momento — M,, positivo (fig. 950). Si veda anche la nota 103. I momenti AM 


che si ottengono ripartendo — Y M sono tali da far diminuire il valore assoluto 
di M,, e da far aumentare quello di My (perchè la trave 458 è più che inca- 
Fig. 950. strata in 4). 
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Esercizio 806. — Studiare la struttura della fig. 951 a). 

a) 1° soluzione. Applichiamo al nodo A (n. 461 a) la coppia — M=— M,= 
= + Q1,/15 (n. 237 ce) che gli trasmetierchbe la trave AB se fosse perfettamente 
incastrata (fig. 951 b). La rotazione del nodo risulta (665) 

QPa=—M:(Wi+ Wa). 


Questa rotazione provoca alle estremità 4 delle due travi i momenti (656) 


2EJ,, 4EJ, —M —- 
s Ci, = = =É 
CENTO Pa i W+Wi I m+ Wi 
2EJ ; 4EJ , ll + W, 
HS Sd, SI. = Hg: 
AM 0 L Pa 1 W+W, MU mr, 


TI momento effettivo M_, si ottiene aggiungendo 4, al momento Ma 
che si avrebbe se l’incastro in A fosse perfetto: 


> W 


RSI TI Ol i 
D 1 1 2 
M,= Ha Tr, Tr, 


Vi __Q 
= Ma Tir, 5 Wi+Wi° 


Il momento effettivo M,, coincide con 43%, perchè I; = 0 (e naturalmente 
è eguale a Ma). 
b) 2° soluzione. Si giunge direttamente al risultato 3I,, evitando il calcolo di 


Fig. 951. 


wu, SP SI decompone la coppia — I che si è applicata al nodo A in due parti AMa 
e zZi.i2,; proporzionali a W, e W, (n. 445 c). Conviene anzi calcolare soltanto 4 Mas: 
Pa 

Wi+ W,' 

che è già il momento cercato nel nodo A (mentre invece 4.3, andrebbe aggiunto 
è Mu) 


AMx=— M 


Esercizio 807. — Studiare la struttura della fig. 952. 
Soluzione. Si ha (n. 237 c) (la componente normale di P è P cos a) 
n EROS 


W — TT ETA QU 
ZM= M.,+ Mx nia (1 


Se prevale il termine negativo, 2 è negativo; quindi si applica al nodo A una 
coppia — ZM destrogira (n. 462 d). 

Se si vuole la rotazione ga, si divide (665) — DM per W,+ W, = 3E,J;/l, + 
+ 4E,J3/l1,. Sostituendo poi ga nelle (653,) e (633,), si ottengono Mu ed Mu 
(uguali tra loro). 
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Se invece si vuole soltanto M, = Mx basta (666) ripartire — Z'M in parti 
proporzionali a W, e W». Si ottengono cosi AMy e 44, che si aggiungono a 
My ed a Moe 


Esercizio 808. — Studiare la struttura della fig. 953. 
Soluzione. Si ha M,, = — ql3/12, Muy = + qt?/12;— XM = q(&— 2) 12. 
La rotazione di A risulta 

_ ga — 18): 

Po W+ Wit LE Wi, ° 
Nelle estremità concorrenti in A la coppia destrogira 
— ZM genera i momenti destrogiri 
et) Wi 


AMa=" 8 "I° 


Fig. 953. 


Quindi si ottiene (19) 


My = Mw LE AM » Ma I, +A4M ac» Moa = AMoa ’ Ma ia AM * 


Esercizio 809. — Studiare il portale simmetrico della fig. 954 a), caricato 
simmetricamente (198). 

Soluzione. Sostituito il carico con le due coppie — 1 (fig. 954 b), si ha (in 
armonia con l’es. 782) (W, = 2£,J;l,, n. 464 a) 


- 131] _ _1__LMII (0= 
77 25JI,]h+ 4EIh, 2+40 Ed n 


(679) Pa 


I momenti nei vertici risultano (come nell’es. 782) 


W, 20 + 3 è lu B 
Mg, =M=Hrtwr 191: (M è negativo) 


Queste espressioni sono valide per qualunque carico sim- _ 
; A -] 
metrico sulla trave. ne f 5) 


Esercizio 810. — Idem, per il portale a due cerniere (fig. 954c). | “a | 
Soluzione. Basta porre W, = 3E,J,/l, invece di 4E,J,/ls 
(cfr. es. 783): 0 
CE e |M] _ 1__|ML. 
° PT 2EIÙ+ 3ET,/6, 2+30 EJ,' “ 
30. So) 


= Me CSI, = 
Ma VO 2430" | ( 8, Fig. 954. 


(1°) Per comprendere meglio il significato di questo metodo, si pensi che la coppia — XM destro- 
gira fa ruotare il nodo A in senso destrogiro, e così pure le estremità A delle due travi; per cui 
diminuisce il momento M,, che era maggiore e aumenta .M,; che era minore, finchè diventano 
Mo = Map. (La trave 4B risulta più che incastrata in 4.) 

° (100) Se il portale non è simmetrico, e se è caricato in modo qualsiasi # sulla trave e sui piedritti, 
lo studio si può sempre ricondurre (n. 461 d) al caso di due coppie —2M, —2ZM, e di due furze 
— Hi ,—H applicate ai nodi 4 e B (ossia — >H applicata alla trave 45). 
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Esercizio S11. — Studiare la struttura simmetrica della fig. 955. 

Soluzione. Il carico non è simmetrico, ma è tale che i momenti M,., II, 
Mas My: sono uguali in valore assoluto (1°). Quindi i 
nodi non si spostano, e il nodo C non ruota. 

Perciò le rotazioni dei vertici ei momenti nei ver- 
tici stessi risultano (1W;j = 4E,J;/l, W, = 4E,Jy/h) 


= 197 
aC AAT Te RI (A 


Wi+ FW, Fig. 955. 


463. TI calcolo dei telai per successive approssimazioni. Metodo di Cross. 


È questo il metodo (1°) più semplice e rapido per il calcolo dei telai 
aventi i nodi che nen si spostano (n. 449); condizione questa che però ne 
limita notevolmente il campo d’applicazione (*4). Il metodo è di succes- 
siva approssimazione, come queìilo di iterazione (n. 441), col quale ha 
una stretta analogia (n. 464 c). Esso consente perciò di raggiungere quel 
grado di approssimazione che si desidera, e converge con notevole ra- 
pidità (n. 464 bd). 

a) Il procedimento può essere condotto nel modo seguente (!?), che 
è forse il più chiaro. Noti i carichi agenti sulle varie travi e piedritti, si 
calcolano anzi tutto i momenti d’incastro perfetto M alle loro estremità 
(n. 237 c), col segno secondo la convenzione del n. 451 a), e si scrivono 
i loro valori sopra o sotto o da un lato dell’estremità stessa, indicandoli 
col numero romano I (fig. 956). Per le travi scariche i momenti I sono 
naturalmente nulli. 

Quindi si cominciano le operazioni da un nodo 1 qualsiasi, nel quale 
si calcola il momento non equilibrato ZM = + 29600 — 23800 = + 800 
kgm. Si cambia di segno (n. 462 d), e si ripartisce — YM = — 800 in 
parti proporzionali (666) alle rigidezze W = 4EJ/l (o (661)) delle travi 
che concorrono in 1 (che nell’esempio si sono supposte uguali per tutte le 


(?) Nello stesso modo si può studiare anche il caso più generale, ma analogo, dell’esercizio 
790, nel quale sono uguali i momenti M,, ed My, e i momenti Mo ed Mo 

Si noti che questi casi si possono studiare più semplicemente, poichè, non ruotando il nodo 
€, si riducono a quello della fig. 951. 

Anche il caso del carico antisimmetrico si può ricondurre a quello del portale semplice (C. F. 
JoDpI: Il doppio portale simmetrico, « L’Ingegnere », 1930, n. 6). 

(1°) H. CROSS: Analysis of continuous frames by distributing fired-end moments, « Procce- 
dings », Am. Soc. of Civil Engineers, 1930. 

Interessante è anche la discussione pubblicata in « Transactions », della stessa Società, 1932, 
e ristampata in volume, che contiene numerose estensioni del metodo. 

(11) È possibile tener conto anche dello spostamento dei nodi, come vedremo nel n. 470. Ciò 
richiede però ulteriori considerazioni, e l'applicazione del metodo di Cross ripetuta più volte: per 
cui il lavoro risulta notevolmente aumentato. Tuttavia in certi casi particolari il procedimento 
riesce abbastanza semplice (es. 850). 

(113) D. BONVICINI, memoria citata nella nota 87. 
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travi); ritenendo provvisoriamente con ciò che le estremità opposte 2, 4, 5, B 
siano perfettamente incastrate (1). Si ottengono così per ciascuna estre- 
mità intorno a 1 dei momenti di ripartizione (— 200 kgm), che si indi- 
cano con II e che si scrivono in colonna con quelli I. 

I momenti II di ripartizione provocano nelle estremità opposte 2, 4, 5 
(per la B si provvede in ultimo) dei momenti di trasmissione, che si in- 
dicano con III. I momenti III si ottengono dividendo i II per 2 se la 
trave è prismatica, oppure per J./JTax se è di sezione variabile (114), e hanno 
lo stesso segno dei II (— 100 kgm) (n. 451 4). Essi si scrivono nelle rela- 
tive estremità, in colonna con gli I, indicando con una freccia la loro pro- 
venienza dai II corrispondenti. 

Si passa poi a un nodo contiguo 2, nel quale si calcola ZM = + 28800— 
— 29600 — 100 = — 900, computando in essa anche il momento III 
trasmesso da 1; si cambia di segno, e si ripartisce + 900 in parti propor- 
zionali alle rigidezze W delle travi che concorrono in 2, ottenendo i mo- 
menti II (+ 225 kgm), che si serivono in colonna coi momenti I a III 
già noti della trave 2-1 e coi momenti I delle altre tre travi. Quindi si 
trasmettono i momenti II agli estremi opposti, dove provocano altret- 
tanti momenti III (-- 112 kgm), che si scrivono in colonna, indicando 
ancora con la freccia la loro provenienza. 

E così di seguito fino a considerare tutti i nodi, cioè fino al nodo 8, 
aggiungendo sempre a ZM i momenti III trasmessi da quei nodi circo- 
stanti che si sono già considerati. 

Dopo questo giro, si hanno ancora nei nodi diversi momenti del tipo 
III non equilibrati (15), cioè aventi le somme non nulle in ciascun nodo. 
Si ricomincia perciò dal nodo 1, nel quale si calcola la somma dei momenti 
III (-+ 10276 kgm), si cambia di segno, e si ripartisce in parti propor- 
zionali alle rigidezze W, ottenendo dei nuovi momenti II (— 2569 kgm), 
che si scrivono ancora in colonna. Quindi si calcolano i momenti III 
(— 1284 kgm) trasmessi dai II alle estremità opposte, dove si scrivono 
in colonna. Poi si passa al nodo 2. E così di seguito. 

Si compie nello stesso modo un terzo, e se occorre un quarto giro, 
fino a che le somme dei nuovi momenti III non equilibrati, nonchè i 


(113) Se si conoscessero le rigidezze effettive delle varie travi, cioè se si potesse subito tener conto 
anche delle rotazioni dei nodi opposti, basterebbe dividere — Z.M in parti proporzionali a tali 
rigidezze per ottenere i AM, che aggiunti agli M darebbero i momenti M esatti neile estremità 
concorrenti in 1. Non conoscendo le rotazioni dei nodi opposti, si suppone provvisoriamente che 
questi non ruotino. I momenti III che poi si trasmettono al nodo 1 dai nodi circostanti rappre- 
sentano le correzioni a tale supposizione provvisoria. . 

(!*) In conformità della supposizione provvisoria che l’estremo opposto non ruoti, si otticne 
il coefficiente di trasmissione 4, ponendo 7, = nella (669) o nella (670). 

(115) Il metodo, in sostanza, consiste in questo: nell’atto in cui si considerano o si aggiun- 
gono le coppie — ZM, e si ripartiscono fra le travi concorrenti nel nodo, si equilibra il nodo; 
mentre nell’atto in cui si trasmettono i momenti III si creano nei nodi opposti dei nuovi mo- 
menti non cquilibrati, che bisogna poi cquilibrare, 
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singoli momenti III, siano trascurabili; ciò che dipende dal grado di 
approssimazione che si desidera. 

A questo punto si sommano algebricamente i momenti I, II, III per 
ciascuna estremità, e si ottengono i momenti M che sollecitano le estre- 
mità stesse. Come verifica, le loro somme algebriche devono essere circa 
nulle intorno a ciascun nodo. Quindi, per ottenere i momenti flettenti, 
si cambia il segno (nota 77) agli M delle estremità di destra neile travi 
e delle estremità che si considerano di destra nei piedritti. 
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Fig. 956. 


Infine, per le travi incastrate al suolo si ottiene il momento nell’e- 
stremità incastrata dividendo per 2 o per Ja/Ja il momento trovato nel- 
l’estremità opposta. 

Come vedremo nel n. 464 a), nel caso della fig. 956, in cui la struttura 
e i carichi sono simmetrici, il procedimento si può ridurre a meno della 
metà. 

Il metodo di Cross risulta più naturale se si pensa che tutti i nodi siano 
da prima impediti di ruotare mediante dei morsetti (n. 461), i quali reagiscono 
con le coppie Y.M. Quando si studia il nodo 1, si pensa di allentare il morsetto 
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corrispondente, ciò che fa scomparire la reazione XY M, ossia comparire in più 
la coppia — YM. Questa si ripartisce fra le estremità delle travi concorrenti 
in 1 proporzionalmente alle rigidezze W = 4EJ/l (perchè i nodi opposti sono 
ancora bloccati dai morsetti). Inoltre i momenti II di ripartizione generano dei 
momenti III di trasmissione che valgono la metà dei II (per lo stesso motivo). 
Fatto ciò, si stringe di nuovo il morsetto in 1. Si allenta poi il morsetto in 2, 
sì ripartisce —(2M + III) proporzionalmente alle W = 4E7/l (11°), e si trasmet- 
tono i momenti III = II : 2. E così di seguito. 

b) Se una trave ha un’estremità articolata al suolo, per essa si con- 
sidera nell’altro estremo il momento M invece di M; e all’atto della ri- 
partizione si assume la rigidezza W' = 3£J/1, oppure la (663). 

c) Se interessa conoscere anche la rotazione di un nodo i qualsiasi, 
basta osservare che i momenti II rappresentano l’influenza della rota- 
zione del nodo (mentre quelli I e III si trovano supponendo che il nodo 
non ruoti). Perciò la rotazione g; del nodo i, ossia dell’estremità è di una 
qualunque delle travi che vi concorrono, si ottiene dividendo la somma 
dei soli II relativi a tale trave per la sua rigidezza W (1°). 


464. Semplificazioni del metodo di Cross. 


a) Nel caso frequente delle strutture simmetriche e caricate sim- 
metricamente (è uno dei pochi casi nei quali è soddisfatta la condizione 
che i nodi non si spostino), il procedimento si può limitare a metà 0 @ 
meno della metà dei nodi, ciò che intanto riduce il lavoro a metà o a 
meno della metà. 

Se il numero delle campate è pari, in corrispondenza dell’asse di sim- 
metria si ha un piedritto, i cui nodi non ruotano. Quindi basta consi- 
derare i soli nodi appartenenti, ad es., alla metà di sinistra, senza tra- 
smettere i momenti III ai nodi appartenenti a tale piedritto (i momenti 
alle estremità delle travi concorrenti in tali nodi si trovano poi alla fine, 
come per le travi incastrate al suolo) (es. 813). 


(15) I nodi che circondano 2 sono tutti bloccati, compreso 1, nel quale si è stretto di nuovo 
il morsetto. Veramente quando si è allentato il suo morsetto il nodo 1 ba ruotato, per cui si po- 
trebbe pensare che le estremità delle travi che concorrono in esso non siano più perfettamente 
incastrate. Ma della rotazione del nodo 1 tengono conto i momenti III trasmessi dai momenti II; 
mentre le estremità concorrenti in 1 sono di nuovo perfettamente incastrate agli effetti di nuove 
coppie agenti. Infatti, ad es., se si carica una trave appoggiata agli estremi con un sistema 4 di 
carichi, poi si bloccano le estremità dopo che hanno ruotato, e si applica un secondo sistema B 
di carichi, per questi ultimi la trave si comporta come perfettamente incastrata. 

(1?) Ciò è in armonia con la prima delle (336), poichè si ha (n. 451 a) 


1 DI Dea 2E(IIa + IIIa) — X(IIo + III») 
a = —— [2(Ma — Ma) — (M»-My)) =-° E I e 
GEI [2(Ma a) — (Mo »)] 3 w 
2 2EIIa — XIII» 2 (3/2)SIIa Ella 
3 w 3 wW. Ww° 


Però quando si voglia fare la verifica della congruenza della soluzione ottenuta, si devono 
Invece calcolare le rotazioni g mediante la suddetta (336): talirotazioni devono risultare uguali 
per tutte le estremità concorrenti in un nodo (è l’unica verifica sicura dell'intero calcolo). 
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Se invece il numero delle campate è dispari, le travi che sono bisce- 
cate dall’asse di simmetria hanno due momenti uguali e contrari alle 
due estremità, le quali ruotano perciò dell'angolo 3{//2EJ. Quindi per 
queste travi si deve considerare la rigidezza W' = 2/1. Inoltre non si 
deve operare la trasmissione del momento III all’estremità opposta. es- 
sendosi già tenuto conto della rotazione che subisce anche questa estre- 
mità (es. 814) (v. anche il n. 451 f). 

Oltre alla suddetta riduzione del lavoro, anche la convergenza risulta 
più rapida (n. 464 d) (confrontare i successivi momenti III della fig. 956 
e della fig. 959); ciò che consente di diminuire il numero delle ripetizioni 
del procedimento. 

Nel caso dei telai simmetrici e di soli carichi verticali, non è neces- 
sario che i carichi siano simmetrici, bastando che siano simmetriche le ZI 
per rendere nulli gli spostamenti dei nodi (nn. 449, 461 bd, es. 790, $11). 

b) La convergenza del procedimento è generalmente rapida (più 
rapida se i momenti sono tali che le 217 siano piccole, e se i nodi sono 
pochi); ossia i momenti III diminuiscono con notevole rapidità a ogni 
giro, e sono già trascurabili dopo pochi giri (di solito tre). Ciò accade 
perchè spesso la Z'III non equilibrata è minore dei singoli momenti III, 
poi perchè essa va ripartita in più momenti II, e infine perchè i II si 
dimezzano nelle trasmissioni (es. 812, 816 bd). 

c) Come si è già accennato, il metodo di Cross presenta una stretta analogia 
col metodo di iterazione nella forma continua (n. 441 bd), applicato alla risolu- 
zione del sistema delle equazioni delle cinque rotazioni (656) (1!*). Consideriamo 
per semplicità il caso delle travi di sezione costante: 

Anzitutto nelle (656) la sostituzione dei carichi con le — ZH equivalenti è già 
effettuata. 

Si comincia dall’equazione di un nodo 1 e si suppongono da prima g, = 3 = 
= @y = ... = 0, per cui si ricava pg, = — ZM/2£N. Quindi si sostituisce i: nella 
prima Alle (653,), il cui primo termine N - 2p, = Wi (9, si è supposto nullo) 
dà l’incremento 4.M di prima approssimazione da aggiungere a .I,,. Anche col 
metodo di Cross si suppongono da prima perfettamente incastrati i sodi intorno 
a 1, e si ricavano perciò i momenti II,,, II; ... ripartendo — ZM in parti pro- 
porzionali alle W: ossia si divide — Y.M per YW, che è appunto uguale a 2VN, 
e si moltiplica il quoziente per W,, W, ..., ottenendo direttamente 4M,,, AM 
senza passare attraverso il valore di q,. 

Nell’equazione del nodo 2 si suppongono @: = gi = ... = 0 e si tiene già 
conto di g,, che si moltiplica per N, e si aggiunge al termine noto; quindi si ot- 
tiene g, dividendo per 22°N il termine noto — (ZM + N91) anzichè — 2'M. Col 
metodo di Cross, nel successivo nodo 2 si aggiunge a bari il momento III = II/2 
che è appunto uguale a N,,9,, perchè si ha No,@1 = N@1 = (W12/2)g1 = 

= (W.,9:)/2= 4M,,/2= 1I/2= II. 


13 see 


(1*) Osservazioni più dettagliate si trovano nel n. 2 della memoria di D. BONVICINI (nota 87). 
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Molti applicano il metodo di Cross tenendo conto dei momenti trasmessi III 
solo quando si riprende il nuovo giro; ciò che corrisponde al metodo di iterazione 
per fasi (n. 441 a), e presenta naturalmente una convergenza meno rapida. 


Esercizio 812. — Studiare la struttura della fig. 957. La rigidezza W è uguale 
per tutte le travi e i piedritti. I carichi sono P'= 5t, P"=2t, Q/= 12t, Q”=9t. 
Soluzione. I momenti I d’incastro perfetto nelle estremità che concorrono 


nei nodi 1 e 2 valgono in kgm 2, = + 5000, 1/,, = + 1500, 1/,, = — 8000, 
U,, = + 8000, M,, = — 4800. 

Nel nodo 1 si ha ZI = — 1500; perciò si divide + 1500 in tre parti uguali, 
che sono i momenti II = + 500. Il momento II della trave 1-2 trasmette in 2 
un momento III = + 250. Nel nodo 2 si ha Y.M + III = + 8450; perciò si 
divide — 3450 in quattro parti uguali, che sono i momenti II = — 862. Il mo- 
meuto Il trasinette in 1 il momento III = — 431. Questo è il solo momento 
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Fig. 957. 


III intorno al nodo 1; perciò, ricominciando da 1, si divide + 431 in tre parti 
uguali II = + 144. E così di seguito. Si osservi la rapidità con la quale diminui- 
scono i momenti III non equilibrati, ossia con la quale il calcolo converge. In 
ultimo si sono calcolate le somme algebriche dei momenti I, II, III, che danno 
i momenti effettivi. Le loro somme intorno a ciascun nodo sono circa nulle. 
I momenti nelle estremità A, B, C, D, E si ottengono aggiungendo al momento 
M dovuto al carico eventuale il momento ZII : 2. Ad es. in E si ha My, = 
= + 7200 — 440 = + 6760 kgm (M,=— 6760 kgm, nota 77). 
Le rotazioni dei nodi 1 e 2 risultano (n. 463 c) 


Q1=+ 647/W, gp, =—880/W. 


Esercizio 818. — Studiare il telaio simmetrico della fig. 958, caricato simme- 
tricamente. La rigidezza W è uguale per tutte le membrature. Sono caricate sol- 
tanto le travi orizzontali, e i momenti M nelle loro estremità valgono F 1000 kgm. 

Soluzione. I nodi 1’, 2’, 3’ non ruotano, quindi le travi 1-1’, 2-2’, 3-3’ sono 
perfettamente incastrate a destra. 

Si è cominciato il calcolo dal nodo 1, passando poi al nodo 2 e al nodo 3. 
Quindi si è ricominciato da 1, e così di seguito per tre volte. Le somme algebri- 
ch» dei momenti intorno a ciascun nodo risultano circa nulle. 
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1 momenti nelle estremità di destra valgono (M= M+ ZI1:2) 
M,,= + 1000 + 447/2= + 1223 kgm 
My, = + 1000 + 209/2=+ 1104» 
M,,= + 1000+ 298/2= + 1149 » 


Il momento al piede del piedritto esterno vale M, = + 149 kgm. Al piede 
de] piedritto centrale si ba MV, = 0. 
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Le rotazioni dei nodi 1, 2, 3 risultano 


Q=+447/W, Pe = + 209/W, Pg = + 298/W. 


Esercizio 814. — Studiare in modo abbreviato lo stesso telaio considerato nel 
n. 463 a), tenendo conto della simmetria. 

Soluzione. Se W è la rigidezza comune a tutte le membrature, quella delle 
due travi centrali va assunta uguale a 7/2 (n. 464 a). Perciò nei nodi 1 e 2 
(fig. 959) la ripartizione di un momento non equilibrato va fatta dividendolo 
per 3,5 e moltiplicando il quoziente rispettivamente per 1 - 1 - 1 - 0,5. Inoltre 
non si effettua la trasmissione dai nodi 1 e 2 verso destra. 

Come si vede, l’approssimazione raggiunta con tre soli giri è migliore di quella 
conseguita nel n. 463 a) con quattro giri. 


Esercizio 815. — Studiare la struttura simmetrica della fig. 960 a), caricata sim- 
metricamente. Le caratteristiche delle varie membrature sono h,} = 4m, h=8m, 
h,=5m, },j= 10m; Ja = 0,01 m*, J, = 0,02 m', J,= 0,03 mi, Ji = 0,04 mÉ. 
I carichi valgono Q/ = 6000 kg, Q” = 12500 kg, P = 8000 kg, r,=3m. 


O. BELLUZZI — Scienza delle costruzioni — II 25 
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Soluzione. - Le rigidezze delle quattro membrature a, d, c, d risultano {a 
meno del fattore E) (nn. 463 db, 464 a) 


W.=3J,/h,= 0,0075, W,=4J;/h,y= 0.010, 
W.,=4J,/h,= 0,0240, = Wy=2J/l3= 0,000. 


I momenti d’incastro perietto valgono (n. 237 c) 


IM, = — 5000 kgm, = M, =— 4167 kgm 


Mi, = + 5625 » Mi, = — 9375 » 
Si è cominciato il calcolo dal nodo 1, passando poi al nodo 2; quindi si è rie 
cominciato dal nodo 1, e così di seguito, per tre volte (fig. 960 Db). 
Le rotazioni dei due nodi sono date da 


@,= + 510/0,0240E oppure da + 171/0,0080E 
@, = + 3971/0,0075E » + 5296/0,0100E. 


Esercizio 816. — Studiare il portale simmetrico della fisura 961, caricato sim- 
metricamente sulla trave, supposto 3/,, = — M;; = — 1000 kgm. La rigidezza 
della trave è doppia di quella dei piedritti. 

Soluzione. a) Se si tiene conto della simmetria, e si assume Wi'= 2EJ;/l 
(n. 464 a), le due rigidezze risultano uguali. Perciò nel nodo 1 si ripartisce il mo- 
mento non equilibrato + 1000 in due 
parti uguali II = + 500, e il calcolo è 
finito, perchè non si hanno trasmis- 
sioni. Si ottiene così VM, = — 500 kgm, 


Fig. 960. Fig. 961. 


b\) Se invece si procede senza faner conto della simmetria, si comincia dal 
nodo 1, poi si passa al nodo 2, pol di nuovo a l, e così di seguito (fig. 961). 


C) STRUTTURE I CUI NODI SI SPOSTANO. 


465. I casi in cui i nodi si spostano. 


Come si è detto nel n. 449, l’ipotesi dei nodi che non si spostano, ri- 
chiesta dai metodi studiati in 8), si verifica soltanto nel caso in cui i 
nodi siano materialmente impediti di spostarsi dalla presenza di vincoli 
adutti, e riel caso delle st:uilure simmetriche caricate simmetricamente, 
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e purchè in entrambi i casi siano nulle le variazioni termiche. In tutti 
gli altri casi, invece, i nodi subiscono generalmente degli spostamenti, 
dovuti alla dissimmetria della struttura e dei carichi {!!), oppure alle 
variazioni termiche. Tali spostamenti causano complicazioni considere- 
voli, poichè la rotazione dell’estremità A di una trave AB non è più 
proporzionale al momento M, agente in A, ma dipende anche dallo 
spostamento relativo dò, — ò, che subisce l’estremità A, normalmente al- 
l'asse della trave, rispetto alla B. Per cui non è più valida la comoda 
ripartizione di una coppia agente in un nodo in parti proporzionali alle 
rigidezze delle travi concorrenti nel nodo (a meno che non si determi- 
nino le W tenendo conto anche degli spostamenti, es. 868 Db). 

Gli spostamenti dei nodi sono generalmente incogniti, e si aggiun- 
gono alle incognite momenti (nn. 466, 467), o alle incognite rotazioni 
(nn. 468, 469, 471). Sono invece noti soltanto in pochi casi: ad es., sono 
noti quelli dovuti a variazioni termiche nelle strutture aventi qualche 
nodo fisso, o a variazioni termiche simmetriche nelle strutture simme- 
triche (es. 817, 825, 835), e quelli dovuti alle variazioni di lunghezza 
delle aste nelle travature reticolari (n. 472). La conoscenza degli sposta- 
menti semplifica notevolmente il problema. 

L'influenza degli spostamenti, anche se piccolissimi, può essere con- 
siderevole (Cap. XI, nota 10), e tale da falsare profondamente i risultati 
qualora non se ne tenga conto (nota 73, es. 784, 822). Può essere trascurata 
soltanto per un calcolo approssimato, purchè la struttura abbia numerosi 
piedritti e sia soggetta unicamente a carichi verticali (es. 193). 


466. Impiego dell’equazione dei quattro momenti. 


a) L'equazione (646) o (647) dei quattro momenti si ottiene nello stesso 
modo (n. 250) di quella dei tre momenti (n. 245); anzi differisce da questa solo 
perchè si suppongono diversi i momenti M; ed M;' prima e dopo l'appoggio C,, 
che ora è il nodo C,. Perciò l’influenza dei cedimenti degli appoggi o degli spo- 
stamenti dei nodi è la stessa, e questi figurano come nella (342). Quindi per té: 


(11°) Ad. es., in un portale semplice simmetrico (fig. 962 a), un carico dissimmetrico, sia 
pure verticale, provoca uno spostamento orizzontale della trave 4B, che nel caso della figura 
avviene verso destra. Infatti, i due piedritti sono soggetti a spinte 
H uguali e a momenti disuguali | M,|=>|M;{ (fig. 962 b); per 


H 
cui, se si supponesse fissa la sommità di uno di essi, non potrebbe 
essere fissa anche la sommità dell’altro, in contrasto con l’inva- Mi 
riabilità della loro distanza. Quindi in 4 deve prevalere l’effetto 5) 


di M, su quello di H (spostamento verso destra), mentre in B 
deve prevalere l’effetto di H su quello di M, (spostamento uguale 
verso destra) (una delle condizioni che determinano le incognite è Fig. 962. 
appunto quella dell'uguaglianza di tali spostamenti). x 

L'esistenza dello spostamento risulta anche più chiaramente, se si sostituisce la condizione 
data di carico con una simmetrica e una antisimmetrica: Nella prima delle due condizioni le 
spostamento è nullo. Nella seconda agiscono coppie destrogire uzuali nelle sommità dei piedritti” 


Vel 
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ner conto degli spostamenti dei nodi basta aggiungere al secondo membro delle 
(646), (647) il termine 


ù l'a 


Nel caso generale in cui le due travi 7,_j ed 7, non siano allineate, ma formino 
tra loro un angolo qualsiasi, la differenza d, — dò,_1 è lo spostamento relativo, 
normalmente alla congiungente 0,_30,, di C, rispetto a C,_1; e analogamente 
per la differenza d,.1 — ò,, Quindi le due frazioni che figurano nella (a) sono le 
rotazioni destrogire w,_1 € w, che subiscono le congiungenti C,_1C, e C,0,., delle 
estremità delle travi 2,_j ed 7, in seguito agli spostamenti dei tre nodi. Perciò 
il termine (a) si può scrivere più semplicemente 6(w,_, — w,), e la (646) diventa (129) 


(881) (M/2,+ 2M/)8,_1+ (2M/ + M.,,)8, = 
= (I721+ 204)9,2 + (20457 + M4)9 + Bra — WA) - 


Le rotazioni w,_; e w, si considerano positive se destrogire. 

Inoltre, se le due travi estreme Z, = AC, ed 7, = 0,B sono incastrate in A 
e in B, si hanno le due equazioni supplementari (648), nelle quali i secondi membri 
diventano 6(a° — wo) e 6(80+ w,). indicando con a e con 8, i cedimenti ango- 
lari in 4 e in B (@ positivo se destrogiro e f, se sinistrogiro, n. 212), e con vo» 
= le rotazioni destrogire delle congiungenti 40,, C,B. Per cui si ha 


( SIAM — Ma) + (MM) = 60 — Vo) 
I S[(M,— MU) + 2M,— M)]}=68+%)- 


3) L'impiego della (681) è quello solito (n. 450), quando gli spostamenti 
dei vari nodi, e quindi anche le rotazioni y, sono quantità note (es. 817). In altri 
casi, se la struttura è abbastanza semplice, le rotazioni y, pur essendo incognite, 
ei possono facilmente eliminare (es. 818, 819, 820) (121). 

In generale, si possono determinare tanto le incognite M che le incognite wp, 
completando il sistema delle equazioni (681) con l'aggiunta di altre equazioni 
geometriche, che tengono conto del fatto che qualunque gruppo di travi formante 
una maglia o catena chiusa prima della deformazione deve formare una catena 
chiusa anche dopo (1°). Tuttavia nel caso generale è nettamente preferibile il 
metodo del n. 468 (1°), 


(682) 


mentre H = 0. Perciò tali coppie provocano în entrambe le sommità dei piedritti uno sposta» 
mento verso destra. 

Infine, anche il teorema di Maxwell ne dà la conferma, poichè se si applica una forza 1 oriz- 
rontale rivolta verso destra in A, il portale si deforma in modo che i vari punti della trave si 
abbassano nella prima metà e si alzano nella seconda. 

(**) In particolare, se gli spostamenti di C,_1, C,, C,,1 Sono tali che le congiungenti C,_3 
C, e C, C,4, ruotino di angoli uguali w,_3 = v,, l'influenza degli spostamenti è nulla. 

(151) Per maggiori particolari e per ulteriori applicazioni dell'equazione dei quattro momenti 
ci veda il volume di A. GIANNELLI: Lezioni sui telai elastici piani, Roma, Tip. del Senato, 1932. 

(33) F. BLEICH: Die Berechnung statisch unbestimmter Tragwerke nach der Methode des Vier- 
momentensatzes, Berlino, Springer, 1* ediz. 1918, 2* ediz. 1925. 

(18) Ad es., per un portale semplice incastrato dissimmetrico o caricato dissimmetricamente 
(tre volte iperstatico), si avrebbero quattro incognite M e l’incognita è (spostamento orizzontale 
doi due vertici). Co) metodo del n. 168 ai hanno due incognite 4 e un’incognita y. 
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Esercizio 817. — Studiare il portale simmetrico della fig. 963, soggetto a una 
variazione termica uniforme At. 

Soluzione. Il riscaldamento dei piedritti non ha influenza. Se si trascura l’ac. 
corciamento dovuto allo sforzo normale (nota 8). la trave AB si allunga di Al = 
= alAt, e la congiungente A,A ruota dell'angolo noto w = — 47/2%. 

La prima delle (682) applicata alla trave AA e la (681) applicata alla cop- 
pia di travi A, A e AB diventano (M,= My) 


9(2IMa, +M)=—6w, (Ma, + 20M) + S(2M,+ M) = 6. 
Sottraendo la prima dalla seconda moltiplicata per 2, si ottiene (0 = $, 185) 
a : 1 64EJ 30 a4MtEJ, 
SM, + 68,M,= , a M,= ——,. 2 —- n 
39M, + 6%,M,= 184, da cui Ma 14 20 s 14 20 L 


Quindi dalla prima si ricava Ma; 


Esercizio 818. — Studiare il portale simmetrico della fig. 964, soggetto a ca- 
rico antisimmetrico sulla trave orizzontale. 

Soluzione. Per quanto si è detto nel n. 448 9), si ha H=0. Quindi il mo- 
mento flettenie è costante lungo un piedritto, e in particolare è Ua, = Ma 


Fig. 963. Fig. 964. Fig. 965. 


Inoltre si ha (n. 4475) M=—M, M=-M, M,,= 0, H=0. Perciò, 
se w è la rotazione comune delle congiungenti A;A e B,B, la prima delle (652), 
e la (681) applicata alla coppia di travi A,A e AB diventano 


S,-3M,=— 6, 3M,9, + M.8:= M.8+ 6y. 


Sommando queste due equazioni, si elimina l’incognita w: 


M(66,+%)= MS; 


da cui si ottiene l’espressione valida per ogni carico antisimmetrieo 


(683) M= gl gHa=-M: (0= ) 


Il momento M, si ottiene per qualunque carico usando la (645). 


Esercizio 819. — Studiare il portale simmetrico della fig. 965. 

Soluzione. Il carico è antisimmetrico (n. 448 f), per cui si ha — ,,=4H,= 
= PI? M=—-M, M,=—- Ma 

Inoltre i momenti Ma, ed M, sono legati dall’equazione di equilibrio del pie- 
dritto AA, 
(a) M,= M,—-(P/2)h. 


Si 
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La prima delle (682), e la (681) applicata alla coppia di travi AA e Ab di- 
ventano (i momenti .M sono tutti nulli) 


S,(2Ma, + M)=—- 6%, (Ma, 1 23) + (2 Ma) = 0. 
Sommando, si elimina w; e tenendo conto della (a) si ottiene 


(31, — Ph/2)8£,+ M.(3%,+ £) = 0, 

da cui 
@.\ 
(66) reo (0-2 


5. 


Esercizio $29. — Studiare il portale simmetrico a due piani della fig. 966. 

Soluzione. Il carico è antisimmetrico (n. 448 f), per cui i momenti nelle se- 
zioni simmetriche sono uguali e di segni contrari. Le incognite sono i momenti 
M,. My, Mz, My. Nelle sezioni 5 e 3’ i momenti sono JM, — Hz e — (HM, — Ma). 

Indichiamo con ya e w. le rotazioni delle travi a e c. 

La prima delle (682) applicata alla trave a e la (681) applicata alle coppie 
di travi a db, dc, cd diventano (attenzione ai segni) 


| S(2M,+ M)=— 64, 

8,(M, + 243) + &(M,— Mi) = 6a 

(= (IM, — M3) + &(2M3+ My) = — 64, 
ù À 


Sommando la prima con la seconda e la terza con la 
quarta, si eliminano Je rotazioni incognite wa € Ye: 


39,(M, + 33) + S&(M.— M)=0 
— S(M,— M,) + 35(M3 + M) + SM, = 0. 


Fig. 966. 


Da queste due equazioni si eliminano M, ed M3 mediante le relazioni di equi- 
ibrio dei piedritti a e c: fina _ 
iti IA vr] 
M,= Mag ls M=M_-5h 


Quindi si ricavano le incognite II, ed May 


467. Le equazioni dei sei momenti e dei cinque momenti. 

a) Consideriamo tre campate successive 1,_3 = C,_10,; lr = C,0,31: la 
= 0510742 di una trave solidale coi piedritti, oppure tre travi successive anche 
non allineate di una struttura qualsiasi; e scriviamo l'equazione dei quattro mo- 
menti per la coppia di travi l,_1, 1, e per la coppia l,, 1,1: 

(30223 + 2M1)8,1+ (2417 + M/,)S = 
= (Mi21+ 20/:)S,_1+ (20M + M..1)S + 6-7) 
2Mx41+ Mi:9)Sra nai 


(342 + 2M(,,)9 + 
= (Mi + 2M,;1)5; + 2Mi.ii T Mi:2)Sr41 + 6(407 — Wrs1) là 


_ —_ 
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rr + 2040)Sr1 + 38M + Mi), + (2021 + MSA 
= (1172, + 23599, _24 30M + 17,,)8,+ (2174 + H,,)8 


13 


+14 6(4,-1 Wrs1) . 

Questa equazione non contiene la rotazione y, della campata intermedia /,. 
Perciò riesce utile quando le rotazioni Wr-1 € 4r+: Sono nulle, oppure uguali tra 
loro, anche se non è nulla w,, perchè allora le rotazioni non figurano (es. 864). 

Se invece si sommano le equazioni dei quattro momenti per m campate con- 
seentive, si ottiene un’equazione analoga alla (685) contenente 2m momenti, nella 
quale figurano solo le rotazioni w delle due campate estreme. 

Se le m travi costituiscono una maglia chiusa, cioè se il nodo m + 1 coincide 
col nodo 1, scompaiono tutte le rotazioni w. e sì ottiene l’equazione 


m 


6) Z3+ M},)S, = TL + W,)8 
1 1 


D 


(6 Fu 
b) Per poter usare la (342) nello studio della trave continua con appoggi 
cedevoli, i cedimenti è devono essere noti. Quando invece si tratti di cedimenti 
elastici. ossia proporzionali alle forze 0 che la trave trasmette agli appoggi (uguali 
e contrarie alle reazioni © di questi), serve l'equazione dei cinque momenti, che 
sì ottiene nel modo segnente. 
Se Eu; & €; Sono le caratteristiche degli appoggi r— 1, r, r+ 1, si ha 


Òra an E-10r1 », Ò, = 80, , Or, 13 Er+1Cr41 È 


Per le (345), (344), la reazione 0, è data da 


pesa, L ca I 
0,= r,— pi = Ha ue: ZPb_M, Mrs -ZPa, 
‘n r-1 


e analoghe espressioni hanno le reazioni 0,_j © C,13 che dipendono rispettiva- 
mente da M,_s, M,_,, M.,e da M,, M,.1) M,.3. Perciò, se si sostituiscono nella 
(342) le espressioni di d,_1, d-; Ò,..1 in funzione dei momenti, si ottiene un’equa- 
zione che riguarda la coppia di travi 1,_j = 0,_10,, 1,= C,C,,, e che contiene 
i cinque momenti M,_,, M._,, M,, Mu M,.. La prima e l’ultima equazione 
del sistema contengono soltanto tre momenti; la seconda e la penultima ne con- 
tengono quattro. 


468. Il caleolo dei telai in generale. Metodo di Gehler (1). 


È il metodo più generale per lo studio dei telai comuni (mentre per 
le strutture contenenti travi ad arco esso è ulteriormente generaliz- 
zato nel n. 471). 


(154) W. GEHLER: Rahmenberechnung mittels der Drehwinkel, « Otto Mohr zum achtzigsten 
Geburtstage », Berlino, Ernst, 1916, pagg. 388-123; oppure dello stesso: Der Rahmen, Berlino, 
Ernst, 1919, Cap. V. L’equazione dei quattro momenti e quella delle cinque rotazioni erano 
state ricavate da S. CANTONE: Reticolati, « Boll. Ass: Ing. e Arch.», Catania, 1915. 

V. anche A. BENDIXSEN: Die Methode der. Alpha-Gleichungen ece., Berlino, Springer, 1914; 
A. OstENFELD: Die Deformationsmethode, Berlino, Springer, 1926. 
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Consideriamo un telaio costituito da travi orizzontali e da piedritti 
verticali, avente i nodi soggetti a spostarsi. Poichè si trascurano le varia- 
zioni di lunghezza provocate dallo sforzo normale N, e si suppongono 
nulle per ora le variazioni termiche, i nodi non subiscono spostamenti 
verticali, mentre tutti quelli di una stessa travata subiscono lo stesso 
spostamento orizzontale. 

Assumiamo come incognite le rotazioni g dei nodi, come nel n. 451, 
e le rotazioni w delle travi dovute agli spostamenti, intendendo con wr; 
(fig. 967) la rotazione che subisce la congiungente R,$, delle estremità 
di una trave RS in seguito alla deformazione, rispetto alla congiungente 
RS primitiva. Per quanto si è detto dianzi, le rotazioni w sono nulle per 
le travi orizzontali; mentre risultano uguali per tutti i piedritti di uno 
stesso piano (per la suddeita costanza degli spostamenti È di tutti i nodi 
di una stessa travata e per la costanza dell’altezza di tali piedritti ('°) (12). 
Perciò, se c è il numero delle campate e p è il numero dei piani, i nodi 
sono (c +1)p, e quindi si hanno (c + 1)p incognite g e p incognite w 
(n. 446 a). 

Valgono le convenzioni sui versi positivi fatte nel n. 451 a). Per cui 
i momenti I,,, M,, ed IM,., 3 ., si considerano positivi come nella fig. 915, 
e le rotazioni g positive se destrogire; inoltre anche le rotazioni yw sono 
positive se destrogire. 

a) Le equazioni dei nodi. Se un piedritto RS dopo la deformazione 
va in R,S$, (fig. 967), la congiungente R$, compie, rispetto 
alla posizione iniziale R$, una rotazione ws; e i due nodi 
ds =, S compiono rotazioni g, e (angoli delle tangenti 
ifprs estreme alla linca elastica rispetto alla direzione verticale 

Dr primitiva del piedritto). Gli angoli 7,, € Ts corrispondenti 
Trs alla deformazione elastica del piedritto (ossia i soliti an- 

DE, goli @ è — 8) non sono uguali a gr € gp. come lo erano nel 
RR n. 451, bensì sono gli angoli che le tangenti estreme Îor- 
Fig. 967. mano con la congiungente R,S,. Per cui si ha 


(a) Tres = Pr — Yrsg Tsr = Ps Yrs. 


Sostituendo nelle (331), e tenendo conto dell’attuale verso positivo 


(33) I piedritti del piano terreno possono anche avere altezze A diverse (quando le loro basi 
non sono allo stesso livello). In tal caso, se é è lo spostamento della prima travata, le rotazioni 
y relative ai vari piedritti risultano w, = fill, wa = ‘1 ha. ys = f/fiz..., e si possono esprimere 
tutte mediante la y, del primo piedritto: ws = wi(Ry/R2), vs = y(Rx/fg)... + 

Oppure si assumono come incognite gli spostamenti é (come nel n. 471), sostituendo nelle 
(687), (688), (690) y con é{/h. 

(14) Se poi la struttura è simmetrica e caricata simmetricamente, sono nulle anche le w 
dei piedritti, e si ricade nel metodo del n. 451. 
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di MV, (n. 451 a), in luogo delle (653;) si ottiene (N = 2EJ/0) (!??) 


M,, —“ N,:(29, + Ps 3,3) + M,, , 
My == N,:(29, + Pr 3Ws) + My . 


Per conseguenza, sostituendo le (687) nell’equazione (655) di equili- 
brio dei nodi, cioè 2.M,; = 0, in luogo della (656) si ottiene l'equazione 
più generale : 

(688) 29, TN. + EN,@gi— 32 N, +SMx=0. 
pi i i 


Le prime due sommatorie sono estese a tutte le travi rî che concor- 
rono nel nodo 7 dai nodi i che circondano r, e la terza è estesa alle sole 
di queste travi che subiscono una rotazione w, cioè ai soli piedritti. 

Le (688) sono tante quanti sono i nodi del telaio, cioè quante sono 
le incognite q. 

b) Le equazioni dei piani. Pratichiamo due sezioni orizzontali o, e 0, 
che taglino tutti i piedritti di un piano generico % in prossimità del piede 
e della sommità (fig. 968 a); e consideriamo i vari piedritti isolati, ai 


LIL. T 
SID 
Mu 


Fig. 968. 


quali si applicano i momenti flettenti M, (ossia M,,), M, (ossia M,,) 
e gli sforzi di taglio 7 (fig. 968 b). Per l'equilibrio alla rotazione di 
ciascun piedritto si ha 

(b) Mu +Mwut Th. =0. 


I singoli valori T,, T,... per ciascun piedritto sono incogniti: tuttavia 
la loro somma è nota, perchè è uguale alla somma H, + Ha;t. di 


(2?) Le (687) risultano anche direttamente dalle (334), perchè si ha d,/l = w, e perchè nelle 
(334) gli angoli a e $ rappresentano le rotazioni delle tangenti estreme alla linea elastica rispetto 
alla retta 4B primitiva. 

In altri termini, le (331) che non contengono è si possono usare anche nel caso in cui è esi- 
ste, purchè a e f si misurino dalla congiungente 4,B; della trave deformata, cioè siano gli angoli 
corrispondenti alla sola deformazione elastica della trave. Se invece si usano le (334), che conten- 
gono esplicitamente è, a e f si misurano dalla direzione 4B primitiva, perchè essi sono quelli 
suddetti, modificati dall’intervento di è. 
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tutte le forze H orizzontali agenti al disopra della sezione c,. Perciò, 
se si sommano le (è) per tutti i piedritti del piano X, si ottiene (128) 


(689) PH. EH 4 4+ASTSAU, 
k 


Se ora nella (689) si sostituiscono le espressioni (687) dei momenti 
M,,ed M,,, nelle quali 7,, = M,,=0 perchè si suppone che non agiscano 
forze lungo i piedritti, e si tiene conto della costanza di yy per tutti i pie- 
dritti del piano %, si ottiene l’equazione 


(690) 3° NusPu + ST Nu®o as 6WE Nur + n, H a 0 . 
? u v k 


Le prime tre sommatorie sono estese a tutti i piedritti del piano £, 
e l’ultima è estesa a tutte le forze H agenti più in alto del piano È. 

Le (690) sono tante quanti sono i piani, cioè quante sono le incognite w. 

Se i piedritti del piano terreno sono incastrati al suolo, nell'equazione 
di questo piano scompare la prima sommatoria, perchè g, = 0. 

c) Facendo sistema delle (688) e {690) si hanno dunque tante equa- 
zioni quante sono le incognite complessive @ e y. Risolto tale sistema, 
sì sostituiscono nelle (687) i valori delle rotazioni g e w, e si ottengono 
i momenti M nelle estremità di tutte le travi orizzontali e verticali. 

Come controlli, i valori degli J devono soddisfare in ogni nodo alle 
equazioni (655) ZM,; = 0 (!?°), e in ogni piano alle (689). 
i 


d) Come si è detto nel n. 451 c), se in un nodo agisce una coppia 
esterna 3/,, per esso il secondo membro della (688) è uguale a M, anzi- 
chè a zero. 

e) Se una trave 45 è articolata in A, poniamo I, = 0 nella prima 
delle (687) e ricaviamo qu: 


Pa = — Po/2 + 3Wa/2— Ma/2Na 


(?*) Se le altezze 4 dei piedritti del piano terreno sono diverse da piedritto a piedritto, la 
(b) si può scrivere 
(0) (M,t+M):h+T=0; 
c sommando 


IV 2 
(639,) x Mulo 4590. 
i 1 


Sostituendo le espressioni (687) degli M, ed esprimendo le rotazioni w,, dei vari piedritti in fun- 
zione della rotazione wj del primo di essi (wy, = vyl/};, nota 125), si ottiene l'equazione 


Nu v N. v 


p>: 
h; Pu + so 


(690,) 32 ce 4 a. 
u É hi 1 
Se i piedritti sono incastrati al piede, si ha ®,= 0, per cui la prima E scompare (v. es. 833). 
(32°) Nei nodi in cui concorrono due sole travi si calcola MY all’estremità di una sola delle 
due (poichè sono uguali, se non agisce una coppia esterna nel nodo); però si perde tale controllo, 
che si ha soltanto se si calcola .M alle estremità di entrambe le travi, dai 
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— ———___cett__——t—t—t—————_—_———t——t———__—————————€————tt 
Sostituendo nella seconda, si ottiene (N, = 1,5Eat w/la) 
(687, ) Ma “ 0, Mra = N02» — 24x00) tn M/2 4 He . 


Coi versi positivi attuali dei momenti, il termine noto è M., (n. 237 d). 

Perciò applicando la (633) al nodo 5, nella prima sommatoria si usa 
N‘, invece di N», nella seconda non si scrive il termine con ga, nella 
terza si computa 2,42 invece di 3N 42, € nell'ultima si introduce 
Mis invece di 2M/,,. 

Se si tratta di un piedritto articolato al piede U, si ha MU, = 0, per- 
chè di solito le forze orizzontali si considerano concentrate nei nodi 
(n. 463 g). Inoltre, essendo I,, = 0, per esso non si scrive nella prima 
sommatoria della (690) il termine con g,, mentre nella seconda si com- 
ig 2N/,9, invece di 3N,,9,, e nella terza si computa 2N,,Wu INVece 


ti 


di 6A VurPuo 
Se tutti i piedritti del piano terreno sono articolati al piede, la (690) 
diventa 0 
(690) 20 NP VE Nu + h2 H = 0. 
v 

7) In certi casi le rotazioni (0) di alcune travi, o di tutte, non sono incognite, 
ma hanno valori noti; ciò che accade ad es. nel caso di variazioni termiche nei 
telai che hanno dei nodi impediti di spostarsi, nel caso dei telai simmetrici ri- 
scaldati simmetricamente, e nel caso di cedimenti dei vincoli. Le incognite si 
riducono allora alle sole rotazioni g, che si determinano mediante le (688) (es. 
825, 826, 827, 835). 

g) Se le forze orizzontali agiscono lungo piedritti, anzichè nei nodi, la 
(6) diventa (1°) 
(ba) Mo + Muy + Th + N = 0, 
essendo ST, il momento di tali forze rispetto al piede U del piedritto. Quindi, 
sommando le (b,) per tutti i piedritti del piano £, e tenendo conto delle (637), 
la (690) diventa 


sò pe D 
(690) 32N uoPu + 3ZN uoPo — SWZN uo + ZU + ZU + ZH + ZI, =0. 
k 


Se un piedritto è articolato in basso, i termini corrispondenti nelle prime 

tre sommatorie si modificano come si è detto in e), mentre è 
nullo quello nella quarta, e quello nella quinta diventa My. 
Se è incastrato perfettamente in basso, è nulla la rotazione @y. 

h) Se un portale ha la traversa inclinata (fig. 969), anzichè hi h, 
orizzontale, vale la relazione ws = ph ./hy), mentre per la traversa 
si ha w= 0 come nel caso in cui è orizzontale (!°) (es. 828). 

i) Valgono le stesse considerazioni pratiche del n. 451 À). Fig. 969. 


(:*) Oppure, in virtù del principio di equivalenza del n. 461, si possono sostituire le forze 
agenti lungo i piedritti coi momenti .M (che si considerano come coppie esterne M,) e con le 
forze H agenti nei nodi; salvo tener conto delle forze effettive quando poi si calcolano i mo- 
menti fiettenti lungo i piedritti. 

(3) V. le upcre citate nella nota 124, pagg. 92 e 39 rispettivamente. 
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Esercizio 821. — Studiare il portale simmetrico della fig. 970. 
Soluzione. I momenti d’incastro perfetto valgono (n. 237 c) M,, = — 4P1,/27, 
Mx = 2P1,/27. Quindi le (688) e (690) diventano (N, = MN) 
\ 2p(N, + N.) + Neg. — 3N,w— 4P1,/27= 0 
2p,(N, + Na) + Na — 3N,w + 221/27 = 0 
{ 3N,@ + 3N,@:.— 64(Ni+ N) = 0. 
Risolvendo il sistema nel caso in cui si abbia N, = N, = N, risulta 
at. A i LP 
®° a N° PT °° °°° 
Quindi, applicando le (687) alla trave e ai piedritti, o ai soli piedritti, si ot- 
tengono i momenti flettenti (col segno vero) 


6 8 
a Pl Ma=- ig Ph, Ma=iggPhi  Me=igPh 


I momenti alla base dei piedritti sono notevolmente diversi dalla metà dei 
momenti in sommità, causa lo spostamento orizzontale. 


My = 


Esercizio S22. — Valutare gli errori che si commetterebbero nell’esercizio 821 
se si trascurassero gli spostamenti dei nodi. 
Soluzione. Se si trascura yw, si applica la (656) e si ha 


| 29,(N, + Na) + N nad 21 =0 
I 2p(N3 + Ni) + Noa + 2P1/27=0. 
Nel caso in cui si abbia N, = N, = = N, si ricava 
o PA -_ i Pl 
«= N° °° N° 
Quindi si ottiene 
6 4 
Mi LA “mu, Das ce Phi,  Mao=zPlho Mu=gP 


Gli errori commessi sono rispettivamente del 12,0% in eccesso, del 13,3% 
in difetto, del 40.0% in eccesso, dei 30,0% in difetto. Essi sono particolarmente 
gravi alla base dei piedritti, risultando Mg, = (2/3)Mw; mentre in realtà è My, = 

= (4/3)Ma 


Esercizio S23. — Studiare il portale simmetrico della fig. 971, soggetto a una 
coppia esterna in un vertice. 

Soluzione. Col metodo di Gehler le incognite sono tre, ps; 9; w, mentre la 
struttura è soltanto una volta iperstatica; però si ottengono anche le rotazioni 
dei nodi e lo spostamento orizzontale. 

Avendo presente quanto si è detto nel n. 468 d, e), e applicando la (690,) 
invece della (690), le equazioni risultano 


20,(Ni + N) + Nopo— 2Niw= M, 
20(N2+ Ni) + Ng — 2Nip = 0 
2(Nip» + Nipe) — 2y(N Vi+ Ni)= 0. 


LE STRUTTURE A MOLTE IPERSTATICHE 397 


Ricavanco w = (93 + g.):2 dalla terza e sostituendo nelle prime due, si 

ottiene 
_ _N+2N, , No -Ni H, 

I nante Peer nl veg 

Quindi si ottengono M,, ed M,, applicando le (687) alla trave BC e ponendo 
%, = 0 (cfr. con le (732), (733) e v. anche l’es. 868): 

Nit+tMN 
Me = 2N/+41 N, Hi 


Esercizio 824. - Studiare il portale della fi. 972, incastrato în A e articolato 
in D. 


Soluzione. Al carico P corrispondono Mo = — 2P1/27, M,=+ 4P1,/27, 


Fig. 970. Fig. 971. Fig. 972. 
7, = 2P1,/3. Quindi, applicando le (688) e (690,), con le avvertenze del n. 468 e) 
sì ottengono le tre equazioni 
ai + Na) + Nop:— 3N,pw + 4Pl,/27=0 
2p:(No + Ni) + Now — 2Niy = 0 
N19 + 2N;p, — 6N,y — 2Njy — 2P1,/27 + 4P1,/27 + 2P1,/3= 0. 


I; 
Î 


vw N N 


Se Ny= Ng = Na= N, e quindi Nj = 3/4, le equazioni diveniano 


\ 4No, + Np.— 3Nyw = — 4Pl,/27 
< 7Np/2+ Ng — 3Nw/2= 0 
lav + 3Ng:/2 — 15Np/2 = — 20P1,/27. 
Risolvendo. si ottiene 
_ 42 Pl 36 PI, _ 112 PI, 
7 ssi N° 3301 N° 3901 N° 
Infine, sostituendo nelle (687) applicate alle travi %, ed 7,, risulta 
120 114 360 
My = gi» Mo=—ggiPho  Mo=— Ph 


Si trovano gli stessi momenti anche col metodo dell’esercizio 867. 


Esercizio 825. - Studiare il portale incastrato simmetrico della fig. 973, sog- 
getto a una variazione termica 4? uniforme. i 

Soluzione. Il riscaldamento dei piedritti non produce altro effetto che un 
innalzamento della trave BC. Quello della trave BC la fa allungare di Al, = 
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€ = al,At, e fa spostare il nodo B di É=— /7,/2= — al; At/2. 
A questo spostamento corrisponde per il piedritto AB una 
rotazione nota 


(ii E, = —— als At 12, . 
L’unica incognita è la rotazione g del nodo B (quella dî 
Fig. 973. C è uguale e contraria). Quindi la (688) diventa 
N, 


29(N, + Na) - Np—_3Ny = 0, da cui Por 1 w., Vie 
SANT Ma 


Il momento M,, si può ottenere dalla seconda delle (687) applicata alla trave 
l,, e cambiando poi il segno del risultato; ma si ottiene più semplicemente (per- 
chè ws = 0)M, dalla prima delle (687) applicata alla trave /,. Nello stesso modo 
sì ottiene My: 


IN,Na 3N,N, alii 
Mi, = Ns = Ò 1 °_ Vv e gii 2 
i Po mt 2N,+ Na 2h 
7 3N (N, + No) 3N,(N,+ N.) al,At 
Ma= N Spa De iaia), di 
ad iP — 3Y1,) 2N,+ N, Vi 2N,+N, DA 


Fsercizio $26. — Studiare il portale simmetrico della fig. 974 a), soggetto a 
una variazione termica zt nella sola trave orizzontale. 
Soluzione. La trave l, si allunga di Al, = alsAt, per cui lo spostamento è 


(fig. 974) dell'estremo B della trave 7,., normalmente a %, vale dò = — (40/2): 
: sen a (152); e la rotazione y, di 7, risulta 

dali 

VT 2, sena 


La rotazione dei due nodi si ottiene sostituendo questa nuova espressione 
di y, in quella di g dell’esercizio 825. Analogamente si ottengono i momenti .1/,, 
ed M,,, che differiscono da quelli dell’esercizio 825 soltanto per contenere il 
divisore sen a. 


Esercizio 827. — Idem, nel caso di At 
estesa a tutte e tre le travi. 

Soluzione. Se BB, = al,At è Vallunga- 
mento della trave AB (fig. 974 c), lo spo- 
stamento è di B normalmente a 1, vale 


è = B,B,= —(4l,/2):sena— Al; ctga. 


Quindi la rotazione y, della trave 1, risulta Nes di 


a -( alz At alAt ctg a) 
Vi i,  \2l,sena l, 


ws I, ) 
= alt (r - ctg A). 


La rotazione dei due nodi e i momenti si ottengono sostituendo questa espres- 
sione di y, in quelle di g, M,., Ma dell’esercizio 825. 


(133) Si trascurano gli accorciamenti delle tre travi dovuti allo sforzo normale. Però se @ 
fosse piccolo, bisognerebbe invece tenerne conto. 
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Esercizio 828. — Studiare la struttura della fig. 975. 

Soluzione. Come si è detto nel n. 468 4), per la trave 2 si ha yw, = 0, mentre 
la rotazione ws è legata a vw, dalla relazione ws = wi(l1/83) = wi 
] :ciì si hanno le tre incognite @,, Pes Vi 

T.,n (688) applicata ai nodi B e C' e la (690) danno le tre 
2 40 
+ Nsp. — IN Vi + MH =0 
+ Nego — N34, + Ma =0 
3(Np0 + Napo) — 6yi(N1teN3)= 0. Fig. 975. 


Esercizio S29. — Studiare la struttura della fig. 976 a). 

Soluzione. Se è, = BB, e ò, = UÙ; sono gli spostamenti dei nodi B e C (nor- 
mali alle travi 7, ed 2), per l’invariabilità della lunghezza 2, si ha (fig. 976 b) 
(B;C,= l, è uguale alla sua proiezione orizzontale, a 
meno di una quantità piccolissima di secondo ordine) 
ò, sen a; = ò, sen ag, ossia yi, sen a, = w3l, sen az + 
Perciò si può esprimere la rotazione w3 in funzione di w : 

vs = (1, sen g/l; sen a3)p, = Yi » 

La rotazione della trave %, risulta 

ys = — (Ò, cos a, + Ò, cos az): 2 = 
= — ò,(cos a, + cos g; sen a;/sen az) : L= 
l, cos a; sen ag + cos uz sen Qi _ 


1 
sa = 
v la sen Ag 21 


Si sono espresse così ys e y3 mediante w,. Perciò 
si hanno soltanto le tre incognite @; de; Wi. 
Applicando la (688) ai nodi B e C si ottengono le due equazioni 


2p,(N,+ Na) + NoPe = 3wx(Na + coNo)+ MH =0 
2p(N + Na) + Now — 3ys(coNa + coN)+ Ma = 0. 


Vediamo ora come si trasforma la (690). Isoliamo le due travi 1, ed 7, (fig. 976 e), 
e scriviamo l’equazione di equilibrio alla rotazione intorno a B per l, e intorno 
a CU per lg: 


MU + Valy — Hh + Mya = 0, Mio Vado + Hhg+ Ma=0; 
quindi, ricavando H da entrambe e uguagliando, si ottiene 
{a) (Mao + Mia + Vady) ih, = (— Ma Moa+ Vado): hg. 


Se r,, r; sono le distanze della risultante dei carichi su %, dalle verticali per 
A e per D, si ha (f'=Ah,— h;, 1=1,+d,+d, distanza orizzontale di 4 da D) 


V, = Rxfi—(My+ Mx):1+ HW/I, Va = Ri;/l+ (Mo + Ma):1- HW. 
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Sostituendo nella (a), e considerando il caso di h, = è, risulta 
(6) (Mao + Mao + (Mia + Mea) = R(x,d, — x;d3) è 
Infine, sostituendo le (687), si ottiene l’equazione 
N,gs(21+ la) + Nap(22+ 12) — 3px(N1+ c3Na)(l + l,) = R(x,d,— id). 


Si hanno così le tre equazioni cercate, dalle quali si ricavano i valori di ©,» 
e» Yi, che poi si sostituiscono nelle (687) per ottenere i momenti. 


Ese-cizio 830. — Studiare la struttura della fig. 977, avente gli appoggi B e 
C sco re coli. 

Soluzione. Essendo È, = wsl3 = — vil, la rotazione w; della trave l, è legata 
a ya da w = — Ya(ls/li). Quindi le incognite sono @a ® W3- 

Avendo presente quanto si è detto nel n. 468 e), e modificando il ragiona- 
mento del n. 468 5) per ottenere un’equazione analoga alla (690) che tenga conto 
anche del piedritto superiore, le equazioni risultano (Mx = — Qt/8, n. 237 d) 


| 2p(Ni + N;+N+N)_- 3N 33 + 3N sp3(13/1,) + Mu =0 
| pa(Nale — Nala)lli — 2y(Naliî + Ni) = 0. 


Esercizio 881. — Studiare la struttura della fig. 978. 
Soluzione. Le incognite sono Pa; Pr: Le © Vi = Vs = Vs = V- Avendo presente 


Fig. 977. Fig. 978. 
quanto si è detto nel n. 468 9g), le equazioni risultano (Ma, - Hon = — Qh/10 + 
FT Qh/15 enti Qh/30, a, = Qh/3) 


| 2p(N,+ Na) + Nega — N + Qh/15 = 0 
20:(Ne + Na+ Ni) + Nspa+ Nip — 3N3py = 0 
20(Na + N) + N.®» == 3N;y = 0 
3(N:Pa + Nar + Nipe) — Sy(N1+ N3 + N;) — Qh/30 + Qh/3 = 0. 


Esercizio 882. — Studiare la struttura simmetrica della fig. 979. 

Soluzione. Per l’antisimmetria del carico (n. 448 f), si ha a = Por Pe = Pai 
per cui si hanno le quattro incognite Pa, Pa: Pe 9 Y dei piedritti, 

Le equazioni (688) e (690) diventano 


29(N,+ Na) + NP — 3N = 0 

2p( Na+ Ns+ N)+ Na+ Nipi — 3N3p= 0 
2p{2N4+ Ns) + 2Ng, — 3N;w = 0 

3(2N,9a + 2N39 + N;p.) — 6y(2N, + 2N3+ Ni)+ Ph=0. 
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Esercizio 838. — Studiare il portale multiplo dissimmetrico della fig. 980, 
essendo Z, = 6 m, J, = 0,012 mi, Z,= 10 m, J,i= 0,024 mi, k=12 m Je = 
= 0,027 mi, 3=8 m, J3= 0,015 m4; h,=hs=5 m, J;=Jg = 0,006 m4, h3 = 
=h3=h=6 m, J3=J;=J,= 0,009 mi; E=2-10° kg/mq (calcestruzzo). 


Fig. 980. 


Soluzione. Le caratteristiche N risultano (a meno del fattore 105) 


per le travi N, = 8.0. Nj= 9,6, N= 9,0, N:= 7,5: 
per i piedritti N, = Ng= 4,8, N3=N;=N,= 6,0. 


7 


Assumiamo come incognite le rotazioni dei nodi @a; @n; Pe: Vas P, e la rota- 
zione w, dei piedritti estremi, ed esprimiamo la rotazione w3 dei piedritti interni 
mediante yz = w,(h,/h3) = (5/6)w, 

Le equazioni (688) e (690,) diventano (le g, sono nulle) 

25.60, + 89, — 14,44, = 0 
8Pa + 47,290, + 9.60, — 159, = 0 
9,69 + 49,20 + Pa — 154, = 0 
9. + 45pa + 7,59, — 154, = 0 
7,593 + 24,69, — 14,44, = 0 
2,889, + 39, + 3p: + 302 + 2,889, — 26,52y, = — P.. 
Conviene supporre P = 1, salvo moltiplicare poi per P i risultati. Sostituendo 


nelle prime cinque equazioni l’espressione di y, dedotta dalla sesta, e risolvendo 
col metodo di iterazione, si ottiene (a meno del fatiore 10-58) 


pa = 0,0233 ©, =0,0085 = 0,0107 
Pa = 0,0092 = g,= 0,0242 wp, = 0,0460. 


Quindi si ottengono i momenti (in kgm) sostituendo queste rotazioni nelle 
(687). Ad es., risulta Mp = + 0,44P (v. es. 860). 


Esercizio $34. — Studiare la struttura della fig. 981. 


Soluzione. Avendo presenti le espressioni degli M, le equazioni (688), (690) 
diventano (y rotazioni dei piedritti) 


2N, + Na)Pa + Nopo —3Ny — QU,/12 = 0 
ANs$+ Na+ No)pr + NsPa + Nip. — IN + Ql./12 = 0 
AN+N;+ No)po+ Nipn + Neva — IN;p = 0 
2(Ne+ N)pa + Nep.— 3Nw = 0 
\ BN Pa + NECA sa NP: + NyPa) = 64(N, +Ns+NM+N,)=0. 


©. BeLLUZZI — Scienza delle costruzioni — II 26 
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Esercizio 835. — Studiare la struttura simmetrica della fig. 982, soggetta a 
una variazione termica /t uniforme nella sola travata. 

Soluzione. Il nodo © non ruota e non si sposta. Se si tratta di un riscalda. 
mento, i nodi B e A si spostano (verso sinistra) di îj= — 41= — alt e di £,= 


Al l Cc 
1 2 3 ° 
Fig. 981. Fig. 982. 
= — 2/1. Quindi le rotazioni dei piedritti sono note e valgono w, = — 2A1/h;, 


y. = — Al/hs. 
Le incognite sono ©, e g. Indicando con N, N,, N, le caratteristiche delle 
travi e dei piedritti, le equazioni (688) risultano 
2AN.t N)gpa+t Npo = 3N 41; 2(2N + N.)pn + Npa = IN 32 . 
Se i piedritti sono uguali, si ha Ng = N,, w,= 2y,. In questo caso si ottiene 
IRPI gg = cl DR 
PoT INS P12NN, + 4Nt 98° PT TNEYISNN, + NV 


1 
Ls 


Esercizio 838. — Studiare gli effetti provocati da un cedimento verticale n 
senza rotazione, che avviene alla base del piedritto 1 (fig. 983). 

Soluzione. Il cedimento 7, provoca una rotazione nota w, = —7;/l, della 
trave l,, tre rotazioni incognite a. @, 9: dei nodi, e una rotazione incognita 
v, uguale per i tre piedritti. Le quattro incognite sono determinate dalle equa- 
zioni (688), (690) 


( 2(N1 + Na)pa + Nago — IN ;p, = 3N spo CR GRRNA 
AN + Na+ Na)pr + Napa + Nipo— BN34, = BN 22 1 s 5 
AN + No)po + Nip — INy1 = 0 
3(N1®a + NP» * N5Pe) — 6y(N+ Na+ N;)=0. ini 


Se la base del piedritto 1 subisce anche un cedimento angolare destrogiro 
®,. basta aggiungere il termine — N,g; nel secondo membro della prima equa- 
zione, e il termine — 3,9; nel secondo membro della quarta. 


Esercizio 837. — Studiare il telaio della fig. 984. 

Soluzione. Si hanno le cinque incognite da; Pr: Per Pas Vi = Vs 

Le equazioni (688), (690) diventano 

| 2(Na+ Ni)Pa + Nupa + Ng — NW + Ma =0 
2(N,+ No) + Nipa + Neg: — IN ;y = 0 
2ANa 4 Ns)po + Na+ NsPa —3Ny,= 0 
Na+ Ni)Pa + N39: # Nifa — IN si # Ma =0 

Fig. 984. \ 3(NiPa + NsPa) + 3(Nipn + Napa) — Gp (Na+ Na) = 0. 
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Esercizio 838. — Studiare il portale simmetrico della fig. 985. 

Soluzione. Il problema è staticamente determinato (n. 448 j); tuttavia lo stu- 
dio col metodo di Gehler dà le rotazioni Pa = Pa = P e y. e quindi lo sposta- 
mento È, = £, = wh. Il procedimento vale anche se i due piedritti non sono 
uguali, cioè se N; = N{; ossia anche quando la struttura non è staticamente 
determinata. 


Con le avvertenze del n. 468 e), le (688) e (690,) diventano (N{= N) 


N{+ N.)p+ Np—2N{y=0, 
3 4Nip— 2y(N{+ Ni)+ Ph= 0. 
Risolvendo, si ottiene 


__ Ph _ Ph i x Ph 
97 n, REIT 7? 


469. 1 procedimento di Takabeya. 


Questo procedimento (1°) serve per il calcolo dei telai a più piani e con un 
numero qualsiasi di piedritti, caricati da forze verticali qualsiansi sulle travate 
e da forze orizzontali agenti nei nodi (nota 130). I] metodo usato è quello di Gehler 
(n. 468); per cui si utilizzano le equazioni dei nodi (688) e le equazioni dei piani 
(690), con alcune modifiche nei simboli, per semplificarne la forma. L’unica par- 
ticolarità del procedimento risiede nella numerazione dei nodi secondo un ordine 
speciale, ciò che rende possibile la scrittura sistematica e pressochè automatica 
di tali equazioni. 

a) Per usare gli stessi simboli di Takabeya. assumiamo come incognite le 
quantità @ e u, legate alle incognite primitive q e y dalle relazioni 


(a) gr = 2Eq9,, rs = — 6Ew,s + 


In luogo delle quantità N = 2E/1 caratteristiche delle travi, adottiamo le quan- 
tità 


(b) Ere = Jrs/lys » 
Inoltre usiamo le seguenti notazioni abbreviate 
0, = 2ZE,; estesa alle travi concorrenti nel nodo r; 
9 
(c) I,= gii estesa ai piedritti del piano %; 
S,= Lin estesa alle forze H al disopra del piano &. 


Conserviamo le convenzioni relative ai versi positivi dei momenti M 
Ms, Mrs, Mg, fatte nel n. 451 a). 


reo 


(133) F. TAKABEYA: Rahmentajeln, Berlino, Springer, 1930. La questione è studiata anche 


in numerosi lavori dello stesso, pubblicati in « Memoirs of the F: aculty of Engineering », Sapporo 
{Giappone}. 
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Coi nuovi simboli, le espressioni (687) e le equazioni (688), (690) diventano 


(687) Mr = Ers(20r+ + Ur) + Mx,  Mre=éÉ,(20,+ Pt pn) + Up; 


(6881) 0,9+ ZE.:@:+ Zi ui = —ZMy; 
i i E 
(690’) ZE snPu + ZE xoPo sta TyUx = Sì e 
u v 


Essendo nulle le rotazioni delle travi orizzontali, la seconda sommatoria della 
(688') è estesa soltanto ai due piedritti (uno solo nella travata più alta) che concor- 
rono nel nodo. Le (687) danno i momenti 
Mrs Ms. quando si siano calcolate le 
incognite g e wu. 

b) Consideriamo, ad es., il telaio della 
fig. 986 a), e numeriamo i nodi dall’1 al] 
12 seguendo la linea a zig zag della figura 
986 b). Le estremità inferiori dei piedritti 
sono incastrate al suolo in I, II, III, IV 
(n. 469 d). Indichiamo con é,, £», ... é 1) le 
quantità É = 7/1 relative alle travi orizzon. 
tali o verticali che seguono i nodi 1, 2, ... 11 
nel percorso suddetto; con £{, i, éi, &{, 
Ég. È; quelle dei piedritti che sono sopra 
nodi 1. 2, 3, 5, 6, 7 (le quantità È, e È, 
sono già state numerate); e con £,, É,,. 

Fig. 986. È: Srv Quelle dei piedritti incastrati ne 
punti I, II, III, IV. 
L’equazione (688) applicata ai nodi 1, 2, 3, 4, 5, 6,... diventa 


O1P1+ fiPpo + É1ps + Eur + é1u,=> — My 
2P2T EP. î EPs î Ep: TtSaM1T ITA iti Ma Ma 
Q3P3 + EP» * ERA + EP + Emi + ug = My — HU 
QsPa + E3@3 + É Ps + EryUl1+ fue = = Ha 
O5P5 + È: + EsPo + ÉP10 + Éalto + ÉjU3 = — Ms 
OePe + E13+ EP3 + EP7+ Ep + Esuo + ÉU9 = — Ms — Ha 


. 
. 
° 
. 
. 
. 
. 
. 


L’equazione (690’) applicata ai piani 1, 2, 3 diventa 


È, Pt É 12 + ÉrrPs “ Ev Da + XU, = Si 
Ép1 + Ep, + ED + ED: + EP; + EsPe + È; + Ep. + Xolg = $2 
Esp: + Pe + Ep: + É ps + E:P3 + EiPr0 + éepn + ÉiPr2 + Taug = Ss. 


Disponiamo ora i coefficienti e i termini noti di queste 15 equazioni nella 
seguente tabella, ordinando i termini secondo gli indici crescenti delle incognite: 
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Incognite 


Termini noti 


Questa tabella gode delle seguenti proprietà, che consentono di scriverla 
immediatamente (cioè senza scrivere prima le equazioni): 

Il quadrato di 12 caselle perlato contiene i coefficienti delle incognite p. Essi sono 
simmetrici rispetto alla diagonale principale. Questa contiene i coefficienti progres- 
sivi 0, da 0, a 015. Ai due lati di essa si trovano i coefficienti progressivi é, da £, 
a £,;- Normalmente alla diagonale principale si trovano i coefficienti £{, £, Èss 
poi é;, Ég. É:, disposti secondo le diagonali secondarie dei quadrati di quattre 
caselle per lato (o di tante caselle quanti sono i piedritti). 

I coefficienti delle incognite 4 sono disposti verticalmente. Ogni colonna con- 
tiene i coefficienti È’ (o É) dei piedritti del piano cui corrisponde la 4, una sola 
volta e con numerazione crescente per il piano terreno, due volte e con numera- 
zione prima crescente poi decrescente per gli altri piani. 

I coefficienti delle incognite © delle equazioni 18, 14, 15 dei piani sono disposti 
orizzontalmente, hello stesso modo nel quale i coefficienti delle 4 erano disposti ver. 
ticalmente, e risultano simmetrici di questi rispetto alla diagonale principale. I coef- 
ficienti X delle incognite 4 formano il prolungamento della diagonale principale. 

I termini noti sono — Z'M per le equazioni dei nodi, ed $, per le equazioni 
dei piani, 
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Nel caso di telai irregolari la tabella subisce qualche modifica (es. 840). 

c) Scritta direttamente la tabella suddetta (coi valori numerici in luogo 
dei simboli), che rappresenta schematicamente il sistema delle equazioni, si ri- 
solve il sistema, impiegando preferibilmente il metodo per iterazione (n. 441), 0 
quello del n. 442 (i coefficienti della diagonale principale sono nettamente pre- 
valenti), oppure il metodo di Banachiewicz (n. 439). 

Ricavati i valori delle incognite @ e u. basta sostituirli nelle (687 ) per otte- 
nere i momenti J{,, ed M,, alle estremità delle travi e dei piedritti. 

Se si vogliono conoscere le rotazioni @ dei nodi, e le rotazioni y dei piedritti 
(per dedurne gli spostamenti orizzontali delle tra- 
vate), basta ricordare le relazioni (@). 

d) Caso dei piedritti articolati alla base. 
Quando tutti i piedritti uv del piano terreno sono 
articolati alla base, avendo presente quanto si è 
detto nel n. 468 e) è facile riconoscere che le 
(687‘), (690’) si trasformano nelle seguenti 


(687) Mao =0, Mo “= Eno(2P, 1 Mis) 


(6907) Ep, + Xi, = Sa» 
v 
dove (134) 
{Q'), (5) Mis = — 4EWwo », Edi “a 0.75T xy L'APE 
; , 1 se ; hi 5 
{e°) xi li, Si=-g ZH. 


La (688’) rimane formalmente invariata; però nel 
computo di o si usa È’ per i piedritti uv. nella 
prima sommatoria si tralascia il termine con Qu 
e nella seconda si scrive 4’ invece di u per i pie- 
dritti uv (es. 841). 

e) Se la struttura è soggetta a soli carichi 
verticali. sono nulli i termini noti S. Se è soggetta alle sole forze orizZontali A 
agenti nei nodi, sono nulli i termini noti — ZU. 

f) Per le strutture simmetriche soggette a carichi simmetrici valgono le 
semplificazioni del n. 464 a). Sono nulle le incognite u. Mancano le equazioni 
dei piani. La tabella dei coefficienti e dei termini noti si riduce notevolmente, 
com'è indicato negli esercizi 842, $43 se il numero delle campate è pari, e negli 
esercizi S44, 845 se è dispari. 

g) Anche nel caso di strutture simmetriche soggette a sole forze orizzontali 
nei nodi, le equazioni e la tabella si semplificano notevolmente (es. 846, 847, 848). 


Fig. 987. 


Esercizio $39. — Scrivere la tabella dei coefficienti e dei termini noti per la 
struttura della fig. 987 a), soggetta a soli carichi verticali. 

Soluzione. Calcolati i coefficienti È, É', 0, X. e i termini noti — YI, la tabella 
risulta come quella scltematica della fig. 987 b). 


(1%) Per questo caso si sono usati simboli di valori diversi da quelli di ‘l'akabeya, per modi- 
ficare il meno possibile la forma delle equazioni del n. 468. 
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Esercizio 840. — Scrivere la ta- 
bella dei coefficienti e dei termini 
noti per la struttura irregolare della 
fig. 988, soggetta a forze verticali 
e orizzontali. 

Soluzione. Mancano i coefficien- 
ti é{ e É;. Perciò la tabella risulta 


Esercizio St1. — Scrivere la tabella per la struttura della fig. 989, con cer- 
niere alla base dei piedritti e soggetta a forze verticali e orizzontali. 
Soluzione. Avendo presente quanto si è detto nel n. 469 d), la tabella risulta 


Esercizio $42. — Scrivere la tabella per la struttura simmetrica della fig. 990, 
con un numero pari di campate, soggetta a carichi verticali simmetrici. 


Soluzione. Le incoguite sono Pv Pr Pa: Pa PP. Ps Pas Ps La tabella risulta 
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Esercizio S$48. — Scrivere la tabella per la struttura simmetrica della fig. 991, 
con nn numero pari di campate, soggetta a carichi verticali simmetrici. 


Soluzione. Le incognite sono pi, Pa: Ps: Ps. Ps. La tabella risulta 


Fig. 991. 


Esercizio S44. — Scrivere la tabella per la struttura simmetrica della fig. 992, 
con un numero dispari di campate, soggetta a carichi verticali simmetrici. 
Soluzione. Le incognite sono 41: Wa: Ya: Pa. Avendo presente (n. 464 a) che 
per le travi bisecate dall'asse di simmetria si considera una rigidezza dimezzata, 
per i nodi 2 e 3 prossimi all’asse di simmetria si usa 
(02) = AE, + Et È + Ea) Éay° =2- Eag (03) = 


Quindi la tabella risulta 


Esercizio 845. — Scrivere la tabella per la struttura simmetrica della fig. 993, 


con un numero dispari di campate, soggetta a carichi verticali simmetrici. 
Soluzione. La tabella risulta (es. 844) 


S: 
i 
' 
, 
' 
' 


Fig. 993. 


Esercizio 9846. — Scrivere la tabella per Ja struttura simmetrica della fig. 994, 
con un numero pari di campate, soggetta a sole forze orizzontali (antisimmetriche). 


Soluzione. Le incognite sono @1, Pr: Pi: Pur Ps: Per 1: fia. Avendo presente 


LE STRUTTURE A MOLTE IPERSTATICHE 409 


che pr = Pr: Ps = Psr si riconosce facilmente che nelle equazioni dei nodi 3 
e 4 posti sull'asse di simmetria si raddoppiano i coetticienti di gs e g;. Invece 
nelle equazioni dei piani si raddoppiano i coeflicienti di @1. @2: Ps: Psr 
oppure si dimezzano i coefficienti di 
Pz: Pis Un Ha ® i termini noti. 
Quindi la tabella risulta (non è sim- 
metrica come lo è la tabella gene- 
rale, perchè questa è ridotta) 


i 
rr 


Esercizio S47. — Scrivere la tabella per la struttura simmetrica della fig. 995, 
con un numero dispari di campate, soggetta a sole forze orizzontali. 


Soluzione. Anche in questo caso si ha gy = @>: Pg = Pa: Ps = Ps Nelle 
equazioni dei nodi 2, 3, 5 prossimi all’asse di simmetria si usa (Wy = 6£/1) 


[os] = 2(É1+ É0+ Em + for) + for = Q2+ Eso, [os]= 05 + S3a»  [0s]=05+ és. 


Nelle equazioni dei piani si dimezzano i coefficienti di 3, 49, “3 e i termini noti. 
Quindi la tabella risulta 


Fig. 995. 


Esercizio S48. — Studiare la struttura simmetrica della fig. 996, soggetta a 
sole forze orizzontali. I dati sono J, = 0,020 m*, J, = 0,012 m', /, = 0,009 m* 
per i piedritti, e I, = 0,050 m*, I, = 0,040 m*, I; = 0,030 m* per le travi; inol- 
tre si ha 1= 10 m, f}= 8 m, h7=h3=6m; P,= P, = 2000kg, P3= 1000 kg. 

Soluzione. Le incognite sono pi, Ps: Pa: Ur: Uta, Uz. Le caratteristiche È delle 
varie membrature, i coefficienti [o] e X, e i termini noti S valgono 


E, = 0,0050 = E, = 0,0040 = Egy = 0,0030 
E, =0,0025 È =0,0020  é& =0,0015 
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[o,] = 2: 0.0025 + 2 - 0,0020 + 3 - 0.0050 = 0,0240 
[o,] = 2-0,0020 + 2 - 0,0015 + 3 - 0,0040 = 0,0190 
[o;] = 2-0,0015 + 3 - 0,0030 = 0.9120 
X, = 0,00333 X, = 0.00267 X3 = 0,00209 
S,= — 13333 kgm S, = — 6000 kgm Sg = — 2000 kgm. 


Quindi la tabella risulta (moltiplicando coefficienti e termini noti per 103) 


Fig. 996. 


La soluzione del sistema di equazioni è 


Pi = 870130, Pa 510170, Pz = 193110; 
fa= — 5305200, Ha = — 4320450, 3 = — 2054900 è 


Sostituendo nelle (687°) si ottiene (i momenti 1 sono nulli) 


M,y = 0,0050(3 - 870130) = 13052 kgm 
MU, = 0,0040(3 - 510170) = 6122 » 
M;y = 0,003C(3 - 193110) = 1738 » 
M;, = 0,0025(870130 — 5305200) = — 11088 >» 
Mi = 0,0025(2 - 870130 — 5305200) =— 8912 » 
M,s = 0,0020(2 - 870130 + 510170 — 4320450) = — 4140» 
M,, = 0,0020(2 - 510170 + 870130 — 4320450) = — 4860  » 
My, = 0,0015(2 - 510170 + 193110 — 2054900) = — 1262» 
M.,, = 0,0015(2 - 193110 + 510170 — 2054900) = — 1738» 


La condizione YM = 0 è esattamente verificata in ogni nodo. I vari tratti 
dei piedritti risultano equilibrati. 


Esercizio S49. — Risolvere l’esercizio precedente col metodo delle forze. 

Soluzione. In questo caso è preferibile il metodo delle forze, perchè, per l’an- 
tisimmeir'a, si hanno le sole tre incognite V,, V2, V3 nei punti di mezzo a, b, e 
delle travi orizzontali (invece di sei). Esse sono evidentemente rivolte in basso 
(fig. 997). Si utilizzano le condizioni che i punti a, d, c non si spostino vertical. 
mente (n. 447 c); 0, più semplicemente, che a non si sposti verticalmente; che 
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b non si sposti rispetto ad a; che e non si sposti rispetto a d. Si ottengono così 
(n. 219, es. 200) le equazioni (tralasciando il divisore E) 


8 ee 53 
n + )5] — 5+ 2500 5 = 
[500 - 12 + 1000 - 6 Vit Va Vas 7 - 0037 Va3r, 0 
[500 - 6 Va+ Vg)5 dei 1500 a 1% ne La 
i — {Frt Tall-p. +10 28 lagpo= lg 
a 58 58 
— Y35 T°t 0g ogm oeg «L 


La soluzione è 


V, = 2610,4ke, V, = 12244 kg, V,= 347,6kg. 1000 kg I, ; 
Quindi i vari momenti flettenti risultano 
My, =— 347,6-5 =— 1738kgm ei 
My, = — 1224,4-5 = — 6122 » L 
M,-, = — 2610,4-5 = — 13052 f 
Mii 610,4 - 5 13052» Fig. 097, 
Myy= 500-6— 347,6-5= 1262 » 
Myy=  1262— 6122 = — 4860 » ecc. 


Si ritrovano gli stessi valori dell’esercizio 848. 


470. Il calcolo dei telai per successive approssimazioni. 


È un’estensione del metodo di Cross (n. 463) al caso in cui i nodi 
possono spostarsi orizzontalmente. Questo metodo richiede un tempo 
maggiore; tuttavia, usando il seguente procedimento pratico (1°), esso 
si riduce a ripetere più volte quello di Cross, ed è preferibile al metodo di 
Gehler (n. 468) quando si voglia evitare un sistema di numerose equazioni. 

Consideriamo da prima il caso in cui il telaio sia soggetto a forze 
esterne orizzontali agenti all’altezza delle varie travate, dovute all’azione 
del vento che si può concentrare nei nodi esterni, oppure a un’azione 
sismica ondulatoria. È questo il caso più importante, perchè si hanno 
notevoli spostamenti orizzontali, la cui influenza non si può assoluta 
mente trascurare; e anche perchè gli stessi concetti servono di base allo 
studio del caso generale in cui agiscano forze qualsiansi, per tener conto 


(135) O. BELLUZZI: Sul calcolo dei telai 1 cui nodi possono spostarsi orizzontalmente, « Il ce- 
mento armato» 1946, n. 3. 
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degli spostamenti dei nodi dopo che si è usato il metodo di Cross sup- 
ponendo che gli spostamenti siano impediti (n. 470 g). 

a) Supp. niamo da prima che i nodi si spostino orizzontalmente senza 
ruotare; ciò che equivale a pensare che essi siano vincolati mediante 
guide o corsoi (fig. 998 a), che consentano loro di spostarsi orizzontal- 
mente e impediscano la rotazione. 

Se il telaio è a un solo piano, la forza P orizzontale agente all’altezza 
della travata deforma la struttura come indica la fig. 998 a), e la tra- 
vata rimane rettilinea. La sommità di ciascun pie- 
dritto si sposta senza ruotare, per cui la sommità 
stessa è soggetta a una forza orizzontale P, e a 
una coppia, che equivalgono alla P, passante per 
il baricentro elastico G, del piedritto (figg. 998 b, c) 
(a metà altezza se questo è prismatico). Lo spo- 
stamento è uguale per tutti i piedritti, per cui 
le forze P, che sollecitano ciascuno di essi sono 
(513,), (36,) inversamente proporzionali ai rispet- 
tivi momenti d’inerzia dei pesi elastici rispetto alle 
17 orizzontali baricentriche (e quindi direttamente 

Fig. 998. proporzionali ai prodotti E,7; se i piedritti sono 

prismatici e di uguale altezza). Ottenute le P,, 
i piedritti sono soggetti a momento flettente variabile linearmente, 
che si annulla all’altezza di P,, ossia di G,, e che vale + P, - AG, alla 
sommità e — P, - BG, alla base (fix. 998 d). Se i piedritti sono prisma- 
tici, si ha + P,-h/2, e in particolare + (P:n)- 4/2 se tutti i piedritti 
hanno uguale sezione (n numero dei piedritti). 

Se invece il telaio è a più piani (fig. 999 a), il piano superiore si com- 
porta come il telaio a un piano già considerato. Quindi, se i piedritti 
hanno uguale sezione e sono prismatici, si ha P, = P./n, e i momenti 
alla sommità e alla base valgono + (P,:n)-4,/2. Per studiare il piano 
ha trasportiamo la forza P, all’altezza della P. (18°). Quindi si deve ri- 
partire la forza P, + P. fra i vari piedritti &,, come si è fatto per il piano 
superiore. Perciò, se i piedritti &, hanno uguale sezione e sono prisma- 
tici, si ha P;,=(P, + Pa):n, e i momenti alla sommità e alla base 
risultano + [(P, + Pa) n]: 43/2 (fig. 999 Db, c). E così di seguito per i 
piani hs, hy.... 

Se i momenti ottenuti alla sommità e alla base dei piedritti si conside- 
rano non come momenti fiettenti, bensì come coppie, cioè se si adotta per 
i loro segni la convenzione del n. 451 a), essi sono tutti negativi (fig. 999 d). 


(1*) Le sollecitazioni dei piedritti A, sono le stesse che si avrebbero se P, agisse all'altezza di 
P., perchè 1 piedritti f, trasmettono ai piedritti A, soltanto delle forze orizzontali, essendo i mo- 
menti assorbiti dalle guide o corsoi chie si pensano esistenti. 
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Quindi tali coppie, che indichiamo con I (187), nel caso dei piedritti pri- 
smatici e di uguale sezione risultano successivamente — (Prin) h,/2, 
—[(P1+ Pa) 1] -%0/2, — [(P1+ Pa + Po):n]-h3/2, ecc. 

b) I momenti .M ottenuti in a) alla sommità e alla base dei vari 
piedritti sarebbero quelli effettivi, se esistessero i vincoli (guide) sup- 
posti in 4), che impedissero la rotazione dei nodi. Ciascuno di questi 


My-M} 
Fig. 999. Fig. 1000. 


vincoli reagirebbe con una coppia sinistrogira, tale da rendere equili- 
brato il nodo, ossia uguale a ZM estesa ai due piedritti che concorrono 
nel nodo (!8). Ma questi vincoli non esistono, e quindi si devono soppri- 
mere; ciò che equivale a sopprimere le coppie reattive suddette, ossia 
ad aggiungere nei nodi le coppie destrogire — DM (in armonia col prin- 
cipio stabilito nel n. 461 a). 

Queste coppie esterne agenti nei vari nodi si devono ripartire fra le 
travi concorrenti in ciascun nodo. A tal fine, supponiamo ora che i nodi 
ruotino senza spostarsi orizzontalmente; ciò che equivale a pensare che 
essi siano vincolati mediante appoggi laterali, che consentano lore di ruo- 
tare e impediscano lo spostamento (fig. 1006 a). Quindi la ripartizione 
delle coppie esterne — 2} si eseguisce col metodo di Cross (n. 463), otte- 
nendo così delle coppie M diverse dalle M (minori in valore assoluto) alle 


(***) Conserviamo la notazione M per indicare i momenti I del metodo di Cross che poi si 
applica (n. 470 b), pur non essendo gli 7 momenti d’incastro perfetto. 

(**) Le travi orizzontali non trasmettono al nodo alcun momento, perchè i nodi non hanno 
ruotato, e quindi esse non si sono deformate. 
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estremità dei vari piedritti, e delle coppie M alle estremità delle 
varie travi. 

c) I momenti M ottenuti in d) sarebbero quelli effettivi, se esistes- 
sero i vincoli (appoggi) supposti in d), che impedissero ai nodi di spo- 
starsi (cioè se gli spostamenti rimanessero quelli avvenuti in a). Ciascun 
piedritto sarebbe così soggetto alle sue estremità a delle conpie supple- 
mentari IM, — II, ed M,— M,, dovute al fatto che I, ed M, sono di- 
ventate }., ed M,. Ciascuno dei vincoli supposti reagirebbe con una 
forza H (fig. 1000 L) tale da equilibrare queste coppie, ossia 


(a) H=[(M,—M.)+(M,—M,)]:h. 


Ma tali vincoli non esistono, e quindi si devono sopprimere; ciò che 
equivale a sopprimere le forze H, ossia ad aggiungere alle estremità di 
ogni piedritto le forze H con verso cambiato (fig. 1000 c). 

Ciascuna di queste forze H in un dato piano del telaio interesserebbe 
il piedritto corrispondente se esse risultassero proporzionali (n. 470 a) 
ai prodotti EJ. Ma poichè ciò accade raramente, si fa la somma alge- 
brica delle H di uno stesso piano e si ripartisce fra i vari piedritti pro- 
porzionalmente a £;J;, ottenendo le corrispondenti H,. 

Se ora supponiamo di nuovo che i nodi possano spostarsi senza ruotare 
ulteriormente, queste forze H, provocano nei piedritti dei momenti M 
uguali a + H,- AG; alla sommità e — H;: BG; alla base; ossia delle cop- 
pie — H,- AG;e— H;- BG; (come in a). Se il piedritto è prismatico, tali 
coppie M’ valgono — H, - h/2. 

Si può evitare il calcolo intermedio delle H, ossia la divisione per A 
richiesta dalla (a) e la successiva moltiplicazione per 4/2, poichè se si 
sostituisce l’espressione (a) nella MU’ = — H - h/2 si otticne 


(0) MH=—[(,-M)+ (M,—-3M)}:2=05[0,—-M)+ (7-1) 


(semisomma delle prevalenze di II, su M, e di 3, su M;). Come si è 
detto per le H, in generale questi I’ non risultano proporzionali ai 
corrispondenti EJ. Perciò si fa la scmma algebrica degli 1° di uno 
stesso piano, calcolati mediante la (b), e si ripartisce fra i vari piedritti 
proporzionalmente a EJ; , ottenendo le varie M/{ di ciascun piedritto (189). 

Per i piedritti del piano terreno si moltiplica invece la scla prevalenza 
M,—- M,in sommità per 0,75 anzichè per 0,5, e si ottiene il momento 
M; in sommità del piedritto. Ciò risulta osservando che, essendo la 
base incastrata, il momento M,—-M, provoca (312) una H uguale a 
1,5(M,— M.):h e che tale H provoca a sua volta un 1 uguale a 


__ (39) Nel caso di un portale simmetrico caricato in modo antisimmetrico (es. 850) le coppie 
3° sono uguali per entrambi i piedritti, e perciò sono date direttamente dalla (0). 
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— H - h/2. Oppure ricordando che M, — M, provoca alla base la coppia 
(M,—M,):2, e valutando ancora la semisomma di tali prevalenze me- 
diante la (5). Quindi si procede come si è detto dianzi per i piani superiori. 

d) Per effetto delle coppie .M/j trovate in c) e agenti alle estremità 
dei vari piedritti (non delle travi), i nodi sono di nuovo non equilibrati. 
Quindi si devono ripartire in ogni nodo le somme — ZM; mediante il 
metodo di Cross, supponendo di nuovo che i vari nodi possano ruotare 
senza spostarsi ulteriormente. 

e) Si continua il procedimento fino a ottenere l’approssimazione 
desiderata, ossia fino a che le nuove coppie W/® risultano trascurabili. 

I momenti effettivi si ottengono poi sommando i momenti M risul- 
tanti da ogni applicazione del metodo di Cross. 

Infine, i momenti -Y, alla base di ciascun piedritto del piano terreno 
sì possono calcolare in due modi: Tenendo conto della forza ZP, (estesa 
a tutti i piani) e del momento M, agenti alla sommità, si ha alla base 
M,=—-hZP;— M,. Oppure, dovendo la somma M,+ M, essere uguale 
alla somma M,+ 1, dei momenti I trovati in @) (perchè entrambe 
fanno equilibrio alle forze opposte ZP;), si ha M,= M,+M,—M, 

7) Nel caso delle forze orizzontali P agenti nei nodi, il metodo 
in questione consiste dunque nel supporre alternativamente che i uodi 
possano spostarsi senza ruotare, poi che possano ruotare senza spostarsi. 
Nella prima ipotesi si determinano le coppie .Y7 come si è detto in a) 
se si è nalla prima fase, e le coppie H, I”... come si è detto in c) se 
si è nelle fasi successive. Nella seconda ipotesi si ripartiscono le coppie 
— ZUM, — ZM', — MW”... agenti nei vari nodi, usando il metodo di Cross. 

g) Consideriamo ora il caso generale in cui agiscano delle forze qualsiansi. 


Le forze orizzontali P agenti nei nodi si possono studiare separatamente, nel 
modo che si è detto dianzi. 

Le altre forze si studiano supponendo da prima che i nodi siano imp»diti 
di spostarsi e usando il metodo di Cross (n. 463). Poi si calcolano le coppie 
M' mediante le (5), tenendo conto delle prevalenze di 1, su My e di }, su My 
nei vari piedritti, oppure soltanto di — M, e di — M, se i momenti d’incastro 
perfetto M, ed HM, sono nulli (caso dei piedritti scarichi). Quindi si fa la somma 
algebrica delle coppie M' di uno stesso piano, e si ripartisce fra i vari piedritti 
proporzionalmente a E;7,, ottenendo le rispettive 1{. Infine si procede come si 
è detto da d) in poi, e si ottengono così le correzioni da dare ai momenti che 
sì erano trovati nell’ipotesi che i nodi fossero impediti di spostarsi (149). 

h) Nel caso particolare, abbastanza frequente, di un telaio simmetrico a. 
due piedritti (fig. 1001), soggetto a forze P orizzontali agenti all’altezza delle tra- 
vate (come in a), ed eventualmente a carichi verticali antisimmetrici sulle travi, 
il procedimento di Cross si semplifica notevolmente. Infatti, basta considerare 


('*°) Per magefari particolari st vedano i volumi di BL. CROSS-N. D. MoKGAN, di L. E. GRINTER 
a di C. W. DuxHax citati nel n. 485. 
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i soli nodi di sinistra, e ripartire in essi le coppie — Y.M, — ZM... proporzional- 
mente alle rigidezze 4EJ,/h dei piedritti e alle rigidezze ridotte 6EJ,/l delle travi; 
come si riconosce pensando che ciascuna trave è soggetta alle estremità a cop- 
pie uguali e dello stesso verso, che provocano (303) rotazioni espresse da MI/6EJ,. 
In tal modo si dimezza il numero dei nodi da considerare, si evita la trasmissione 
dei momenti lungo le travi, e il procedimento risulta inoltre più rapidamente 
convergente (cfr. con quanto si è detto nel n. 464 a). 
Per brevità, studiamo soltanto un esempio di questo caso semplice. 


Esercizio 850. - Studiare col metodo del n. 470 il telaio simmetrico degli 
esercizi 848, 849 (fig. 1001). I dati sono gli stessi (salvo l’inversione della uu- 
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merazione 1, 2, 3), ossia R&, = }h, = 6m, h3=8m, 1= 10m; J=MNM0m!, 
Jg = 0,012 m4, Ja = 0,020 mé, I, = 0,030 mé, I3= 0,040 m*, I3 = V,uov w!; 
P,= 1000 kg, P, = P3 = 2000 kg. 

Soluzione. a) Momenti alla sommità e alla base dei piedritti: 


h,  M,=—(1000:2)-6/2 = — 1500kgm 
hs  M,=—[(1000+ 2000) :2]- 6/2 =— 4500 » 
hs M,=—[(1000+ 2000+ 2000): 2]-8/2=— 10000 » +. 


b) Le rigidezze dei piedritti e le rigidezze ridotte (n. 470 h) delle travi val. 


gono 
47,/h, = 0,006, = 4J,/fg = 0,008, = 4J3/h3= 0,010, 


61,1 = 0,018, 6I,/l =0,024, 6I;/l =0,030; 


I 


quindi sono proporzionali ai numeri 3-4-5-9-12-15. 
Seriviamo i momenti I = M in corrispondenza delle sezioni alla sommità 
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c) I momenti M° (n. 470 c) risultano (b) 


in a e in db M' = 0,5[(— 1500+ 848) + (— 15004 618)] =— 767kgm 
inc e in d M' = 0,5[(— 4500+ 2345) + (— 4500 + 1671)] = — 2492 » 
in e M' = 0,75(— 10000 + 7083) =— 2188 » , 


d) Seriviamo questi momenti in corrispondenza delle sezioni e applichiamo 
di nuovo il metodo di Cross (fig. 1002 b). 

e) Ripetendo otto volte il procedimento (basterebbe quattro o cinque volte), 
sì ottiene 


a b e a e Î 9g h 
— 848 — 618 — 2345 — 1671 — 7083 + 848 + 2963 + 8754 
— 407 — 253 — 1532. — 1464 — 1275 + 407 + 1785 + 2739 
— 253. — 197 — 599 — 603 — 363 + 253 + 796 + 966 
— 127 — 107 — 235 — 242 — 120 + 127 + 342 + 362 
— 58 — 50 — 92 — 97 — 44 + 58 + 142 + 141 
— 25 — 23 — 35 — 39 — 17 + 25 + 58 + 56 
— ll —_ — li — 15 — 7 + ll + 23 + 22 
— 4 — 3° — 6 — 6 — 2 + 4 + 9° + 8 
— 1733 — 1260  — 4858 — 4137 — 8911 + 1733 + 6118 + 13048 


Infine, il momento nella sezione i alla base dei piedritti hy risulta (n. 470 e) 


M;=— 8(500+ 1000 1000)+ 8911 = — 11089 kgm ; 
oppure 
M,= — 10000— 10000 + 8911 = — 11089 kgm. 
I momenti esatti erano invece (es. 848, 849) 


— 1738 — 1262 — 4860 — 4140 — 8912 + 1738 + 6122 + 13052 — 11088. 


471. Le strutture contenenti travi ad arco. 


Lo studio delle strutture che contengono delle travi ad arco è gene- 
ralmente più laborioso che nel caso di sole travi rettilinee, causa la de-. 
formazione più complessa (n. 404 a) degli archi, e la variazione di lun- 
ghezza che subisce la loro corda. Se la struttura ha una sola trave ad 
arco, può talvelta convenire il procedimento indicato nel n. 444 b) (es. 758),; 
che riduce a tre sole le equazioni di elasticità. Se invece gli archi sano più: 
di uno, conviene usare il metodo seguente (14), che vale per strutture 

l 

(14) O. BELLUZZI: Sul calcolo dei telai che contengono travi ad arco, « Mem. Acc. d. Scienze »| 
Bologna, 1944; «Il cemento armato », 1944, nn. 5-6-7. Il metodo è una generalizzazione di quelle! 
di Gehler (n. 468). 


Fra le numerose pubblicazioni riguardanti gli archi solidali coi piedritti ricordiamo le seguenti. | 
Mediante la teoria dell’ellisse di elasticità: M. PANETTI: Contributo alla trattazione grafica 


O. BELLUZZI — Scienza delle costruzioni — II 27 
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costituite da piedritti di se- 
zione costante o variabile e 
da travi ad asse rettilineo 0 
ad arco (con o senza tiranti), 
pure di sezione costante @ 
variabile, e per carichi qual- 
siansi. Per cui esso costi 
tuisce il mezzo più gene- 
rale per lo studio di strut- 
ture complesse, come ad es. 
quelle della fig. 1003, ed è 
di applicazione semplice, nonostante la complessità del problema. 


Fig. 1003. 


In questo studio è lecito trascurare anche per le travi ad arco la deformazione 
dovuta allo sforzo normale N, perchè la deformazione dei piedritti rende molto 
eccentrica la curva delle pressioni, sì che il lavoro di deformazione di N non è 
paragonabile (n. 405 b) a quello di M (mentre l’incerta rigidezza dei collegamenti, 
e le altre cause indicate nel n. 480, renderebbero illusorio un calcolo più esatto (*°)). 

a) Ricaviamo da prima le espres- 
sioni, analoghe alle (653), che legano 
le reazioni dei vincoli di una trave ad 
arco agli spostamenti dei vincoli stessi. 

Ripetendo il ragionamento del 
n. 237 b), si riconosce (fig. 1004 a) che 
le rotazioni e gli spostamenti delle estre- 
mità dell’arco, provocati dai carichi, 


sono gli stessi che le coppie M, — Ma è HH, Md, d) 
M,— M, e la spinta H,—H, provo- ! ) pa ic 


cano agendo sull’arco scarico e reso LN 

isostatico (fig. 1004 b) (M.,, M,, H, (4 0) 

sono le reazioni vere che si cercano, I4ENS 
ed M,, M,, H, sono quelle che i ca- 1 
richi provocherebbero nel caso degli 1 e) 


incastri perfetti, che si calcolano pre- Fig. 1004. 


a 


dell’arco continuo su appoggi elastici, « R. Acc. d. Scienze », Torino, 1901; H. LossiFR: Théorie 
générale de l’arc élastigue continu sur appuis rigides, Parigi, Béranger, 1903. 

Mediante il metodo dei punti fissi: A. STRASSNER: Der durchlaufende Bogen auf elastischen 
Stiitzen, Berlino, Ernst, 1919. 

Mediante il metodo delle deformazioni: G. KRUCK: Die Methode der Grundkoordinaten, Zu- 
rigo, Leemann, 1937: V. CAMIZ: Estensione del metodo delle rotazioni e degli spostamenti ecc., « Pont. 
Ac. Scientiarum », 1943. 

(#1) Volendo tener conto di L, e di L_, si dovrebbero calcolare esattamente i momenti dî 
secondo ordine Js. Jas» Ter Jac Che figurano nelle (a), tenendo conto degli antipoli delle rette a, 
dò, c rispetto alle ellissi di elasticità dei tronchi As, delle quali si valuterebbero i semiassi 0, e cr 
mediante le (516), (517) (n. 362 a). Oppure basterebbe il procedimento semplificato del n. 362 d). 
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ventivamente, o si trovano in apposite tabelle). Perciò conviene espri- 
mere gli spostamenti mediante queste quantità, anzichè far figurare di- 
rettamente i carichi. 

Nelle condizioni della fig. 1004 b), il momento flettente in una sezione 
generica $ risulta 


U=(M,—M,) 


x — x 
me Ad. —H.)y. 


Nelle condizioni delle figg. 1004 c), d), e) si ha rispettivamente 


M=1*#g; M,=—-1-e/, Mi=—1'y. 
Quindi, per l'equazione (481,) dei lavori virtuali, si ottiene 
=far01, 18 — a Ms] e'?dw — Mi E mado = des Ja'yaw 
Y» =f2 MM, de _ Mel cei 2dw + feci feyaw 
È fan e il c'ydw + Lee aa, eydw + (H.—H.)fytdw, 


essendo pa € 9, le rotazioni delle estremità A e B, positive se destrogire, 
e é l’accorciamento della corda, uguale alla differenza £, — & degli spo- 
stamenti orizzontali di A e di B, positivi se verso destra. 

Gli integrali sono i momenti di secondo ordine dei pesi elastici dw 
rispetto alle verticali a e d per A e per B e alla corda ce: ossia, nell’ordine 
in cui sono scritti, Ja, Tao Tres Jav: Jas Tac: Ires Jac do Limitandoci per 
semplicità al caso di un arco simmetrico, si ha Ja = da; Ja = drei Per 
cui si può scrivere 


(QL—-IL)I: — (I-TJa— A Ha)Id = pa 
(a) (Ma M)Ta— (M—- MJ — H— HJal =— gl 
\ (Ma MaJeo— (My M)Je— (Ha-HJl =—(&—&)l. 


Risolvendo questo sistema di equazioni, e isolando le reazioni effet- 
tive, si ottiene a 
Mi= MU, +92 + bp, + (E — a) 


(691) M,= Mi + bpa + apr — c(fa — È) 
Ha = H, + (Pe — Po) + dEi —&), 
dove 
TI doti Ti, 
| a= «n, = etelte n, 
(Ja-Ta Tar J° — Jî 
(b) s= a l, i Ca 
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La reazione orizzontale di destra, assumendo per H, e H, il verso 
positivo della fig. 1005 (H, e H; saranno perciò generalmente negative), 
è data da sa 
(691,) H, = Hy— (Pa — Pa) — UÉa — Sa) è 


Osserviamo che nel caso in cui l’arco sia soggetto a carichi obliqui sì 
ha generalmente |H,| #4e |[H.| #Ha; tuttavia si ha ancora |H,— Y, = 
= H,—H,, com'è richiesto dall’ equilibrio alla traslazione orizzontale 
dell’arco della fig. 1005, e come risulta anche dal confronto della (691,) 


con la ver delle (691). Se invece i carichi sono verticali, si ha \H.|=Ha 


si ii 


H;-Hj; 
S 


db) 


Fig. 1005. Fig. 1006. 


b) Ricaviamo anche per i piedritti le relazioni che legano le reazioni 

M e H in sommità agli spostamenti g e É della sommità stessa. 
Considerato un piedritto i di sezione variabile (fig. 1006 a), per la ri- 
cerca degli spostamenti possiamo tener conto, invece dei carichi even- 
tualmente agenti su di esso, del momento M;— M; e della forza H;,— H; 
(fig. 1006 b), essendo M, e H; le reazioni in sommità dovute alle forze 
esterne agenti sui piedritti, se questa fosse perfettamente incastrata (nulle 


se tali forze mancano). 
Nelle condizioni della fig. 1006 b), il momento in $ risulta 


M=(M-MU)+ (EH). 
Nelle condizioni delle figg. 1006 c), d) si ha rispettivamente 
Ma= iL; M.,=1-%. 
Quindi la rotazione @; destrogira e lo spostamento È; verso destra della 
sommità sono dati da 
= fari - (1,—M)[dw+ A, A) (ed 
ù f3121,35 — (1,—M) | dv + (A,—H)) [atdw. 


Il primo integrale è il peso elastico ®, del piedritto, il secondo è il 
momento statico S, e il quarto è il momento d’inerzia J,; di $, rispetto 
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all’orizzontale per la sommità del piedritto. Per cui si può scrivere 


(c) (I; MU): + (H; H,)S, = Pi, (M—MU)S; + (Hd; H)J; = 


Risolvendo queste due equazioni, e isolando M; e H;, si ottiene 


(692) M=MUtep—fi,  Hi=H—fp+g9&, 
dove 

Ji S; 9, 
@) eeeh s Segna 13%: 


Se il piedritto è di sezione costante, si ha S, = 4k;/EJ, S; = hi/2EJ, 
Ji = hi/3EI, SJi— Sì = h/12E>J?; per cui le (692) diventano 
>, 25J( È; > 6EJ È, 
(692,) Mi= + (20-34), H=H- op (27). 
Le (692,) sono la prima e la terza delle (334), se si guarda il piedritto 
stando alla sua sinistra e per 8 = 0. 
Se il piedritto di sezione costante è articolato alla base, in luogo delle 


(692,) si ha (18) 
— 3EJ È, =  3EJI È; 
(692,) M=IL+ (È), Hg lp] 
essendo I, e H; le reazioni nel caso del piedritto articolato alla base e 
perfettamente incastrato in alto. 

Nel caso dei telai a più piani, i piedritti dei piani superiori, incastrati alle 
due estremità, sono generalmente di sezione costante; e per essi si ha (144) in alto 
e in basso 


x 2EI(05. E,—é, wa, ei 
Mot tnt) (mera Entert) 

= _6EJ 6EJ = 
H,= pt pr, H,=IL+%; (+ go — 2 ft de) 


essendo ,, É, gli spostamenti dell’estremità superiore e g_, £, quelli dell’estre- 
mità inferiore. 


IS 


c) Le incognite p e È sono determinate dalle equazioni di equilibrio 
dei nodi 
(693) ZM = 0, ZH = 0, 


che si serivono per ogni nodo, e che comprendono tutte le 3 e le H delle 
estremità delle travi e dei piedritti che _concorrono nel nodo. Coi versi 
positivi assunti per le 3, M e per le H, H (fig. 1005), le (693) si scrivono 


(!#*) V. ad es. C. GUIDI: Lezioni sulla Scienza delle costruzioni, vol. II, formule (98), Torino, 
Bona, 1938. 


(**) Idem, formule (97). 
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senza un faticoso esame dei versi di queste quantità, ma bensì tenendo 
conto soltanto dei loro segni. 

Per gli archi, MY e H sono espressi dalle (691), (691,). 

Nel caso più frequente delle strutture a un solo piano, M, e H; per 
i piedritti sono espressi dalle (692), o (692), 0 (692,). Nel caso dei telai 
a più piani, M,, H. in alto ed M.,,, H, in basso sono espressi dalle (692,). 

d) Se in un nodo agisce una coppia esterna M., positiva se destro- 
gira, oppure una forza orizzontale esterna H., positiva se rivolta verso 
destra, per quel nodo le (693) diventano ZM = M,, oppure ZH = H.. 

e) Le equazioni di equilibrio (693) sono tante quante sono le inco- 
gnite 9 e £. Nel caso di un solo arco e di due piedritti, si hanno quattro 
equazioni e quattro incognite. Nel caso di due archi e di tre piedritti, 
se ne hanno sei. Nel caso di tre archi e di quattro piedritti, se ne hanno 
otto. Nel caso generale di n archi e di n + 1 piedritti (un solo piano), 
si hanno 2(n + 1) equazioni e incognite (mentre col metodo delle forze 
si avrebbero 3n incognite sovrabbondanti). Se invece la struttura ha due 
piedritti ed n archi sovrapposti, le incognite sono 4n (col metodo delle 
forze sarebbero 3n). Si possono dunque avere meno o più incognite che 
col metodo delle forze; comunque si ha però il grande vantaggio di avere 
equazioni sistematiche e semplici, ed esenti da incertezze relative ai segni. 

Risolto il sistema delle equazioni (693), basta sostituire nelle (691), 
(691;), (692) i valori trovati delle @ e €, per ottenere le reazioni M e H 
alle estremità di tutti gli archi e di tutti i piedritti. I valori ottenuti de- 
vono soddisfare le equazioni (693) di equilibrio, ciò che costituisce una 
verifica immediata dell’intero calcolo. 

Quando sono note tali reazioni, si calcolano facilmente le sollecita- 
zioni M, N, T in qualunque sezione; oppure si può tracciare per ogni 
arco la curva delle pressioni. 

f) Per studiare gli effetti di una variazione termica, o del ritiro del 
calcestruzzo, basta introdurre nelle (691) le quantità M e H relative a 
tali cause, considerate insieme ai carichi o separatamente da questi. 

g) Se le imposte AB di un arco sono collegate con un tirante di 
sezione A, per quest’ultimo si ha (H; e H, positive verso destra) 


EA 
04) ai=+E4 ea), n= ea. 


Quindi nell'equazione ZH = 0 si terrà conto anche di H; nel nodo A 
e di H; nel nodo B. 


h) Se un arco è articolato alle due estremità, per esso si ha 
ta dai E — È, = (H,—H)J: ’ 


essendo H, la reazione H, quando le due cerniere sono fisse. Quindi le (691), (691,) 
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si riducono alle due espressioni 


nun Dire - = La 
Ho= Hot FS), Ho= HF (fk-5). 


Se tutte le travi e i piedritti che concorrono in un nodo i sono articolati tra 
loro, per il nodo î si ha la sola equazione ZH = 0. Le H che figurano in essa 
sono quelle che si hanno per vincoli rigidi, tenuto conto dell’articolazione in i 
e dei vincoli esistenti nelle estremità opposte (es. 352). 

i) Se una delle travi orizzoutali 48 è ad asse rettilineo e di sezione varia- 
bile in medo simmetrico, si ha per essa J, = 0, Ta = 0. Le prime due espressioni 
(691) sono ancora valide, e diventano 


(691,) M,= M,+ APa + dp, è M= MU, + bp, + AP 3 


dove a = PI: (Ji — Ji), b = PI: (J2 — J}}). La terza delle (691) e la (691,) 
perdono il loro signiticato, 

Gli spostamenti £, e £ sono uguali e si riducono a una sola incognita È. 

L’equazione ZH = 0 comprende entrambi i nodi A e B ai quali fa capo la 
trave, ossia tiene conto delle H di tutte le travi, esclusa la AB. che concorrono 
in A e in B. Se la trave AB è soggetta a forze oblique di componente orizzon- 
tale H,, l'equazione diventa ZH = H,. 

Se la trave rettilinea ha la sezion: variabile in modo non simmetrico, val- 
gono le (657,) con M,— MX, ed M,— NM, al posto di M, ed I. Se è di sezione 
costante, si ricade nelle (653). 

l) Nel caso di strutture del tipo di quella della fig. 1007, se le travi e i pie- 
dritti sono prismatici si hanno dai formulari (445) le reazioni M,, e H,a per la 
porzione 45, comunque essa sia caricata; e analogamente JI e Hi per la por- 


Fig. 1007. Fig. 1008. 


zione CD. Inoltre si hanno M,., Hic} Ma, H., anche per il portale BC, purchè 
sia simmetrico. Quindi si può studiare l’intera struttura mediante le sole quat- 
tro incognite @,, È, @ È, relative ai nodi B e C (due in casi simmetrici). 


Esercizio 851. — Studiare la struttura della fig. 1008, avente i piedritti solidali 
con gli archi. Gli archi laterali sono circolari (angolo al centro 120°) e di sezione 
costante; i’arco centrale è parabolico e di sezione variabile secondo la legge 
J=J./cos 8 (n. 405 d). I dati numerici sono 7, = 1, = 8 m, ,=12m, f=4m, 
h,=h,=h=h,=h=5m; la sezione degli archi laterali e quelia in chiave 
dell’arco centrale è larga 40 e alta 50 cm; la sezione dei piedritti è di 40 x 40 cm 


(14) V. ad es. A. KLEINLOGEL: Rahmenformeln, Berlino, Ernst, 
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per quelli centrali, e di 40 x 60 em per quelli laterali (14); P,= 1500 kg, P,= 2500 
kg, Pa = 2000 kg, Q = 3000 kg. 

Soluzione. a) Momenti d’inerzia delle sezioni: archi laterali J = 0,004167 m4; 
arco centrale J, = 0,004167 m*; piedritti esterni J = 0,0072 m4; piedritti in- 
terni J = 0,002133 mf. 

Gli integrali che danno i momenti di secondo ordine dei pesi elastici si cal- 
colano facilmente. Per i due archi circolari (si possono dedurre dai risultati del- 


l’es. 556) si ottiene (r = 4,619 m; calcestruzzo E = 2 - 10° kg/mq) 
107-3V3 r3 _ » _ a+ 3V3 r3 _ ue 
da = 19 EI 25,84 - 1079, da= — 12 n” 11,31 - 10-9, 
d-3V3_ n 9-a1V3 8 
= S 3.214 - 10-8 = 9 7 - 10-56: 
na 7 77 = 3214-10, Pre 6 xy = 7.013 10%; 


e per l’arco parabolico (es. 700, 707) 


[hi 13 


Je -<ggg © BLL+ 0, da = GET, — 34,56 - 10-56, 
J,= II. = 12,29- 10, Jo SET = 23,04 - 1075, 
I coefficienti che figurano nelle (691) risultano 
arco circolare A = 305,65 + 10-18 
a = 7,0915 - 108, b= — 2,6869- 105, c= 2,6671105, d = 1,7660 - 109; 
arco parabolico A = 7333,8 - 10-18 
a= 6,2496 - 108, b= — 2,0818- 109, c= 1,3016- 105, d = 0,4880 - 108, 


I coefficienti delle (692) risultano 


piedritti esterni 2E7/h = 5,760 - 109, 6EJ'h? = 3,456 - 105; 
piedritti interni 2EJ/h = 1,705 - 109, 6EJ/h? = 1,023 - 108. 


Le reazioni M e H d’incastro perfetto valgono (es. 673) 
primo arco 


Mog=—- MUn= nta 2 ME P,r = 0,06898 Pr = 478 kgm, 
81° + 6-7 37 — 108 


18 V3- 9a 
81° + 6 37 — 108 


Ha=—-Hn= 


P, =0,8051 P, = 1208 kg 3 


secondo arco (es. 702) 
M.,= — M,,= P;1/32= 937 kgm, —H3=— = 15Pylg/64jf= 1758 kg; 


terzo arco 


M,,=— M= 637 kgm, Hy=—Hy= 1610 kg; 


(1) La struttura si è assunta simmetrica unicamente per calcolare un numero minore di ca- 
ratteristiche; ma il procedimento non si complicherebbe se la struttura fosse dissimmetrica. 
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primo piedritto (es. 252) 
3, = Qh/15= 1000 kgm, H,=—3Q/10=— 900 kg; 
per gli altri piedritti 7 = 0, H = 0, perchè non sono soggetti a carichi, 
b) Pertanto le (691), (691,), (692) diventano (14) 
primo arco 
M,3= + 478+ 7,0915p; — 2,68699, + 2,6671(£, — £.) 


Ms, = — 478 — 2,6869@, + 7,09159, — 2,6671(£, —— È.) 
H,, = + 1208 + 2,6671(9, — g:) + 1,7660(£, — £.) 
H>, = — 1208 — 2,6671(9, — ps) — 1,7660(£, — È.) 


secondo arco 
My = + 937+ 6,24969, — 2,081893 + 1,3016(£, — £,) 


Mia = — 937 — 2,08189, + 6,24969, — 1,3016(, — 2) 
Hyg = + 1758 + 1,3016(9, — @3) + 0,4880(£, — £a) 
Hsy, = — 1758 — 1,3016(93 — @3) — 0,4880(£, — £3) 
terzo arco 
Msi = + 637+ 7,0915933 — 2,68699, + 2,6671($, — £,) 
Mis = — 637 — 2,6869p3 + 7,0915p, — 2,6671(É, — £,) 
Hg, = + 1610 + 2,6671(93 — @4) + 1,7660(£, — È) 
Hz = — 1610 — 2,6671(93 — qu) — 1,7660(£, — È.) 
primo piedritto 
M,= + 1000 + 5,760(29, — 0,6£,), H,= — 900 — 3,456(9, — 0,4É,) 
secondo piedritto 
M,= + 1,705(29, — 0,6£.), H, = — 1,023(9, — 0,4É.) 
terzo piedritto 
M, = + 1,705(293 — 0,6É:), Hz = — 1,023(p3 — 0,4É,) 
quarto piedritto 
Mi, = + 5,760(29, — 0,6É,), H,j= —3,456(9, — 0,4É,). 
Sostituendo queste espressioni nelle (693), si ottiene il sistema di otto equazioni 
parsa 16 — SPA, — RADOS — E, =0 


— 300 — 2,08189, +16,75119 — 2,6869p; — 1,3016£, + 2,9457É, — 2,6671£,= 0 
— 637— 2,6869p3-+18,6115p, — 2,6671É, — 0,7889£, =0 
+ 308— 0,78899, — 2,66719, + 3,1484É, — 1,7660£, =0 
+ 550 — 2,66719, + 2,94579, — 1,30169, — 1,7660é, + 2,6632È, — 0,4880£,= 0 
— 148— 1,30169, + 2,94579, — 2,66719, — 0,4880£, + 2,6632£, — 1,7660£,= 0 
—1610 — 2,67719; — 0,78899, — 1,7660£, + 3,1484£, =0 


+ 459— 2,68699, +16,75119, — 2,0831893 — 2,66715, + 2,94578, — 1,3016£,= 0 


(1) Si è tralasciato Îl fattore 108 di a, >, c, d, 2EJ/h, 6EJ/h?, e si tralascierà pure nei risul- 
tati il fattore 10-5 di g e È. Quando poi si sostituiscono i valori di 4 e 3 nelle (691), (691,), (692) 
si ha il compenso (n. 451 A). 
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Risolto il sistema col metodo di Banachiewicz (n. 439 e), si è ottenuto (a meno 
del fattore 10-9) 
@,= — 155,31, gg =+ 47,25,  g3=+ 39,75,  gy=+ 21435; 
È = — 360,65, Eéj= — 470,6 , È, = + 891,98, È, = + 1099,0 . 


c) Infine, si sostituiscono i valori di g e di É nelle espressioni degli M e 
delle H, e si ottiene 


Mg = — 457,2 kgm, H,,= + 861.9kg, M,j};=— 18,9kgm, H,j=— 861,9kg; 
Mg = — 623,9 »  Ha3=+1102,8» Mg,=+ 985,7 » 43, =—1102,8 » 
Mi,=— 209,2 » = Hyyj= + 778,6» Mg=+1328,6 » Hyg=— 778,6 » 
M,= + 457,2 kgm, H,= — 861,8 kg; 
M,=+ 642,5 » H,= — 240,9 » 
Mi=— 776,9 » Hy= + 324,3 » 
M,= —1329,0 » H,j= + 778,5 » 
Verifica dell'equilibrio dei nodi (DM = 0, ZH = 0): 
ZM,= — 457,2+ 457,2=0 
ZH, = + 861,9—861,8=+ 0,1 
ZM, = — 18,9— 623,9 + 642,5 = — 0,3 
ZH, = — 861,9+ 1102,8— 240,9 =0 
ZM,= + 985,7 — 209,2— 776,9 = — 0,4 
ZH, = — 1102,8+ 778,6+ 324,3 = + 0,1 
ZM,= + 1328,6— 13290 = — 0,4 
ZH, = — 778,6+ 7785 = —0,1. 


Si noti la profonda influenza che i cedimenti, dovuti alla deformazione dei 
piedritti, banno sui risultati; influenza che è particolarmente importante sui mo- 
menti d’incastro, la maggior parte dei quali cambia addirittura di segno rispetto 
ai valori degli I. 

d) Gli spostamenti orizzontali dei nodi risultano 


È, = — 360,65 - 10-8 = — 0,000361 m = — 0,36mm, 
é,= — 0,47mm, é3=+0,89mm, é=<+ 1,10mm (14), 


Esercizio 852. — La stessa struttura dell’esercizio 851, ma avente gli archi 
articolati tra loro e coi piedritti. 

Soluzione. Le reazioni H per i tre archi e per il primo piedritto risultano (es. 686, 
678, 242) 


H,,=— Ha = 0,631 - 1500 = 946,5 kg 
H.3= — Hg = (25/128) 2500 - 12/1= 1465» 
Hx=— Hxx= 0,631 - 2000 = 1262 » 
H, = — 3000/5. : =— 600 » 


a i } 
(34!) Per studiare questa struttura è occorsa una giornata di lavoro: tempo non eccessiva, 
se si considera la complessità del problema e il lungo lavoro richiesto da altri metodi. 
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Per l’arco circolare si ha (n. 471 A) 1/7, = 0,3111 - 106; per quello parabolico 
1/J,= 0,0814 - 10° Per i piedritti si ha (262) 


_ —. e 30; 
Gi (HH) 357° da cui H,=H;+ no 


essendo per i piedritti esterni 3£.7,/18 = 0,3456 - 105 e per quelli interni 327/27? = 
= 0,1023 - 105. Quindi le espressioni di H diventano 


primo arco H,,= + 946,5+ 0,3111(É,— £.) 
H,,=— 946,5—0,3111(&,—£,) 

secondo arco Hg = + 1465 + 0.0814(£,— £.) 
Hy,,=— 1465 — 0,0814(E&,— £) 

terzo arco H,;= + 1262 + 0,3111(É,— £) 
Fg = i lg 

primo piedritto H,= — 600+ 0,3456£, 

secondo piedritto H,= + 0,10238, 

terzo piedritto H,=+ 0,10238, 

quarto piedritto H,= + 0,3456£,. 


Pertanto, le equazioni ZH = 0 risultano 


+ 346,5+ 0,6567£ — 0,31118, 0 
+ 518,5— 0,3111É, + 0,4948È, — 0,0814È, = 0 
Î — 203 indi 0,4948È, — 0,3111É, = 0 
—1262 — 0,3111f, + 0,6567£, =0; 
e la soluzione è (a meno del fattore 10-5) 
E, =— 1241,8, é,=— 1507,8, = 19521, &,=4 2846,6. 
Sostituendo nelle espressioni delle H, si ottiene 
H,g= + 1029,3 kg, H,,=— 1029,3 kg 
H,g,= + 1183,4 » H,, = — 1183,4 » 
Hay = + 983,7 » H,,=— 983,7 » 
H,=—1029,2 kg, H>=— 154,2 kg, H3=+ 199,7 kg, Hyj=+ 983,8 kg. 
Verifica dell’equilibrio dei nodi: 
ZH,=+ 0,1 kg, ZH,=— 0,1 kg, ZH,= 0 kg, ZH,=+ 0,1 kg. 
Gli spostamenti delle sommità dei piedritti risultano 
é = — 1,24 mm, fé =— 1,51 mm, é3=+ 195 mm, é,=+ 2,85 mm. 


Esercizio 853. — La struttura della fig. 1009 è costituita dall’arco centrale 
dell’esercizio 851, da due piedritti solidali con l’arco, alti m 8, di spessure cu- 
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stante a = m 0,40 e di larghezza variabile linearmente 
da b;}= m 0,60 a Bb, = m 0,90, e da un tirante AB di 
ferro tondo di 30 mm di diametro. I carichi sono 
P,=10te P,=2t. 

Soluzione. Al carico P, corrispondono (es. 851) 


M,=— M,,= 3750 kgm, Hwo=— Ha = 7031 kg. 


AI carico P, corrispondono (14°) 


Fig. 1009. 


M.,= M,,=— P;j/6=— 1333 kgm, Ho =Ha=—P,/2=— 1000 kg. 


Le caratteristiche elastiche del piedritto si ottengono mediante le formule 
dell’esercizio 537, e risultano (E = 2 - 10° kg/mq) 


6, = 0,3086 - 10-95, —S,= 0,9875-10-8, J;=4,730-10-5; 
e quindi per le (d) del n. 471 si ha 
e= 9,7627 - 109, f= 2,0382 - 108, g= 0,6370 - 108, 
Per il tirante (E = 2 - 101° kg/mq, 4 = 0,000707 mq) si ha E4/7= 1,1783 - 108. 
Quindi le (691), (691,), (692), (694) diventano per l’arco 


My = + 2417+ 6,24969, — 2,08189, + 1,3016(£,— &,) 


e 


Mpa = — 5083 — 2,0818@a + 6,24969, — 1,3016(É, — é2) 
H,, = + 6031+ 1,3016(pa— 9) + 0,4880(£,— É,) 
Ha = — 8031 — 1,3016(9a — Pa) — 0,4880(£a1— fa) 5 
per i piedritti 
M,= + 9.76279,— 2.0382É,, H,=—2.0382p, + 0,6370£,, 
M, = + 9,76279, — 2,0382£, , H, = — 2,0383829, + 0,63705, ; 


e per il tirante 
Hi= + 1,1788(£—&), Hi=— 1.1783(E,— &). 


Pertanto, le equazioni YZM,= 0, ZM, = 0, ZH,= 0, ZH, = 0 diventano 
+ 2417 + 16,0123pa — 2,08189 — 0,7366È, — 1,3016£, = 0 
— 5083— 2,0818g,+ 16,01239,— 1,3016£, — 0,7366£, = 0 
+ 6031— 0,73669,— 1,30169,+ 2,3033é, — 1,6663é, = 0 
— 8031— 1,3016p,— 0,73669,— 1,6663é, + 2,3033é, = 0 
e la soluzione è (a meno del fattore 10-°) 


Pa= + 459,1, go=+ 7641, É&=+1777,6, &=4+ 5276,5. 


(4°) O. BerLuzzi: Sul calcolo analitico degli archi incastruti, « Il cemento armato », 1933, 
n. 3, formule (4), (5). 


Ne) 
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Sostituendo nelle espressioni degli M e delle H, si ottiene 


Ma= — 858,7 kgm, M,,= + 3290,7 kgm, Hy= + 3926,5 kg, H,y,= — 5926,5 kg; 
M,=+ 8590 » H,=+ 196,6 » 


M, = — 3294,9 » H,=-4+ 1803,7 » 
H,=—4122,8kg Hj=+ 4122,8 » 


Verifica ZM,=+0,3, ZM=—42, ZH,=+03, ZH,=0. 


Gli spostamenti orizzontali risultano é, = + 1,78 mm, &,= + 5,28 mm. 
Un altro controllo si ha nel fatto che la differenza di questi spostamenti 
È, — É,= 5,28 — 1,78= 3,50 mm dev'essere uguale all’allungamento della ca- 
tena, che vale 
H1_  4122,8-12 


dl = EA 2-10 - 0,000707 


= 0,003499 m. 


2. Gli sforzi secondari. 


Si chiamano sforzi secondari quelli che nascono nelle aste di una 
travatura reticolare per il fatto che esse non sono articolate nei nodi, 
come si suppose nel Cap. XIV, n. 295, ma sono rigidamente collegate 
tra loro (!). Considerata una maglia triangolare della travatura, le 
tre aste, tese o compresse, subiscono delle variazioni di lunghezza che 
modificano la forma del triangolo. Se le aste fossero articolate, gli angoli 
di questo varierebbero liberamente, e le tre aste resterebbero rettilinee. 
Essendo invece solidali, le variazioni angolari sono impedite, e le tre 
aste devono incurvarsi; per cui le aste stesse non sono soggette ai soli 
sforzi principali di trazione o di compressione determinati nel Cap. XIV, 
ma anche a dei momenti flettenti (15). Questi momenti (sforzi secondari) 
sì determinano facilmente col metodo seguente, dovuto a Mohr (12). 

a) Consideriamo da prima il caso delle travature caricate soltanto 
nei nodi (n. 295) e non lungo le aste (n. 472 e). I momenti 1/ che figu- 
rano nella (633) sono quindi nulli, e la (688) diventa (15) 


(695) 29, EN ri + ZN iP: = SZN,,%r: * 


(15°) Sforzi secondari sono anche quelli dovuti alla non perfetta concorrenza degli assi delle 
varie aste nel nodo (n. 472 f), ai carichi agenti sulle aste (n. 472 e), o ad altre cause non conside - 
rate nel calcolo degli sforzi principali. 

(1) La tendenza degli angoli a variare sarebbe nulla, e quindi le aste resterebbero retti - 
linee anche se solidali, nel solo caso in cui le tre variazioni di lunghezza Al fossero proporzionali 
alle tre lunghezze Z,(il triangolo diventerebbe simile a sè stesso). Ciò che accade, ad es., nel caso 
di una variazione termica uniforme. 

(3) O. MoBR: Die Berechnung des Fachwerks mit starren Knotenverbindungen, « Zivilinge- 
nieur », 1892, pag. 577, 1893, pag. 67. Questo metodo è il più semplice fra quelli finora proposti, 
sia per la forma delle equazioni, sia per il numero delle incognite, che sono tante quanti sono i 
nodi. Altri metodi esatti o approssimati sono indicati nel volume di W. GEBLER: Nebenspannun- 
gen eiserner Fochwerkbriicken, parti I e II, che contiene anche un’ampia bibliografia sull'argomento, 

(35) Le (687), e quindi anche la (695), non tengono conto della deformazione dell'asta ao- 
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Ricordiamo che g, è la rotazione del nodo r al quale la (695) si rife- 
risce, g; sono quelle dei nodi che circondano r, e y,; sono le rotazioni delle 
aste che congiungono il nodo r ai nodi i. A differenza dal metodo del 
n. 468, nel nostro caso le v,; sono note (n. 472 d), per cui sono incognite 
soltanto le rotazioni g dei nodi, in numero di n. 

b) Determinazione delle rotazioni w. Quando siano noti gli sforzi 
principali S (154) in tutte le aste (Cap. XIV), si calcolano le variazioni 
di lunghezza 41 delle aste e si traccia il diagramma di Williot (n. 312). 
In esso (fig. 519 a) i segmenti punteggiati »,, = e va, =v;y; che si 
tracciano normalmente alle aste per ristabilire il collegamento nel nodo 
y sono gli spostamenti dell’estremo y delle due aste rispetto all’altro 
estremo a o $ normalmente alle aste stesse. Basta quindi dividere il 
segmento » per la lunghezza ? dell’asta per ottenere la rotazione y del- 
l'asta stessa (155): 

(696) py=r/l. 


Dal verso dello spostamento v si deduce anche il verso, e quindi il segno, 
della rotazione y (nel caso della fig. 519 la w è destrogira per l’asta r e 
sinistrogira per l’asta s). 


Quanto si è detto vale non solo nel caso in cui la travatura ha un’asta di 
direzione fissa, come nell’esercizio 394, ma anche nel caso generale, in cui la 
prima parte della costruzione è ancora fondata sulla supposizione che la dire- 
zione di un’asta non vari, come negli esercizi 395 e 396. Infatti, la seconda parte 
della costruzione, destinata a correggere gli spostamenti provvisori trovati, non 
interessa, trattandosi di un moto rigido dell'intera travatura (es. 856) (15). 


c) Calcolo delle rotazioni incognite pg. Si scrivono le (695) per tutti i 
nodi, sostituendo nel secondo membro le w già note, e si ottiene un si- 
stema di n equazioni lineari a n incognite. 


Per la risoluzione del sistema (695) è consigliabile l’iterazione, supponendo 
da prima che le rotazioni g; dei nodi circostanti siano uguali a Pr (n. 44l c); 


vuta al momento Sn (n ordinata della linea elastica, Cap. XIII, C); momento che può avere una 
sensibile influenza se le aste sono molto snelle. Si veda in proposito F. ExGESSER: Die Zusatz- 
kréîte und Nebenspannungen eiserner Fachwerkbriicken, Berlino, Springer, 1893. 

(15) Gli sforzi S trovati nel Cap. XIV trascurando i suddetti momenti secondari differi- 
scono pochissimo da quelli veri: ciò che è dovuto al fatto che la fiessione non altera sensibilmente 
la distanza fra le estremità di un’asta (n. 192 d). 

(155) Non vi è contraddizione con la convenzione fatta nei nn. 451 e 468 di trascurare le va- 
riazioni Al dovute a N nel valutare le rotazioni w. Infatti, in una travatura reticolare ad aste suf- 
ficienti gli sforzi S sono di gran lunga maggiori di quelli che si hanno in una struttura avente un 
numero minore di travi, nella quale sono invece prevalenti le deformazioni dovute ai momenti 
fiettenti. Per cui, mentre in queste ultime le rotazioni w sono dovute quasi esclusivamente alla 
deformazione di flessione, nel nostro caso le y sono dovute alle variazioni di lunghezza delle aste. 

(15) In tal modo le rotazioni y e Y risultano aumentate o diminuite di una costante, che è 
la rotazione rigida della travatura. Ciò che non altera i risultati quando poi si sostituiscono i 
valori delle 4 e delle w nelle (687); data la forma di queste espressioni. 
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per cui si ricava 


32N riPri ZN iP 
(697) qi=-i = + 


SEN, ENu 
i Li 


Calcolati tutti i valori g’ di prima approssimazione, si sostituiscono nelle (695) 
ai g; i valori g; e si ottengono i valori di seconda approssimazione 


n SEN .iWa EN, 
697 (A Je ritri__ riti A 
nba = lla ila 


Cambiando poi nella (697,) 9; in g{, si ottengono i valori gp,’ di terza approssi- 
mazione; e così di seguito. Di solito però è sufficiente la seconda o la terza ap- 
prossimazione, date anche le incertezze insite nella natura del problema (n. 480). 

d) Calcolo dei momenti M,, e delle tensioni secondarie. Risolto il si- 
stema delle (695), si sostituiscono le rotazioni g e w nelle (687) ponendo 
M = 0, e si ottengono i momenti M,, ed M,, alle estremità di ogni asta (17). 
Quindi le tensioni in tali estremità risultano ((374) e n. 311) 


lol 
4% Ww: oppure °° 


dove il primo termine è la tensione principale, e il secondo è la tensione 
secondaria. 

In generale i momenti 1,,, e quindi anche le tensioni secondarie, 
risultano modesti se le aste sono snelle; ma possono assumere valori 
importanti (paragonabili alle o principali) nel caso di aste tozze (infatti, 
sono tanto maggiori quanto maggiori sono le caratteristiche N (687)). 

e) Se i carichi agiscono anche lungo le aste, anzitutto si calcolano gli sforzi 
S come nel n. 309; poi si calcolano i 4! tenendo conto di un valore medio di $, 
e trascurando l’infiuenza del momento flettente (n. 192 8): quindi si traccia il 
diagramma di Williot. Calcolate le rotazioni y, si sostituiscono nella (688), nella 
quale si tiene conto anche dei momenti .1/ dovuti ai carichi suddetti. Infine, ri- 
solto il sistema, si ottengono i momenti M,, ed M,, mediante le (687), e si può 
tracciare il diagramma M per ogni asta. 

f) Se gli assi delle varie aste non concorrono esattamente nel nodo teo- 
rico 0 assunto nel calcolo degli sforzi principali S, ma hanno rispetto a O delle 
eccentricità e, per l’equilibrio del nodo non dev'essere IM = 0, bensì LU = 2Se. 
Quindi il secondo membro delle (695) diventa 3LV,;w,; + 2Se. 

Si può anche tener conto a parte di queste eccentricità, ripartendo con sufficiente 
approssimazione il momento 2Se proporzionalmente alle rigidezze delle varie aste. 


(15) I momenti ottenuti dovrebbero soaGisfare in ogni nodo alla condizione di equilibrio 
(655) ©M = 0; ma ciò in generale non si verifica, causa i valori approssimati delle rotazioni @ 
{se si sono ottenuti per iterazione) e quindi anche dei momenti M. Per conseguire un ulteriore 
miglioramento dei valori M, basta ora ripartire in ogni nodo — £M #0 in parti proporzionali 
alle rigidezze W, o alle caratteristiche N» delle aste concorrenti nel nodo (supponendole perfet- 
tamente incastrate nel nodo opposto), e aggiungere i risultati ai rispettivi momenti M. 
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Esercizio 854, — Calcolare gli sforzi secondari nella struttura della fig. 1010 a), 
avente le due aste di uguale sezione A. 


Soluzione. Gli sforzi principali valgono S, = V 3P, S, = — 2P; quindi si ha 
Ah=v37 fai. ia, M= rie a (e== 4) 
Dall’esame del diagramma di Williot (fig. 1010 b) si deduce che 
— v, = Al, - ctg 30° + a na pare . si = 7,619 Li n 
nodi Al, -ctg 30° = (3+ av = 6,464 si 


Quindi le rotazioni delle due aste, sinistrogire, 
risultano 


{FU 
w,=— 7,619P/EA, y,=— 6,464P/EA. i, 
L’equazione (695) diventa + 1) # 
29(N,+ No) = 3(Nip1+ Nays), Mat 
da cui (N, = y 3V,/2) A “i £ 
36+ 25/73. P P 7" 
q=— BOVE, e oo 10)624 La 
4+2V3 EA EA r. Mea 4 
Sostituendo nel'a prima delle (687) si ottiene Fig. 1010, 
PJ PI PJ 
= ricui SH =— 712 i 215. 
Mao = 3,218 Al Mac 3,71 AL 3,215 Foa 
La piccola differenza è dovuta al numero limitato delle cifre di w,; w, e g. Ri- 
partendola (nota 157) si ha Ma = — Ma = 3;216PJ/Al,. 
Sostituendo nella seconda delle (687), si ottiene anche 
a PI sen BI 
Mba i 24,47 Al; . Mai > I 7,54 Al, ,’ 


che col segno cambiato (nota 77) sono i momenti flettenti in B e in C (fig. 1010c). 
La tensione in A corrispondente a My risulta 


Ma PJ h Ph 
g= pg = Sb" STE b) 
ed è molto minore della tensione principale o = 8/4 = / 3P/A, perchè è circa 
uguale a questa moltiplicata per il rapporto h/1, fra l'altezza della sezione e la. 
lunghezza l,, rapporto che di solito è assai piccolo. 


Esercizio 855. — Nel caso dell’esercizio 763, confrontare i momenti secondari 
con quelli principali. 
Soluzione. Trasportato P in A, i momenti secondari sono gli stessi che si sono 
trovati nell’esercizio 854, che si possono scrivere 
Mn = — Mx = 3,216 PI, (0°/18) ; 


per cui, se le travi sono snelle, sono molto minori di Pl,. 
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I momenti principali trovati nell’esercizio 763 valgono 
M,=—0,536Pa, M,=—0,464Pa; 


quindi sono dell’ordine di grandezza di Pa. 
Perciò i momenti secondari possono essere paragonabili a quelli principali 
soltanto se le travi sono tozze, oppure se a è piccolo rispetto a l.,. 


Esercizio 856. — Calcolare gli sforzi secondari nella trave della fig. 1011 a), 
simmetrica e simmetricamente caricata con 18 t in ogni nodo inferiore. I dati 
sono quelli delle prime quattro colonne della tabella. 

Soluzione. Si determinano anzitutto gli sforzi S nelle aste, quindi si calcolano 
le variazioni di lunghezza dl: 


(t|A4|3y x | es |A | » | s-on 
| m cmq | em*| kgm I kg i mm | mm | Ù 
Il | | Î 

a | 3,60 | 26 Irons 0,20 + 10° | + 13500 | + 0,94 | + 6,98 | + 1940 - 10-9 
b | 3,00 | 68 (6000 0.80 » |— 30000 | —0,66 | + 4,72 | + 1573» 
e | 3,00 | 32 2700 0,36 » | + 30000 | + 1,40 | — 4,08 | + 1360» 
d | 3,00 | 24 12250 0,30 » | — 10000 | — 0,62 | + 2,78 + 927 » 
e | 3,60 | 80 |7560 0,84 » |— 27000 | —0,61 | + 5,73 | + 1592 » 
f | 3,60 | 40 13426) 0,38» | + 31500 | + 1,42 | + 3,52 | + 978 » 
g | 3.00 | 18 [1200] 0,16 » | + 10000 | + 0,83 | + 1,13 | + 377 » 
h | 3.60 | 80 17560, 0,84 » |—36000 | —0,81 0 0 


Si è tracciato il diagramma di Williot (fig. 1011 b), limitandolo a metà trave, 
in virtù della simmetria; e si è cominciato dal mezzo, 
determinando anzitutto lo spostamento del nodo 4 
rispetto al punto di mezzo O dell’asta A. Si sono mi- 
surati gli spostamenti normali v, deducendone le ro- 
tazioni y. “ 0 

Le equazioni determinatrici delle quattro rotazioni 


ma 


incognite go; P1: P2: 3 (quelle dei nodi simmetrici LI 
sono uguali e contrarie, mentre g, = 0) risultano i 51 
Va 2) 
2.009, + 0,209, + 0,809, = 4939 È 
2,489, + 0,209 + 0,369, + 0,309 = 4580 1 ei 
4,009, + 0,809 + 0,369, + 0,8493 = 9255 O a 
4,233 + 0,309, + 0,849, — 0,849, = 5026 ; K, e 
ii 
ossia (sistema simmetrico) à eva 
2,009, + 0,209, + 0,809, = 4939 a 2 
0,209, + 2,489, + 0,369, + 0,309, = 4580 i i 
0,509, + 0,369, + 4,00, + 0,849; = 9255 0%. 
0,309, + 0,849, + 3,449, = 5026. Fi. 1011. 


O. BELLUZZI — Scienza delle costruzioni - II 
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La soluzione è 
Po = + 1668 @,= + 1357 Pa = + 1664 da =+ 934 
mentre usando la (697,) si ha gg” = 1645, qg1'/= 1343, @2//= 1643, gx'“=927). 
1 Po Pi P2 Pa 


stituendo nelle (687), si ottiene 


Mo; = 0,20(2 - 1668 + 1357— 3 - 1940) = — 225,4 kgm 
Mo: = 0,80(2 - 1668+ 1664—3-1573) = + 224,8 » 
— 0,6 kgm 
Mio = — 287,6 Mi,=+ 107,3 Mig,= + 260,1 Mau=— 83,6 
Mx =+ 221,6 My=+ 217,8 My=— 4318 


M,,= + 133,2 Mag =—1045,0 = My=+ 117,9 M;y=+ 784,6 
Ma=— 5993  M3=— 315. 


473. Il calcolo dei portali multipli senza equazioni. 


Il metodo seguente (15) è fondato sulle considerazioni dei nn. 454-458, 
come il metodo dei punti fissi, ma differisce sostanzialmente da questo 
sia perchè utilizza sistematicamente il principio del n. 461, sia perchè 
determina da prima le incognite g e £, dalle quali si deducono poi i 
momenti 2, sia infine perchè vale per qualsiasi condizione di carico, 
e non soltanto per il carico limitato a una sola trave. Rispetto al metodo 
di Gehler, presenta il considerevole vantaggio (comune anche al metodo 
dei punti fissi) che il lavoro preparatorio riguarda soltanto la struttura 
e non i carichi; per cui esso serve poi per studiare qualunque carico, 
senza che occorra ripetere tale lavoro. Il metodo è anche interessante per 
l’acutezza del ragionamento, specie nella parte che riguarda gli sposta- 
menti dei nodi. Giova avvertire che l’impiego pratico è più semplice e 
spedito di quanto l’esposizione teorica possa far supporre. 

a) Sia dato un portale a connessione semplice (n. 460), cioè a un 
solo piano, con un numero qualunque di piedritti, che possono anche 
prolungarsi al disopra della travata (fig. 1012 a). 

Comunque agiscano i carichi, per la ricerca delle rotazioni g dei nodi 
e dello spostamento é della travata si possono sempre sostituire (n. 461 b) 
con delle coppie M; = — YM; agenti in ogni nodo i e con una forza 
H=—-ZH, agente secondo l’asse della travata (fig. 1012 b) (se non 
agiscono delle forze orizzontali lungo i piedritti, le H,, e quindi anche 
la H, sono nulle). 


(183) G. CoccRI: Metodo per calcolare senza equazioni i portali incastrati ‘semplicemente cone 
nessi, « Il cemento armato », 1938, n. 3. 
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Supponiamo in un primo tempo che i nodi siano impediti di spostarsi 
in virtù di un vincolo provvisorio situato a un’estremità della travata 
{fig. 1012 c). Calcoliamo anzi- 
tutto (n. 457) le rigidezze U,, 
U,, Uz... U, delle porzioni 
di portale costituite dal primo 
piedritto, dai primi 2, 3... n 
piedritti e dalle travi com- 
prese fra di essi; e le rigidez- 
56 Vi, Uca Ufo U; delle 
‘porzioni costituite dall’ ulti- 
mo piedritto, dagli ultimi 2, 
3... » piedritti e dalle travi 
comprese fra di essi (se il 
‘portale è simmetrico, si ha 
U; d Unit 1). 

Le rigidezze R,, R., Ri... 
R, dei vari nodi appartenen- 
ti all’intero portale si hanno 
, Immediatamente: Per i nodi 
estremi 1 ed n si ha R, = Ut, R, = U,; per un nodo ? generico si ha 


Fig. 1012. 


(698) R,=Rxy=U+U—W, 


poichè nel nodo è si uniscono in parallelo le due porzioni di rigidezza 
U; e U;, dalla cui somma si deve togliere la W, del piedritto î, che altri- 
menti verrebbe computata due volte. 

Siamo in grado così di calcolare la rotazione gi del nodo i provocata 
da una coppia I; agente in è, che risulta 9; = M,/R;;.. Ma occorre anche 
saper calcolare la rotazione di un nodo j provocata da una coppia M, 
agente in un nodo i: Se agisce una coppia MI, nel nodo 1, si ha g, = M/R: 
le rotazioni gs, gs... dei nodi successivi provocate dalla rotazione g; si 
ottengono (n. 458 2) dividendo g; successivamente per ks, ks... En (0s- 
sia 92 = @i/ka, da = Pa/ka = gi/kk3, ecc.), essendo (671) 


ba U; cc _ U; 
@t=-2(1+7), k=-2(1+7), i kb,=-2(1+7*)) 


Perciò si ha anche g, = M./R., 93.= Mi/Ra, n= M;/P.;. Se si 
pone Ro, = kKafn, Rs = koksRa, . Ra = koky... knPy Sei cc. igisce 
una coppia M, nel nodo è generico, le rotazioni dei nodi î, 4 +1, +2... 
sono date da g; = M;/R, pu1= M/Ra41, Prior = Mi/Rixa1, eCC., es- 
sendo E,+1,; = Riki, Rao = Raikao, ecc. In generale, indichiamo 
con È, la rigidezza per cui bisogna dividere la coppia M, agente nel nodo 
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i per ottenere la rotazione che essa provoca nel nodo j: la R,; si otterrà 
moltiplicando successivamente £R;; per k;x1, Fia, ky 
Conviene disporre tutte le rigidezze È così ottenute in un quadro 


Ra Ra Fu LI, Eni 
Fia Es Rss ee Rna 
(699) Fis Fs3 Esa CO Eng 


Ri. Ra Fa «« Ra 


che si ottiene in modo semplice: I termini della diagonale principale 
R,,- Ran sono dati dalla (698); i termini a destra della diagonale si 
ottengono osservando che ciascuno di quelli della colonna i”? è uguale 
a quello che lo precede moltiplicato per %;; infine quelli a sinistra della 
diagonale non si calcolano, perchè si ha F;; = È,; (per il teorema di Max- 
well), per cui il quadro è simmetrico rispetto alla diagonale £,,- Run 

Se il portale è simmetrico, il quadro (699) è simmetrico anche rispetto 
all’altra diagonale; per cui basta calcolare i termini contenuti nel trian- 
golo superiore limitato dalle due diagonali. 

Noto il quadro (699). se nei vari nodi agiscono delle coppie M,, M., 
M,... M, è facile calcolare le rotazioni di tutti i nodi, che indichiamo 
con gi, Pi. 4... g,: Dividendo una coppia generica IM, per i termini 
della linea i”* si ottengono le rotazioni di tutti i nodi provocate da M;; 
facendo lo stesso per tutte le coppie, risulta un quadro delle rotazioni 
g': infine si ottengono le rotazioni totali di ogni nodo (provocate da 
tutte le coppie) sommando le g' di ciascuna colonna. 

b) Le rotazioni g' dei nodi ottenute in a), nell’ipotesi che la travata 
(e quindi anche i nodi) non si sposti, provocano delle spinte orizzontali 
verso destra (se le g’ sono destrogire) trasmesse dai piedritti alla travata, 
espresse (1) da (37,/24.)g;. Se la somma di queste spinte fosse uguale 
e contraria alla forza H che sostituisce i carichi, la situazione supposta 
in a) sarebbe, oltre che congruente, anche equilibrata; e quindi lo spo- 
stamento della travata sarebbe nullo anche senza l’esistenza del vincolo 
provvisorio. Ma in generale ciò non accade, per cui tali spinte si sommano 
algebricamente con H, dando una $ totale espressa da 
(700) s=-5+Y pe 


Quindi il vincolo provvisorio reagisce con una —.S uguale e contraria. 
Sopprimiamo ora tale vincolo, e cerchiamo lo spostamento é che su- 


bisce la travata. La soppressione del vincolo, ossia della reazione — #$, 


(15) Si ha gp” = M’/W, e per la (312) H' = 314’/2h = 3Wq'/2h. 
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equivale ad applicare la $ col suo verso, e questa -produrrà delle nuove 
deformazioni in aggiunta alle deformazioni g' preesistenti. Dobbiamo dun- 
que determinare lo spostamento É e le rotazioni g'’ provocate da tale forza S. 

Per rendere il calcolo indipendente dai carichi, e quindi dalla S, ap- 
plichiamo invece alla travata una forza orizzontale o’ capace di produrre 
uno spostamento È = 1 verso destra, e applichiamo anche ai nodi delle 
coppie sinistrogire #m, capaci di impedirne le rotazioni. La travata ri- 
mane dunque rettilinea, mentre le sm nità dei piedritti subiscono lo 
spostamento uno e rotazione nulla. Ciascuno di essi richiede (!) perciò 
una forza orizzontale sj = 3W;/h? e una coppia m; =3W,/2h;. Quindi 
la o’ risulta 
(b) o =23W,/hî. 

Li 


Dobbiamo ora togliere le coppie m;, ossia aggiungere delle coppie 
uguali destrogire, modificando però la o’ in modo che lo spostamento 
È = 1 resti invariato. E dobbiamo determinare le rotazioni ©; dei nodi 
provocate da queste coppie m, = 3W/2h,, m,=3W./2h,..., e la cor- 
rispondente variazione o’ da dare a d'. 

Le rotazioni ©; si determinano nello stesso modo con cui si sono cal- 
colate le 9; provocate dalle coppie M,, M{.... M,, mediante il quadro 
cielle rigidezze R (perchè intanto lo spostamento é = 1 rimane invariato, 
e d'altra parte si può prescindere da esso, che è già avvenuto). 

Le rotazioni ©; così ottenute provocano delle spinte verso destra tra- 
smesse dai piedritti alla travata, espresse (come si è detto per le g;) da 
(3W./2h;)0;, e quindi una spinta complessiva 


(e) o” = X(3W/2h.)o, è 


Si deve dunque applicare alla travata soltanto la forza o = o! — od, 
perchè a trasmettere o” provvedono i piedritti. 
Pertanto, se si applica alia travata la forza 


A 3W,/2 
(101) = \%): 


la travata subisce lo spostamento é = 1, mentre i nodi subiscono le ro- 
tazioni @,. 


(°°) Per la teoria dell’ellisse di elasticità, occorre (n. 351 c) una forza s; orizzontale passante 
per il baricentro elastico de! piedritto, ossia a metà altezza se questo è prismatico, tale (3131) 
che sia 3=1 = sj(h;/EJ;) «h7/12 = 8; : (12EJ;/h3) = sj : (377/18); da cui s; = 3/3. 

La coppia sinistrogira m; da applicare in sommità vale perciò My = S;- hy/2 = 3W; 2h, 
Questa coppia provocata dallo spostamento uno senza rotazione è naturalmente uguale (per il 
teorema duale di Maxwell, n. 452 e) alla forza provocata dalla rotazione uno senza spostamento; 
forza che si è già considerata nel calcolo di S. 

Si noti che la coppia m; interessa il solo piedritto, perchè la travata, restando rettilinea, 
nou assorbe nessuna parte di m,. 
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Quando invece agisce la forza $, si ha lo spostamento 


(702) 5=È,; 


e quindi si hanno anche nei nodi le rotazioni 

(703) pi = ÉM; 
Perciò le rotazioni totali risultano 

(704) P=P + pf è 


c) Il procedimento. Si determina da prima il quadro (699) delle ri- 
gidezze PR: quindi si calcolano le rotazioni ©; provocate dai momenti 
m, = 3W;/2h;: infine si calcola (701) il valore della spinta oc. Le quan- 
tità R, ©;, o dipendono soltanto dalla struttura e non dai carichi. 

Note queste quantità, si può studiare qualsiasi condizione di carico: 
Sostituiti i carichi con le coppie M; = — TM, agenti nei nodi e con la 
forza H = — ZH, agente lungo la travata, si calcolano le rotazioni g; dei 
vari nodi mediante le 2. Quindi si calcola la S mediante la (700), e si 

, = determinano (702), (703), (704) lo spostamento 

Mira Mi .. SG, le rotazioni g;", e le rotazioni totali gp; 

GE Ottenuti i valori di É e delle g;, si caleo- 
lano mediante le (687) i momenti alle estremità 
di ciascuna trave e di ciascun piedritto, nonchè 
. le spinte H, in sommità di ciascun piedritto. 
Fig. 1013. Si ottiene così (fig. 1013) 


, Gr: Vi ,r api: V 
(1) M=M+ 7 Opi + pia), Ma Witt pad): 
+? sE 3, 38Wi( È 
,@ I=T+ Wes): T=T+ Sp 


Se lo spostamento È£ della travata è nullo, ciò che accade quando esi- 
ste realmente un vincolo capace di impedirlo, o quando la struttura e 
i carichi sono simmetrici, (oppure quando si ritenga lecito di trascurarlo), 
basta il solo quadro delle rigidezze R, mediante le quali si calcolano le 
rotazioni gj, che sono le vere rotazioni. 

d) Se qualche piedritto è articolato alla base, valgono le osservazioni dei 
nn. 451 e), 454 db), 468 e). Quindi per tali piedritti si sostituisce M con Me Wi, con 
Wi= 3E;J;/h;; nella (700)i termini corrispondenti diventano Wipi/h;; le coppie m, 
diventano W:/h;; nelle espressioni (b) e (ec) di o’ e o” i termini corrispondenti 
diventano W;/h? e Wim;/h;, e quindi nella (701) diventano (Wi/h)(1/h — wi); 
infine le (e), (f) si sostituiscono con 


(e), um T+ vile È) n= 
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e) Nonostante il calcolo a catena delle rigidezze U ed R. gli errori di ap- 
prossimazione che affettano le varie rigidezze W e Y non vengono man mano 
esaltati (151), 


i) Per le unità di misura vale quanto si è detto nel n. 451 A). 


Esereizio 857. — Determinare le varie caratteristiche del portale della fig. 1014, 
essendo I = 0,025 m*,7= 10m, 7, = 0,010 mi, hi=5m J,= 0,018mi, h,=$8m. 

Soluzione. Per E = 2-10°kg/mq, si ha 7 = 20- 109, W,= 16-109, W,= 
= 18 - 10%; e quindi, a meno del fattore 106, 


1 20 
1,= = 20(1-—-- = 35,22 
U, 16, U,=20(1-+: sl Ta) + 18 = 35,22 
1 20 
E ) — z = 
U:=18,  Ui=20 (1 raia 18) + 16 = 33,37. 
Inoltre si ha 
18 
lo = — 2 “TT 7 | = e Gebo 
k (1 55) 3,8 
Perciò il quadro (699) risulta 
+ 33,37 —126.8 Fig. 1014. 
—126,8 + 35,22. 
I momenti m valgono 
3-16 3-18 DE 
m= 55 = 4800, Ma = gig = 3,375. 
Quindi le rotazioni © risultano 
+ 0,1438 — 0.0379 
— 0,0266 + 0,0958 
5, = + 0,1172 W, = + 0,0579. 


infine, la (701. dà 


o = 4,500 (È- 0,172) + 3,375 (È A 0,0579) = 2,006, 


Esercizio 858. — Studiare il portale dell’esercizio 857 per le seguenti condi- 
zioni: 
a) Carico verticale uniforme Q = 12t sulla trave; 
b) Forza orizzontale P = 2t agente lungo l’asse della trave; 
c) Carico triangolare Q, = 6 t contro l’intero piedritto di sinistra. 
Soluzione. a) Si ba M,, = — M,, = — 10000 kgm, 


(*8) V. le osservazioni alla fine del 1° esempio, nella. memoria citata nella nota 158. 
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Rotazioni g' (a meno del fattore 1075); 


+ 299,67 — 78,86 
+ 78,86 — 283,93 
qi=+ 378,53 qa = — 362,79. 


Spinta S (700): 
S = 4,800 - 378,53 — 3,375 - 362,79 = + 592,53 kg. 
Spostamento dei nodi (a meno del fattore 10-8) (702); 


592,53 > 0. 
E= 5006 = + 299,38. 


Rotazioni g” (703): 
Pi = + 34,62, gs = + 17,10. 
Rotazioni g (704): 


@1= + 413,15, gag =— 345,69. 
Quindi, applicando le (d), (e), (f), si ottiene 
Mi= — 5193,9 kgm Mi=+ 7217,7 kgm 
M,=4+ 5192,6 » M,=— 7219,3 è» 
H=— 1416 kg. 


b) Si ha Mi, = My, = 0; quindi gi=g;=0. 


S = 2000 kg, = 2000/2,006 = + 997,01 
qgi'= + 116,85 = 1, qa = + 57,73 = a. 
Mi'=+ 2914 kgm, Mi =+ 2323 kgm, H,= + 1353 kg. 


c) In sommità del primo piedritto si ha (n. 237 c, es. 252) 
M,= Q;h;/15= 2000 kgm, —H,= 3Q,/10= 1800 kg. 


Quindi si ottiene 


— 59,93 + 15,77 
0 0 
gi=— 59,93 gi=+ 15,77. 


S = + 1800 — 4,800 - 59,93 + 3,375 - 15,77 = + 1565,6 kg. 
È = 1565,6/2,006 = + 780,46. 
qi'=+ 91,47, qa = + 45,19; 
g,=+ 31,54, ga=+ 60,96. 
M{°=+ 1240 kgm, Mi=+ 1535 kgm, H,= + 453 kg. 


Esercizio 859. - Determinare le varie caratteristiche del portale quadruplo 
dissimmetrico dell’esercizio 833 (fig. 1015). 
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Soluzione. Si ha (a meno del fattore 105) 


U,= 9,60, U, = 25,50, U; = 29,14, U,= 28,28, U; = 23.30; 
TU, = 9,60, Di = 24,7 Uf = 24,19. 


è 
HW 
“ 
Sd 
wu 
I 
IS) 
x 
_ 
o 
S 
Ù 
o 
| 
t 
ta 
I 
(Oli 


I coefficienti X% valgono 
k,=— 5,656, %k,=—4,927, k=— 4,746,  k;=— 3,280. 


Quindi si ottiene (699) 


+ 24,19 — 136,3 + 674,1 — 3199 + 10494 

— 136,8 + 42,75 — 210,6 — 999,6 — 3279 

+ 674,1 — 210,6 + 45,24 — 214.7 + 704,2 

— 3199 + 999,6 — 214,7 + 40,99 — 134,4 

+ 10494 — 3279 + 704,2 — 134,4 - 23,30 
Momenti m: mj= my = 2,88, nm, = m3 = my = 3,00. 


Angoli w: 
wi = + 0,1009, o, = + 0,0370, ga = + 0,0464, 
wa = + 0,0399, ws = + 0,1049. 


o = 2,88(0,4 — 0,1009) + 3,00(0,3333 — 0.0370) + 
+ 3,00(0,3333 — 0,0464) + 3,00(0,3333 — 0,0399) + 2,88(0,4— 0,1049) = 4,341. 


Esercizio 860. — Studiare il portale dell’esercizio 859, soggetto a una forza 
orizzontale P agente lungo l’asse della trave (v. es. 833). 


Fig. 1015. 


Soluzione. I momenti M sono nulli. Quindi sono nulli anche gli angoli gp”. 
S= P; È = S/o = P/4,341 = 0,2304P, 


pi = É©, = 0,02325P = pi, 
qgs'= È, = 0,00852P = @, 
gi = E = 0,01069P = i 
gi'= Emy = 0,00919P = qu 
ps = Èw; = 0,02417P = ps. 
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My = + 0,4402P, — M,=+ 0,3223P 
M,3=+ 0,2662P, M,, = + 0,2870P 
M,=+ 0,2751P, M,,=+ 0,26162 
M;s5=+ 0,3191P, My=+ 0,4315P. 
H,=0,1977P, Hy=0,2048P, H,=0,1983P, 


H,= 0,2028P, H.= 0,1958P. 


Esercizio 861. — Idem, soggetto ai carichi indicati nella fig. 1016 (P = 4000 kg, 
a=2 mn, g = 1200 kg/m, q, = 800 kg/m, Q = 7500 kg). 


Fig. 1016. 


Soluzione. Momenti e reazioni d’incastro perfetto: 


M.=— 3555 kgm, M,,=+ 1778 kgm 
Msg =— 10000» My: = + 10000.» 
My, =— 14400» Mig= + 14400» 


Ms =— 4267 » Ma=+ 4267 » 
M, = + 2500 » H, =— 2250 kg. 


Somme dei momenti — DM: 


— ZM,=+ 1055 kgm, ——£ZM,=4+ 8222 kem, @—Z0,=4 4400 kgm, 
— ZM,=— 10138 kgm, =——2Z0M;=— 4267 kgm. 


Angoli g’ (a meno del fattore 10-°): 


Pi Pi Pa di Pi 
+ 43,61 — 771 + 1,57 — 0,33 + 0,10 
— 60,10 + 192,33 — 39,04 + 8,23 — 2,51 
+ 6,53 — 20,89 + 97,26 — 20,49 + 6,25 
+ 3,17 — 10,14 + 47,20 — 247,21 + 75,39 
— 0,41 + 1,30 — 6,06 — 31,75 — 183,13 


— 7,20 + 154,89 + 100,93 — 228,05  — 103,90 
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Spinta S: 
S= + 2250 — 2,88 - 7,20 + 3,00 - 154,89 + 3,00 - 100,93 — 
— 3,00 - 228,05 — 2,88 - 103,90 = + 2013 kg. 
Spostamento È (a meno del fattore 1075): 


= 2013/4,341 = + 463,7. 
Rotazioni g”: 


-gi=+ 46,79 qi=+ 17,16 gy=+ 21,52 qi/=+ 18,50 gy/=+ 48,64. 


Rotazioni @: 


q1= + 39,59 ga =+ 172,05 gg =+ 122,45 gi=— 209,55 @o=— 55,26, 
Sostituendo nelle (d), (e), (7), si ottiene 
M,,=— 1545 kgm D,;}/= + 1545 kgm 
Ma,=+ 4848 » My, = — 5521 kgm May =+ 674 » 
My, = + 14093  » My, = — 14082  » Mig:=+ 78 » 
Dig = + 11730.» Mi=— 7825 » Myj5=— 3906  » 
My =+ 1866» My =— 1866 » 
H,=— 1830 kg, H,=— 52 kg, Hs=+ 96 kg, 
H,=<+ 1092 » H;=-<+ 693 » +. (ZH = 0) 


Momenti alla base dei piedritti: 


My = + 4895 kgem, My =+ 362 kgm, 
My =+ 2646 » MU; =+ 1599 » . 


Esercizio $62. — Determinare le varie caratteristi- 
che del portale triplo simmetrico della fig. 1017, sa- 
pendo che tutte le travi e i piedritti hanno la stessa 
rigidezza W. Calcolare le sollecitazioni provocate da Fig. 1017. 
un carico uniforme Q sulla trave centrale. 

Soluzione. a) I nodi non si spostano; per cui basta calcolare il quadro (699): 


U,=W, U,= E, v,= tw, D= 3. 
t, 2A huct, fkesé 
sin alte die Lt 
458 pp i + TW 4 
—w +n Lr +07, 
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b) Indicando con I il momento 1I,;} = — Q1/12, le rotazioni p'= q ri- 
sultano ne sa _ 
56 E 4 FI 26 I RF 
Pig w* 753 w* 7 ss w* Ta W° 
1 momenti alle estremità delle travi e in sommità dei piedritti valgono 
201 ,_ 7Q di 1501 
Mi = + gag Met gas: 10 = 993 È 
2Q1 $Ql 
Mg Mata. 


474. Estensione del metodo dei punti fissi. 


Il metodo dei punti fissi (n. 460) si può usare anche quando i nodi sono 
soggetti a spostarsi, ma perde la sua caratteristica semplicità; per cui sono net- 
tamente preferibili i metodi dei nn. 468, 469, 471 e 473. Diamo perciò soltanto 
un cenno del procedimento, che sarà meglio chiarito nell’esercizio 863 (392). 

a) Il calcolo si eseguisce in due tempi. Nel primo tempo si suppone che 
i nodi non si spostino, e si calcolano i momenti nei nodi e alla base dei piedritti, 
come nel n. 460 a). 

Lo spostamento si può pensare impedito da un vincolo provvisorio posto a 
un’estremità della travata (fig. 1018 a), il quale reagisce con una forza orizzontale 
H uguale e contraria alla somma delle reazioni orizzontali che i piedritti trasmettono 
alla travata. Se 3, ed .M,, sono i momenti trovati nel primo tempo alla som- 
mità e alla base di un piedritto generico, che 
supponiamo scarico, la reazione orizzontale 
(fig. 1018 b) è data da H,=(M,+ Ma) : ha 
Quindi la reazione del vincolo provvisorio risulta 

Mat Ma, Mt, 


uo Le rh 


b) Nel secondo tempo si calcolano lo sno- 
stamento orizzontale incognito È della tra -uta' 
e gli effetti che esso provoca. Si sopprime per- 
ciò il vincolo provvisorio, ossia la reazione H, 

Fig. 1018. ciò che equivale ad applicare alla struttura 
scarica una forza H opposta (fig. 1018 c). 
Se K e I sono i punti fissi di un piedritto generico, definiti dalle distanze 
a e a, (fig. 1018 b), lo spostamento È della sommità (accompagnato dalla rota- 
zione del nodo) provoca alla sommità e alla base i momenti (183) 


e) 


h a h a 
706 ma=_— m, = do 
( ) È Tos, ass 03; Tae i asa?* 


(***) Per maggiori particolari ri veda, ad es., A. STRASSNER: Neuere Methoden, primo voe 
lume, parte prima, Cap. V, Berlino, Ernst, 1925. 

(3) V. volume citato nella nota 162, formule (11) e (74). Tag, è il momento centrifugo del 
peso elastico del piedritto rispetto alle orizzontali per A e Ad 1 
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Per rendere il calcolo indipendente dai carichi, ossia dai valori di H e É, si 
suppone da prima É= 1, e si calcolano m, ed m,, mediante le (706). A sua volta 
il momento m, che il piedritto trasmette alla travata provoca dei momenti alla 
sommità e alla base degli altri piedritti, che si caleolano come nel n. 460 a). 

Si calcolano analogamente i momenti m, ed w,;, in un altro piedritto, e quindi 
anche i momenti che m, provoca alla sommità e alla base degli altri piedritti. 
E così di seguito. 

Poi si sommano tutti i momenti m, ed Ma,» ossia quelli ottenuti mediante 
le (706) e quelli provocati da m,, m, ..., e si ottengono i momenti totali 4, e Ha, 
E si fa lo stesso per tutti i piedritti. 

Noti i momenti La € /,. la reazione che il piedritto trasmette alla travata 
Pa = (Va + Ua,) : ha Per cui la somma di tali reazioni risulta 


tez 


Ita + Ua Un t Un 
Fa Ù POSI, 
ae A 


(707) R= a note: 


Poichè P è relativa a É= 1, la reazione sarà RÉ. Per l’equilibrio della tra- 
vata dev'essere H + RÉ= 0; quindi lo spostamento È è dato da 


(708) bas 


Si moltiplicano poi per £ i momenti totali u dovuti a É = 1 e si ottengono i 
momenti provocati da £. 

Infine, si aggiungono questi momenti a quelli trovati nel primo tempo, quando 
si supponeva È = 0. 


Esercizio S63. — Studiare il portale simmetrico della fig. 1019 col metodo dei 
punti fissi, supponendo uguali le rigidezze V della trave e W dei piedritti. 

Soluzione. a) Nell'ipotesi di É = 0, si trova (es. 784) (momenti nei piedritti, 
coi versi positivi del n. 451 a, fig. 1018 b) 


1 11 


MU =+ 553% Ma =+ 150 ®>» 
1 14 _ 
M=— 553 M=-i55@- 
Quindi si ha (705) Fig. 1019. 
n riti 14 14\Q1 9_Q QI 
225! 450) h ' 225 450) h 450 504° 


b) La rigidezza dell’estremo A della trave AB collegata in serie col piedritto 
BB, vale 
1_V 
4 V+W 


7 
LA r(1 =. 
Quindi il coefficiente di trasmissione dei momenti da A, verso A risulta (669) 


_W 26 
Me=3+b1b5 ia 7° 
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Si ha così (n. 460 c) 


da cui 33 * 


La distanza A,’ è h/8 perchè l’incastro in A, è perfetto. 


Quindi risulta 
= 7h hh 
“T=b-e-w=le-gry" yy 


Inoltre (note 163, 89) si ha Ja, = R°/6£,7, 
Perciò applicando la (706) per È = 1 si ottiene 


Il coefficiente di trasmissione da A verso B risulta 


li 
ky=2+ 1557 =85. 


Quindi il momento m, provoca in B e in B, i momenti 


Ma 84 EJ, _ dm 42 E,J, 
Am=zp=tmio da da 
Pertanto i momenti totali provocati da È = 1 risultano 
378 EJ, _. __ 504 EJ, 
Ha= = 105° n Mal 105° n° 


Applicando la (707) si ha 


Hat Ha, _ 1764 EJ, _ Es 
fesa = 8 


Per cui lo spostamento £ risulta (708) 
£= QUA 
—  840E,J,° 
Infine, i momenti provocati da $ risultano 


378 EJ, QU 3 
Lr t — cd Pani ia STE n 
Ma = Mi = le = 108° BI0E,T, 700» 


c) Aggiungendo questi momenti a quelli trovati nel primo tempo, si ottiene 


{segni relativi ai momenti flettenti) 


67 73 —- hi 
Mega h=-no®  Macpo® apo 
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475. I1 metodo dei momenti statici fittizi (154), 


Esso consiste nell’applicazione sistematica di alcune proposizioni, che si di- 
mostrano facilmente usando, ad es., il principio dei lavori virtuali. 

Dato un portale multiplo, isoliamo da esso un portale semplice costituito da 
due piedritti consecutivi e dalla trave interposta (fig. 1020 a). Scriviamo l’equa- 
zione dei lavori virtuali per le deformazioni (e i momenti) effettive e per le forze 
fittizie costituite da due coppie M = 1 di versi opposti, applicate alle due facce 
A’'e A” della struttura principale della fig. 1020 b). Poichè nelle condizioni effet- 
tive le due facce A’ e A’ non subiscono rotazione relativa, il lavoro virtuale esterno 
delle due coppie unitarie è nullo. Quindi l’unico lavoro virtuale esterno è quello 
della reazione fittizia R'(= 1/h) associata allo spostamento effettivo É incognito 
della travata, ossia R'É. Perciò l'equazione diventa 


Mw’ 


Ma D) 
ds= (FT ar+ CARI 
1 


(a) RE=/G7 a 


a 


Analogamente, applicando due coppie M = 1 alle due facce 
B' e B”, si ha l'equazione 


Mr My 

— RE=/|=-1- dex+ 2 dy. 

(41) Fe fate fat 
l 


M x +x 1 M 1 
sea ®+tyx]gg9#*+% 
1 n a 
ossia ° 7 
te Mdx SI May 
LIRA) EI * + [a ig = 
ha 


Questa relazione dice che la somma dei momenti statici dei diagrammi delle cur- 
vature M/EJ della trave e dei due piedritti rispetto all’orizzontale A 1B, è nulla (185). 

In modo analogo, si dimostra che è nulla la somma dei momenti statici degli 
stessi diagrammi rispetto all’asse AA, del piedritto di sinistra; somma che però 
si riduce ai soli diagrammi della pen e del piedritto di destra, perchè quello 
del piedritto di sinistra ha momento statico nullo. 

Lo stesso dicasi della somma dei momenti statici rispetto all’asse BB, del 
piedritto di destra. 

Infine, se i piedritti sono incastrati al suolo, si dimostra che è nulla anche 
la somma dei momenti statici rispetto all'asse AB della trave; somma che si 
riduce ai soli diagrammi dei due piedritti, perchè quello della trave ha momento 
statico nullo. 


(14) J. RIEGER: Calcul des constructions hyperstatigues, ediz. francese, Parigi, Dunod, 1927, 
1931, 1936. 

(!*5) Naturalmente l’area del diagramma della trave si pensa concentrata lungo l’asse della 
trave (v. anche l’es. 200). 
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Mediante queste proposizioni, applicate successivamente a tutti i portali 
semplici che costituiscono il portale multiplo, si ottengono le equazioni deter- 
minatrici dei momenti alle estremità delle varie membrature. Il vantaggio di 
tali equazioni è che in esse non figura lo spostamento incognito È, che è stato 
eliminato sommando le (a) e (a,) (198). 

Se qualche trave ha il momento d’inerzia J costante, si opera sul diagramma 
M, salvo dividere iì risultato per J (di solito E è costante per tutte le membra- 
ture). Naturalmente i momenti statici si calcolano considerando separatamente 
i diagrammi semplici dei momenti positivi e i triangoli o i trapezi negativi di 
altezza incognita (es. 864). 

Le quattro proposizioni valgono anche per un riquadro chiuso, isolato ad es. 
da una trave Vierendeel. 

Nel caso dei piedritti incastrati al suolo è nulla anche la somma algebrica 
delle aree dei diagrammi delle curvature estesa alle tre travi che costituiscono 
ciascun portale; mentre è nulla la somma estesa alle quattro travi nel caso di 
un riquadro chiuso. Ciò che è dovuto all’annullarsi della rotazione di una se- 
zione estrema rispetto all’altra; rotazione che è espressa 
appunto da XY(M/EJ)ds (v. anche i nn. 234 b, 411 d). 
Questa proprietà si presta spesso per controllare i 
risultati. 


Esercizio 864. — Studiare il portale della fig. 1021 a) 
col metodo dei momenti statici fittizi. La trave e i 
piedritti sono prismatici; Jj= 27,, 1=8m, R=5m, 
P= 1000 kg, a = 1/3. 

Soluzione. L'area del diagramma semplice dei mo- 
menti e le distanze del suo baricentro da A e da B 
valgono (fig. 1021 b) (n. 228 8) 


= 7111 kgm?, x, = 


3,556, = x/=4,444m, 


I momenti statici relativi alla trave si dividono per 2, perchè J; = 2J,. Le 
equazioni risultano : 
momenti rispetto ad A4,B, 


ql; Me 85_M 8; 
2° 202 2 2° 
5 2-5 5 5 5 2-5 Di 15 
Mg gtlaz 3g _ Mg gFtMx 330: 
momenti rispetto ad AA; 
71 a pra Mo 8 8 M 8 2-8 5 oi dal 
3 3,556 — > 203 3 3 3 — MU38+MU,378=0; 


(4) È facile riconoscere l’analogia di alcune delle equazioni suddette con quella dei sel 
momenti che si ricava dal'a (686) (contenente le reazioni fittizie 4* e B* anzichè i momenti M ). 
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momenti rispetto a BBy 


7111 M., 8 2-8 M 8 8 5 Bild, 
’i De ii n de i ni il) ne. 
momenti rispetto ad AB 
55 5 2-5 55 5 2-5 
Vasa n È SS è EA — .—_=0, 
Mo 3 gtHUaz'3 Magix h 
Ossia 
18,333, + 18,333, — 4,167, — 4,167M,, = 17778 
5,333 M, + 30,667 M, — 20M, = 12643 
30,667M, + 5,333M,— 20M, = 15801 


4,167M,+ 4,167M,— 8,333, —8,333M, = 0. 
La soluzione è (in kgm) 
M,= 581,9, = M,=512,1, M,= 238,6, M,,=308,4. 


Tutte le incognite risultano positive perchè si è tenuto conto dei segni giusti 
nello scrivere le equazioni. In realtà i momenti M, ed M, sono negativi. 


476. Lo studio dei portali semplici mediante l’ellisse di elasticità. 


Nel caso di un portale semplice, anche dissimmetrico, comunque vincolato 
(es. 865, 866, 867), soggetto a forze qualsiansi agenti contro uno dei piedritti, riesce 
utile la teoria dell’ellisse di elasticità, che consente uno studio rapido e sinte- 
tico. A tal fine, basta conoscere (187) o determinare il centro C della rotazione della 
sommità del piedritto, supposta libera, per effetto di tali forze. Dopo di che rie- 
sce facile individuare la retta d’azione e l’intensità della reazione alla base del 
piedritto opposto. 

Se il portale è simmetrico, l’ellisse si ottiene rapidamente (es. 539, nel quale 
si può trascurare l’influenza di N, ossia porre 0; = 0, 0; = 0). Se non è simme- 
trico, si determina il baricentro elastico G, e si calcolano i momenti Tag? Ti Tasto 
del peso elastico rispetto agli assi x, orizzontale e y, verticale per G, dai quali si 
deducono gli assi e i momenti principali mediante le (53) 
e (55). Il procedimento vale anche se la trave è curva. 

Si possono studiare nello stesso modo anche i casi 
in cui agiscono delle forze sulla trave orizzontale; tut- 
tavia la determinazione del centro C di rotazione è 
meno immediata. 


Fig. 1022. 


Esercizio 865. — Studiare il portale della fig. 1022. 
Soluzione. Svincolata la sezione A, il carico la fa ruotare intorno al centro 
C che dista h/5 da B, di un angolo (265) pg, = — Q48/12E,I,. Quindi la reazione 


(*°) In molti casi tale centro è noto senz’altro. Per vari modi di distribuzione del carico 
lungo il piedritto si veda il n. 220, formula (f); per altri casi il centro si deduce dalle (259)... (266). 
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E, dev'essere l’antipolare di C rispetto all’ellisse del portale. Se d, è la distanza 
di G da E, si ha anche p, = E,Sd,. Per cui si ottiene il valore di E, 


neoda. 


(3 


Esercizio 866. — Studiare il portale della fig. 1023. 

Soluzione. La sezione A svincolata ruota, per effetto del carico P, intorno a C 

noto (CB = d/3 se il piedritto è prismatico), di un angolo 9, noto. Quindi A si 
sposta normalmente a CA, di ì6= Py CA. x 

Perciò E, deve far ruotare A intorno a un punto C, di AC (rotazione risultante 

di quella intorno a C e di una rotazione sconosciuta intorno ad 4). Quindi È, 

deve passare per l’antipolo A’ di CA, e per A. V 

Il centro C, si trova come antipolo di R.. Hip 

M ix 


(f 


Fig. 1023. Fig. 1024. Fig. 1025. 


Se 9, è la rotazione intorno a 0, dovuta a R,, si ha anche d = p, - C,4. Per 
cui risulta - 


__ da 
Pr Po C,A * 
Infine, si ha p, = R,$d, (d, distanza di G da R.); per cui si ottiene 
CA 
E. = Pa |‘_===ss 
Sd, C,A 


Esercizio 867. — Studiare il portale simmetrico della fig. 1024. 

Soluzione. 1» sezioni A e B ruotano di angoli uguali e contrari intorno al loro 
baricentro; quindi il centro della rotazione relativa di A rispetto a B è il punto di 
mezzo C di AB. Perciò la risultante di M e della H incognita agenti in A ha come 
retta d’azione l’antipolare di O rispetto all’ellisse. Da cui si deduce che A = 
= M:C0=([3(1+0):(2+ 30)}M/h. 

Se agisce una sola coppia M in A, la A risulta dimezzata, ed esistono anche 
le reazioni verticali Y, =—V, = — M/I. 


Esercizio 868. — Studiare il portale della fig. 1025, avente la trave e i piedritti 
di uguale peso elastico (9, = S, = £). 
a) 1° soluzione. Il peso elastico totale è 39. L’altezza del baricentro ela- 
stico G risulta 24/3. I quadrati dei semiassi dell’ellisse risultano (es. 539) 
es, = 19, 0, = 70/36. 
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Il centro C della rotazione provocata da M, quando si svincoli la sezione B, 
è a metà di &. Quindi la reazione E, è l’antipolare di C rispetto all’ellisse. Essa 


passa per i punti D ed E, tali che GD= 24/3, GE= 71/18. 
La rotazione provocata da M è g= Mhk/E,J,= MS. Perciò dev'essere 


H-38-25/23 = MS, dacu H= M/2h 
V-38- 71/18= MS, » V= 6M/71. 


Quindi i momenti fiettenti nelle varie sezioni risultano 


M,=+H-4h1/3—V-I/2=+10M/42,  M,=M,=+H-h/8—V-1/2=—11M/42 
M,=+H-h/3+V-4/2=+25M/42,  M,=M,—M=—17M/42 
M;=+H-4h/3+V-1/2—M=+4M/42. 


b) 2° soluzione. Sostituiamo la coppia M con un carico simmetrico e uno 
antisimmetrico. 
Nel caso simmetrico (due coppie M/2 di versi opposti), le rixidezze dei pie- 
dritti e della trave sono 4E,7,/h = 4/S e 2E,J;/1= 2/8; ossia suno »:oporzional 
a 4e a 2. Perciò si ottiene 


M. 4 M M__2 


ine das *ura” 7a» 


Alla base dei piedritti si ha 
M;= Myg=— M;/2=+ M/6. 


Nel caso antisimmetrico (due coppie M/2 dello stesso verso), la spinta H è 
nulla; per cui il momento flettente nei piedritti è costante, e la loro rigidezza 
è E,J,/h= 1/$ (188). La trave s’infleite con un flesso nel punto di mezzo; per 
cui la sua rigidezza è 6£,7,/l= 6/8. Le rigidezze sono dunque proporzionali a 1 
e a 6. Perciò si ottiene 

M 1 M M 6 6M 


‘esenti ie tg 


Alla base dei piedritti si ha 
Ms=—My= M;=— M/14, 


Pertanto, i momenti totali risultano 


M M 17M M M 11M 
Ma a a a* la-gt=° 42 

M 6M 25M M 6M 11M 
Hert gta Rita une 

M M 4M M M 10M 
det gag batta tg 


(***) In questo caso la rigidezza dei piedritti è nota, pur non essendo nullo lo spostamente 
della sommità rispetto alla base, perchè quando M è costante si ha qa MhE,J; = M/W; per 
cui W = E,Jy/h. 
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477. La trave Vierendeel. 


Le travi Vierendeel sono travi reticolari a maglie quadrangolari, 
con unioni rigide nei nodi; ossia costituite da due correnti rettilinei o 
arcuati e da montanti verticali, senza diagonali (fig. 1026). Il loro impiego 
è abbastanza frequente, sebbene la loro convenienza economica sia stata 
molto discussa. l 

Se n è il numero delle maglie, ia struttura è 3n volte iperstatica; 
quindi, se n è grande, il calcolo esatto è assai laborioso (esso si semplifica 
se esistono simmetrie, e si può eseguire, ad es., mediante la (685); n. 477 e, 
es. 871). D’altra parte i risultati sono esatti solo in apparenza, special- 


POM 
VOCC 


Fig. 1026. Fig. 1027. 


mente per l’incertezza dei valori di J delle diverse membrature, dovute agli 
allargamenti di raccordo in prossimità dei nodi (fig. 1026 b). Perciò è lecita 
l’adozione di opportune ipotesi semplificative, atte a facilitare la ricerca delle 
varie sollecitazioni. Limitandoci al caso delle travi coi correnti rettilinei 
e paralleli (1°), seguiremo il metodo di Engesser (!?°), col quale si ottiene 
in un primo tempo una soluzione approssimata, e in tempi successivi le 
correzioni necessarie per ottenere la soluzione esatta; ed estenderemo il 
metodo stesso al caso generale della trave coi due correnti di sezioni diverse. 

a) Una soluzione approssimata molto semplice, che spesso può es- 
sere sufficiente, almeno per calcoli di massima (gli errori non superano di 


(*) Per le travi coi correnti curvilinei si vedano, ad es., inn. 130-141 del quarto volume del- 
l'opera di C. GuiDni, più volte citata; nonchè le opere citate nel n. 485. 

(39°) F. ENGESSER: Die Berechnung der Rahmentriger, « Za. f. Bauwesen », 1913. Y. anche 
C. GuIDI: Sul calcolo della irave Vierendeci, « Giornale del Genio Civile », 1916. 
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solito il 10%), si ottiene supponendo in un primo tempo che i montanti 
siano rigidi, ossia che rimangano rettilinei. In tal caso le maglie si defor- 
mano come nella tig. 1027 a); e poichè si trascurano le variazioni di lun- 
ghezza dei montanti, i due correnti si deformano secondo curve uguali 
e parallele, aventi un flesso nel punto di mezzo (n. 235 c). Supponiamo 
inoltre che i carichi agiscano soltanto nei nodi (1). 

Determiniamo le sollecitazioni nei correnti. 

Se M è il momento flettente per l’intera trave nella sezione a metà 
di un campo 7 (i diagrammi M e 7 per l’intera trave si determinano 
come per una trave ordinaria) e se 4 è l’altezza della trave, lo sforzo as- 
siale n nei correnti è definito da (fig. 1027 b) (come si è detto, per ora 
si suppone nullo il momento a metà dei correnti) 


M 
h . 

Per inflettere una trave in una data misura occorre una forza pro- 
porzionale al momento d’inerzia J della sezione; per cui, essendo uguali 
te deformate dei due correnti in un campo, lo sforzo di taglio T, dell’in- 
tera trave nel campo generico i si ripartisce sui due correnti proporzio- 
nalmente ai loro momenti d’inerzia J, e J,. Quindi si ha (co + c4=1) 


(710) nh=M, da cui ni= + 


(711) t,= Ti, tu =0uT:, 
d sa To PA Ts _ 
essendo S°T£4I e PET 


Il momento flettente m' in un corrente varia dal valore — m; a sini- 
stra al valore -| m; a destra (fig. 1027 c), essendo 


. À TA , 
(712) Mm, = by = 0079» Mu = lu lug * 


Determiniamo le sollecitazioni nel montante i. 

Se P, è il carico nel nodo superiore 
(fig. 1028 a), il corrente superiore ne 
sopporta c.P,, e quindi il montante è 
compresso da c,P.; se P.è il carico nel 
nodo inferiore, il corrente inferiore ne 
sopporta c,P,, e quindi il montante è 
teso da c,P,. Perciò lo sforzo assiale nel 
montante, positivo se di trazione, risulta 


(713) Vi = CPu— CuP,. Fig. 1028. 


(!"1) Per tener conto dei carichi agenti lungo le aste, è sufficiente aggiungere le sollecitazioni 
ehe essi provocano nelle aste stesse supposte appoggiate. 
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I momenti flettenti — u;, e 4, negli estremi superiore e inferiore del 


montante i (fig. 1028 b) sono definiti da (4), è negativo perchè si guardano 
i montanti dalla destra) 


, À zI VI 
— ho = to; + tag = 0(T+ Tai) 

T14 
(714) Fi a ; 


Hu= tu +Î 


Il momento si annulla nel punto distante ch e ch dagli estremi. 
Infine, il taglio 7) nel montante, che risulta di segno contrario a 7, 
è definito da (fig. 1028 b) 


E , ; ; JE I 
(715) —th=pu,tW&;,; dacui —t= = (Ti Ta1) 5h . 


Le sollecitazioni m’, 4’, 7° sono di prima approssimazione, mentre 
t e » sono già quelle esatte. La n si potrà calcolare più esattamente 
quando si conoscerà il vero punto di flesso nei correnti (n. 477 C). 

Nelle formule (711), (712), (714), (715) si può sostituire il taglio T 
col momento M, essendo T, =(M;— M;-.) 13, T.+Tu1= (Mait 
— M,-,) : 4. Il momento M, è il valore di M in corrispondenza del mon- 
tante è. 

b) Se le sezioni dei due correnti sono uguali, si ha c = 4 = 1/2, 

e le (711), (712), (713), (714) diventano 


(711,), (712,) t,=tyg=t=T;2, m,= my =m= T/A, 
(713,), (714) = (Pu—P) 2, —#,= = 4= (T+ Ta)7/4 


Il momento flettente u’ nei montanti si annulla a metà altezza (172). 

c) Teniamo conto ora della flessibilità dei montanti, limitandoci 

per semplicità al caso dei correnti di uguale sezione (1°). Se tagliamo 
tutti i montanti a metà altezza e applichiamo alle due facce di ciascuno 
il taglio — 1’ (lo sforzo assiale v non li fa inflettere), i mezzi montanti 
s’inflettono come nella fig. 1029 a). Lo spostamento relativo ce delle due 


(?*) Ciò è vero anche nella soluzione esatta (n. 477 e). 

(13) È facile estendere lo studio al caso generale dei correnti di sezioni diverse: In tal caso 
si tagliano i montanti nel punto di flesso, ottenendo dei tronchi di lungh ezze diverse 4, e hy 
L’equazione (a) diventa evidentemente 


RA mej bho vii hi re Ri mutu he ni 
a 7 a = —>;-e t.55r 0 =" - = 
1 EJ; * 3EI;j 3EI; EJ; © 3EI;;)  3EL 
udì ii ri 
SEI; SEI; 3EIL;, 3EI;” 
dove 
LA im 
0 a Posti °i ani vi da 
i ho » us Mo; ho 
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facce è generalmente diverso da montante a montante; per cui se si 3po- 
sta rigidamente la metà inferiore della struttura fino a far coincidere ie 
facce c;c;, le altre facce non coincidono; 
quindi non si riuscirebbe a ricostituire la 
continuità della struttura. Perciò esisterà 
în ogni montante un taglio supplementare 
t'', di verso opposto a — t’ (e quindi dello 
stesso segno di 7), tale da rendere uguali 
tutti gli spostamenti relativi suddetti. 

Consideriamo due montanti successivi 
tf —l1e è. L'insieme delle forze 7” in tutti 
i montanti che precedono l’7% produce 
nel corrente Z; un momento flettente m;' 
che lo deforma (fig. 1029 b), in modo che 
il punto c;-; si sposta verso sinistra di 
ò;-1 = (mi 2/EJ ;)h/2. Inoltre, per effetto 
di 7;, e di 7;' che inflettono i mezzi prg. la distanza dei punti c;, 
e ec, aumenta ancora di d;1, — di’ = t;L1(h/2) :3EI,, — ti'(h/2) :3EI, 
Quindi dev'essere 


Fig. 1029. 


m 5 Ah + Tie ___ Th = hi — th 
(a) 25J;* 24EI-, BARI, — DARI... DARI, 
Ma si ha 
ZA h dI , h Ea 4A 
mia=Zt sì m => Zt # 
per cui n , 
(716) = oli, 


Sostituendo nella (a), rimangono le sole incognite m'"; quindi, tenendo 
conto della (715), si ottiene l'equazione generale 


27) 6 mi — Mila Misa — Mi (fat Ti Ly Ei, 
ti pd (3 I /e* 
Scrivendo la (717) per ciascun campo, si ottiene il sistema di equazioni 
| 6mi; (n > (7 T,+ si 
LAT IL 5 i, )d 
6m3 a L (my — mi a } (F + Ti T,+ Ta) Ah 
(717) | Ja "| a I, I, Ii 4 
65° __ ma — my i + Ti T,+T dh 
| TH (; "i im I, )4 
a 
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Se nella (a) si trascura la deformazione dei montanti dovuta a 1° 
rispetto a quella del corrente dovuta a m”, si evita il sistema (717,) e 
si ottiene una soluzione abbastanza approssimata (14). In tal caso si ha 
direttamente 


, n (Tex+Te Te Tai\Jh 
GUIA) mi =(E IE. 


Calcolati i momenti m”, il momento totale alle estremità di un cor- 


rente risulta 
m ANI LI TA " 
(719) m=m+ my = + ri + mi » 


Determinato il punto di flesso esatto nel corrente i”°, si calcola più 
esattamente n, sostituendo nella (710) il momento flettente esterno M 
nella sezione corrispondente. 

Il taglio in un montante diventa 


bisi — M 


à DI VI m ; 
(720) tW=tt+T =—(T.+ Tai) g7 +2 h . 


Il momento w' alle estremità dei montanti varia di u'” = + 74/2 e diventa 
(721) pi= + tih/2. 


d) In un terzo tempo si può tener conto dell’influenza, di solito assai 
piccola, della variazione di lunghezza dei correnti (v. Engesser, nota 170). 


e) Nel caso dei due correnti di uguale sezione, lo studio riesce abbastanza 
semplice anche mediante l’equazione (685) dei sei momenti (175). In tal caso la 
struttura, che di solito è simmetrica rispetto a un asse verticale y, è simmetrica 
anche rispetto all'asse orizzontale x che biseca i montanti. Quindi, se i carichi 
agenti nei nodi si pensano applicati per metà nei nodi superiori e per metà nei 
nodi inferiori (ciò che è lecito se si trascura la variazione di lunghezza dei mon- 
tanti), il carico risulta antisimmetrico rispetto a «. Perciò il momento flettente 
nei montanti si annulla a metà altezza, e ha valori 4; uguali e di segno contrario 
alle due estremità. Come incognite conviene assumere i momenti u; alle estre- 
mità dei montanti. Decomponendo poi il carico in una condizione simmetrica 
e in una antisimmetrica rispetto a y, le incognite yu; si riducono a n/2 in ciascuno 
dei due casi, se n è il numero delle maglie (mentre la struttura è 3n volte iper- 
statica). 

Giova osservare che per l’antisimmetria rispetto a x le distanze A dei punti 
di mezzo dei montanti non variano in seguito alla deformazione; ciò che con- 
sente di semplificare le equazioni dei sei momenti (es. 871). 


(**) Lo spostamento dei punti c dovuto alla deformazione dei montanti è minore di quello 
dovuto alla deformazione dei correnti. Infatti, anche nel primo campo, nel quale m' = 1’’h/2, 
il primo termine della (a) risulta mediamente sei volte maggiore del secondo e del terzo termine 
(esattamente se J = I e % = hh); e risulta assai maggiore nei campi successivi, dove m’’ è do- 
vuto a tutte le ©” precedenti. Quindi l'errore commesso è minore nei campi centrali. 

(1) A. GIANNELLI: Lezioni sui telai elastici piani, Roma, Tip. del Senato, 1932, Cap. VIL 


LE STRUTTURE A MOLTE IPERSTATICHE 457 


Esercizio 869. — Studiare la trave a maglie quadrate della fig. 1030, avente 
d, = 1,5/y, limitando il calcolo alle sollecitazioni approssimate. 


HANS ZZNN 
1 

2 

SA PP iP B 


Fig. 1030. 


Soluzione. Per l’intera trave, lo sforzo di taglio nei diversi campi risulta 
T,=3,5P, T,= 2,5P, T,= 1,52, T,= 0,5P, Ts=—- 0,5P...% 
e il momento flettente in corrispondenza dei montanti risulta 

M=0, M,=3,5P%, M,= 6PÀ, M,= 7,5PÀ, M,= 8SPÀ. 


I rapporti c, e c, valgono c, = 0,6, ch = 0,4. 
Sforzo assiale nei correnti (710): 


n= F 1,75P, n, = F 4,75P, n3= F 6,75P, n= F 7,75P. 
Sforzo di taglio nei correnti (711): 


i,=31P, $ = 0,9P, t,=03P; 
ta, = 14P,  tuy=10P, tuy=0,6P, ty=022. 


Momento flettente alle estremità dei correnti (712): 


mi, = 7 105PÀ, mi, =F0,75PZ, m,,=7 0,45PA, mi,= 7 0,15P); 
mi, = FO,TOPA, mi,=7F0,50PZ, mi,=7 0,30P%, mi, = 7 0,10P4. 


Sforzo assiale nei montanti (713): v = v, = v3 = vu =+ 0,69, vv=—2,1P. 
Momenti flettenti alle. estremità dei montanti (714): 20, = pu, = 9; 

pi, =— 105PA, = ui,=—1,80PZ,  po,=—120PA, ,=— 0.607; 

Un = + 0,70PÀ, Hu, = + 1,20P, bu, = + 0,80P7, Ung = + 0,40P4. 
Sforzo di taglio nei montanti (715): 

ti =— 1,75P, Ti=—3,0P, ti=— 2,02, tag =—1,0P, ta= 0. 


Esercizio 870. — Idem, nel caso di J, = J, e dello stesso J in tutte le travi 
sia dei correnti che dei montanti. Calcolo esatto. 


Soluzione. a) Le sollecitazioni n e 7 hanno gli stessi valori già trovati. Le 
sollecitazioni t, m’, v, u’ diventano (c, = e, = 0,5) 
t1= L75P,  t,=1,25P, t,=0,75P, t=0,25P; 
mi = 7 0,875PÀ, mi=70,625PZ, mi=70,375PZ, mi=70,125P4; 
Vv) = V = V3=V=+0,5P, vv= — 1,75P.; 
ui = 7 0,875PÀ, ui=7 1,5PÀ, ui=7 102%, ui=7F0,5PZ, pu=0- 
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b) Il sistema di equazioni (717,) diventa 


8mi' — my’ = — 0,625P7 
— mi’ + 8mj' — my’ = + 0,5P7 
— my’ + 8nig' — my = + 0,5PÀ 
— my + Tmiy =+ 0,5PÀ, 
e la soluzione è (176) 
mi’ = — 0,070145P}, ms’ = + 0,9638382, 
my' = + 0,080865P/. my' = + 0,082981P7. 
I momenti flettenti m = m’+ m’” nei correnti risultano 
— 0,945145P7 — 0,561162P7 
My = pi My = 
1 + 0,804855P7 ? + 0,68883327 
— 0,294135P7 — 0,042019P7 
Mg = My 


+ 0,455865P% — + 0,207981P7. 


Determinati i punti di flesso nei correnti e calcolato M in tali punti, per la 
(710) si hanno i valori più esatti 
n, = * 1,89083P, n= 4,6223P, n= 6,5883832, n= F7,5840P. 
Per la (716) si ha 
to = — 0,140290P, ti =+ 0,2679662, Ts = + 0,034054P, 
t3' = + 0,004232P, to =D; 
quindi il taglio totale nei montanti risulta (720) 
To = — 1,8903P, 71 = — 2,7320P, t,=— 1,9659P, t,=— 0,9958P, 7,=0. 
Come verifica dei valori di 7, deve sussistere l’equilibrio alla traslazione orizzon- 
tale di un tratto del corrente superiore dall’inizio fino a un campo qualsiasi; per 
il 
cui si.deve avere Z7 = n,. 
(1) 


Infine, i momenti flettenti nei montanti risultano (721) 


uo = F 0,9451Ph, pu,=F1,3660Ph, >= 7 0,9830Ph, 
Ha = F 0,4979Ph,  uy=0. 


Esercizio 871. — Studiare la trave dell’esercizio 870 mediante l’equazione dei 
sei momenti. 

Soluzione. Il carico è simmetrico; quindi le incognite si riducono ai momenti 
Mo» Ur, Mg, fg (44 = 0) alla sommità dei montanti. 


(1?) Mediante la (718) si troverebbe invece 
mj' = — 0,1042 PA, my’ = mg’ = mi’ = + 0,0833 PA, 
con errori dal 483% al 4% rispetto agli m” esatti, ma che in realtà sono molto minori rispetto agli 
m totali. 
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I momenti flettenti nelle altre sezioni (fig. 1031) sono espressi da (il segno 
dei u è definito guardando i montanti dalla destra) 
sezione 0” o 

» pe pot (T,/2)A = uo+ M/2 

» 1” Ho + M,/2+ ua = Lo+ + Mif2 

» 2° ot U+ M/2+ (T2/2)A = Ho+ + M:/2+ (M;,— M;):2= 


= Uo+ Ur + MUz/2 
È) 2” Uo+ p1+ ua + Mo/2 
» 3° Ho + dei ug + M3/2 
» 3% Uo+ ur+ unt a+ Ma/2 
» 4’ Hot pr + Ur + 4a + Ma/2. 


Scriviamo l’equazione (685) dei sei momenti per le tre travi 0,0, 0/1, 11; 
poi per le tre travi 1, 1, 1” 2’, 2 2,; e cosi via. Nelle sezioni 0,, 11, 21, 81: 41 il mo- 
mento è nullo (n. 477 e). Inoltre lo spostamento orizzontale relativo delle sezioni 


0, k DA, 35 4; 


Fig. 1031. 


estreme di ciascuna catena, come le 0, e 1,, 1; e 2;, ecc., è nullo (n. 477 e); per 
cui nella (685) scompare il termine che contiene le rotazioni yw. Le travi sono 
scariche, per cui il secondo membro della (685) è nullo. I pesi elastici w/2, w, 
w/2 dei mezzi montanti e dei correnti sono proporzionali a 0,5, 1, 0,5. Avendo 
presente che le travi come 1 1, si percorrono una volta in un verso e una vola 
nell’altro, le equazioni risultano 


(0+ 2t0)0,5 + 3(40+ o + 21/2)1+ (— 24,+ 0)0,5 = 0 
( 


(0+ 22,)0,5 + 3(4%0+ 41 + Mi/2+ Uo+ bi M,/2)1 + (— 2u3+ 0)0,5 = 0 
(0+ 2p2)0,5+ 3(Uo+ 414 uo + Mo/24+ Uo+ U1+ U2 + M,/2)1+ (— 243+ 0)0,5=0 
(0+ 273)0,5+ 3(Q0+ U1t Uan t Us t M24 Ho + ur + sot ug + Ma/2)1 = 0; 
ossia 
Tio — Ua =—1,5M, = — 5,25P4 
6uo + TUT Ue = — 1,5(M,+ MM.) = — 14,25P7 
6uo + Gun + Tua — 13 = — 1,5(M, + M3) = — 20,25P7 
6uo+ Gua + Gua — 7g = — 1,5(MU3+ My) =— 23,25P%. 
La soluzione coincide coi risultati dell’esercizio 870: 
lio =— 0,9451PZ, u,=—1,3660PZ, un =—0,9830PZ, ws =—0,4979P7: 


ciò che costituisce la riprova dell’esattezza del metodo di Engesser (quando però 
si trascurino le variazioni di lunghezza delle varie travi). 
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Esercizio 872. — Studiare la trave della fig. 1032, avente un vano delle di- 
mensioni indicate. La trave è larga 0,30 m. 

Soluzione. In questo caso i montanti si possono ritenere indeformabili, per 
cui la soluzione appro:»imata del n. 477 a) è esatta. 


pe 00m —_—____________ei 
Fig. 1032. 


Lo sforzo di taglio in corrispondenza del vano è T = 7500 kg; il momento 
flettente a metà del vano è M = 7500 - 4 = 30000 kgm. 

Lo sforzo assiale nei due correnti risulta n = # 30000/1,25 = # 24000 kg. 

I due correnti hanno J, = 160000 emi, J, = 67500 cm'; per cui si ha c = 
= 0,7033, c, = 0,2967. Quindi si ottiene (711), (712) 


t, = 0,7033 - 7500 = 5275 kg, t, = 0,2967 - 7500 = 2225 kg; 
mo = + 5275 - 1,50 = # 7912 kgm, my = F 2225 - 1,50 = # 3337 kgm. 


Il 


D) PROCEDIMENTI SEMPLIFICATIVI. 


478. L’ausilio dei formulari. 


Esistono numerose raccolte di formule risolutive che possono util- 
mente servire per lo studio delle strutture, sia per avere la soluzione 
definitiva nei casi più semplici, sia per conoscere alcuni elementi che con- 
sentono di semplificare lo studio di casi complessi. Le formule per i tipi 
più importanti sono anche riportate nei principali manuali d’ingegneria (17°). 

a) Le raccolte più estese (18) riguardano i portali semplici di diverse 
forme, simmetrici o no, aventi i piedritti di sezione costante, incastrati 
o articolati al suolo, e la trave, pure di sezione costante, rettilinea oriz- 
zontale o inclinata, oppure ad arco. Le formule risolutive danno le rea- 
zioni e le principali sollecitazioni provocate da carichi qualsiansi, o da 
una variazione termica; e danno pure, per i casi più semplici, le prin- 
cipali linee d’influenza. 

Anche per i portali multipli a un solo piano esistono raccolte che 
danno reazioni, sollecitazioni e linee d’influenza, sia se i piedritti sono 
articolati (1°), sia se sono incastrati (18°) al suolo. 


(17) Beton-Kalender, Hiitte, Colombo, Bleich-Melan, Foerster. 

(1?5) Ad es. A. KLEINLOGEL: Rahmenformeln, Berlino, Ernst. In queste formule si usa il 
simbolo X = $,/6;: Quando invece si usa il simbolo 8 = S}/S,, il passaggio è immediato, bastanuo 
porre & = 1/0. 

(17?) A. KLEINLOGEL: Mehrstielige Rahmen, Berlino, Ernst. 

(1°) O. BELLUZZI: Formule per il calcolo dei poriali incustrati, Bologna, Zanichelli, 1930. 
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b) Le formule per i portali semplici, e particolarmente quelle che 
danno i momenti d’incastro perfetto M., M, e le spinte orizzontali H,, 
H,, riescono utili per lo studio di strutture complesse col metodo del 
n. 471. Così, ad es., nei casi delle figg. 1033 a), b) è utile conoscere 

(n. 471 1) i momenti e le spinte relative alle parti 


AB, BC, CD, supposte perfettamente 


incastrate, che sono dati direttamente Ma 
dai formulari (nota 178). (È 

e) Quando si studia una strut- Ha 
tura complessa decomponendola in E 
parti (n. 444 b), occorrono spesso le 
formule che danno la rotazione g e J 


lo spostamento orizzontale £ del ver- 
tice di un portale nel quale concorre 
un’estremità di un’altra parte della p;s 1034. 
struttura (es. 753 e seguenti). Per i 
portali semplici incastrati tali formule si conoscono (!*) tanto per carichi 
qualsiansi, quanto per la coppia M e per la spinta H trasmessi dalla parte 
che si è staccata. Ma è facile in ogni caso determinare le espressioni di @q 
e di È, della sommità A di un piedritto incastrato, anche facente parte 
di un portale multiplo, quando si conoscano M, e H, alla sommità 
del piedritto stesso (fig. 1034), che sono dati appunto dai formulari. Se 
il piedritto è prismatico, si ha (259), (260), (261), (262) 

Mh, Hah M.h®?  H.,h 


(722), (723) ge= "Gy + 25J» “= 257 35I° 


Fig, 1033. 


Se la sezione del piedritto è variabile, si usano le caratteristiche 
S;. S;, Ji considerate nel 471). Se il piedritto è articolato alla base, si 
veda il n. 479). 

d) Nel caso del portale semplice simmetrico incastrato alla base, 
invece delle molteplici formule che i formulari danno per le diverse 
condizioni di carico, si possono usare alcune formule riassuntive conte- 
nenti i momenti M d’incastro perfetto (n. 237 c), e quindi valide per 
qualunque carico: 

Per carico simmetrico sulla trave si ha (650), (651), (679) (0 = 9/0, = 
= EJ [Ed h) 


Mo=zgpilo M= pio 
n I 1 |ILl 


(38) V. il volume citato nella nota 180. 
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Per carico simmetrico contro i due piedritti si ha 


1 + 0° —- 
M=giiIo Ma=Mytogpil 
Per carico antisimmetrico sulla trave si ha (683) 
8° — 
M,=M,=-M= —U=Gri Ma; H=0, 


(M. si calcola mediante la 645)). 
Per carico antisimmetrico ‘contro i due piedritti si ha 


M.=—M=31y x, 
dove M/ è il momento che si avrebbe alla sommità del piedritto se essa 
si spostasse liberamente senza ruotare. 

Si può così studiare qualunque condizione di carico, sostituendola, 
(n. 447 a) con una simmetrica e una antisimmetrica. 

Ricordiamo anche la (677), che contiene S* e % invece di 1 e 0. 

e) In virtù del principio di equivalenza del n. 461, sarebbero sufficienti le 

soluzioni relative alle condizioni di carico costituite da una coppia o da una forza 
orizzontale agenti nei vari nodi. 


479. I portali vincolati con cerniere. 


a) Il portale semplice a due cerniere. Raccogliamo alcuni risultati 
generali riguardanti il portale simmetrico a due cerniere (fig. 1035 a). 
Per qualunque carico verticale sulla trave, anche non simmetrico, 
è Ha, = H,,= H; quindi si ha pure M,=M,=— Hh (1). 
Per carico simmetrico sulla trave si ha (649) 


m 7 — = 30 - M La Ma CA Jpl 
(724) M=M=gpl H=-G: 0===5) 


essendo M, il momento d’incastro perfetto. Ricordiamo anche la (676). 
Per ottenere 9, si applicano (n. 461 d) al portale scarico le coppie 
M,=M,= M; quindi per la (665) si ha (nn. 464 a, 463 b) (680) 


Ls ri |M] 1_ IMI, 
(725) aC W,+W,  2/6.+3/6, 2+30° EJ.’ 


0a 


Per carico antisimmetrico sulla trave si ha (n. 4489) H=0: e 
quindi anche M, = M, = 0. La trave si comporta dunque come appog- 


18°) Se il portale non è simmetrica (7 7a s ha + ha), si ha ancora Ha, = H,, = H. 
Sc #, = ly = si ha pure M, = My, =— Uh. È 
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giata. I piedritti non sono soggetti a momento flettente, per cui riman- 


gono rettilinei. Se M,=— M, sono i momenti d’incastro perfetto (645), 
per la prima delle (303) si ha 
Ml M.Ih 
T2 e indi = = 
(726) Pa 657? e quindi E = Ph 6EI,° 


Se sulla trave agisce un carico verticale qualsiasi, si sostituisce con 
un carico simmetrico e uno antisimmetrico. La H e i momenti M,= M, 
sono dati so:tanto dal carico simmetrico. Le rotazioni pa, 9» Si ottengono 
sommando quelle dovute ai due carichi. Lo spostamento £ è quello del 
carico antisimmetrico. 

Se i piedritti sono caricati simmetricamente, si ha (666) 

_ 2/84 i. 2 x 

°° 25.36, * 2430! 
MaI 1 Mi 

da = 3EJ, = 34-30 EJ) È 


(727) M 


(728) 


essendo M, il momento in A se A fosse perfetta 
mente incastrato. 


Se sono soggetti a carichi antisimmetrici aventi P 

la risultante Q alta 4 sul piede dei piedritti, si ha b) 
M.,=Qd. 

b) Nel caso della fig. 1035 b) si ha (n. 448 f) P2 P/ 

P Ph M 

(29) —E=Hb=35, M=-Ih=%G:; (P 
" Ma _ PR 
A Pa = 9 = 6EI, 7 1353, 
Applicando la (735,) si ottiene (H = — P/2) 
- _0+2 PW M/ M/ | 
(754) 5= 120. EJ; Fig. 1035. 


Il caso della fig. 1035 c) si studia facilmente sia sostituendo a M 
una condizione di carico simmetrica e una antisimmetrica, sia usando 
l'equazione dei sei momenti (685). Ottenuti i momenti, si calcolano a 
e 9 mediante la (303), e quindi £É mediante la (735,). I risultati sono 


ET __ 30 _x-x.. 
(732) M.,= +69» M,=-{gl=:; 
8+39 MI 30—4 MI Mh 


(733) wo =71 60657) TATO 6ET) È 71284, 
c) Per ottenere la rotazione della sommità A di un piedritto arti- 
colato al suolo, basta conoscere i momenti flettenti M,, M, agli estremi, 
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della trave adiacente AB (fig. 1036). Comunque essa sia caricata, si ha 
(330) (anche se il piedritto è caricato) 


A* 
(734) Pa me? + (M,+ M,). 


Noto gs, lo spostamento orizzontale £, si ricava dalla prima delle 
(692,), cambiando però il segno di M; e di M, perchè sono momenti flet-. 


Fig. 1036. Fig. 1037. 


tenti. Qualunque siano i carichi agenti sul piedritto, se M,_ è il momento 
in sommità ed Ma, lo stesso momento qualora la sommità fosse perfet- 


tamente incastrata, si ottiene 
2 


> h 
(735) La == Pah + (E, M,) 3EI, . 


Se il piedritto è scarico, si ha più semplicemente 


Hh3 
(735,) = Pah — 3EI, # 


Esercizio 873. — Studiare il portale della fig. 1037. 
Soluzione. I momenti M,, M, e la spinta H sono quelli (n. 479 a) che si hanno 
col carico simmetrico, ossia col carico Q uniforme. Quindi per la (724) si ha 


a i, ” Se cl. 
aa ar = gi H=- 30+2 128° 
Col carico simmetrico e col carico antisimmetrico (HM, = — M, = Q1/60) si 
ha rispettivamente (725), (726) 
1 Qu Qr ; 28—30 QQ 


per cui a = 


Pa 7 39+3 1257," Ya 77 36057,' 30+2 36057,° 


Quindi si ottiene anche 


Se invece si impiega la (734), si ha (n. 237 c) 


TORE 39 Q® 28-39 QP 
Pa S 18057, 30+2 2455, 30+2 36047,° 
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Inoltre per la (735) si ottiene (03, = $,) 


E 28-30, _QPh__30_, QU ____QUh 
30+2 360587, 30+2 36EJ5, = 36087,° 


Esercizio 874. — Studiare la struttura simmetrica della fig. 1038 a), costituita 
da quattro portali articolati sovrapposti e soggetta al vento. 

Soluzione. Per il portale semplice simmetrico soggetto a una forza Q oriz- 
zontale uniforme sul piedritto sinistro (fig. 1038 b) si ha: dai formulari 


- 189+ 1g _ _60+5 o 
© 2494 16°” d  249-+16°° 
Quindi si ricava 
_ Qh_ 6043 n ____60+5 
Ha — 272494169» a =—Hd=T—geepgP 


per cui |M,|> M,. 

Il primo portale in alto è soggetto soltanto alla forza Qi 
ripartita. Il secondo è soggetto a @, ripartita, e a Q, concen- 
trata in 4,, trasmessa dal primo. Il terzo è soggetto a Qi ri- 
partita, e a Q,+ @: concentrata in A;, trasmessa dai primi 
due. E così via. I momenti massimi in valore assoluto si 
hanno nei vertici B,, B,, B:, B,, e risultano 


Ma ott Qu 

MS piro 

Ma (Qi ca oi d Qh, 
Mas (Q+ Ct Qu) _ Sgt si Qui: 


Nei vertici A,, A,, 43, 4, il momento è positivo e legger- 
mente minore, poichè è dato dalle stesse espressioni coi segni 
più, e con 3 in posto di 5. 

Se hh =h,=h=h=h, 2,=Q.=@Q=Q=9Q, 0 5860= 1, risulta 


Fig. 1038. 


71 
M,= 7% Ml,=-22% M4,=-5®% 1,=-p®:; 


4 
9 29 69 
U,=+5®> U,=+® H,=+5®> U,=+t 75 - 


Si deve però tener conto del fatto che il vento può agire dall’altra parte. 


480. Motivi che possono sconsigliare l’uso dei metodi esatti. 


Nelle strutture complesse, ad es. nei telai, esistono diverse cause di 
incertezze, che alterano in modo sconosciuto il comportamento teorico 
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supposto nel calcolo. Infatti, si studia uno schema semplice e ben defi- 
nito di una realtà molto complessa e non bene nota, la quale corrisponde 
in modo più o meno imperfetto allo schema assunto. Ricordiamo le prin- 
cipali delle cause suddette. 

Le cerniere supposte nel calcolo sono sempre dotate di un considere- 
vole attrito che ne ostacola il funzionamento; per cui il momento flet- 
tente non si annulla affatto in corrispondenza delle cerniere. Gli incastri 
al suolo, che si suppongono perfetti in mancanza di dati più sicuri, non 
sono mai tali, perchè non esistono corpi indeformabili. Gli incastri mu- 
tui delle varie travi che concorrono in un nodo non sono perfetti, cioè 
il collegamento delle travi tra loro non è rigido; ciò che è dovuto alla 
deformazione delle piastre d’attacco e al possibile gioco delle chiodature 
nelle costruzioni di ferro, e alle riprese dei getti nelle costruzioni di ce- 
mento armato; per cui l’angolo g di cui ruotano le estremità di tali travi 
non è uguale per tutte, come si suppone nel calcolo. Inoltre si hanno 
spesso dei cedimenti notevoli dei vincoli esterni, ben più gravi di quelli 
dovuti alla deformazione elastica dei corpi che li costituiscono. 

Altre incertezze sono dovute alla schematizzazione della forma della 
struttura. Così quando si studia la deformazione di una trave si fa astra- 
zione dal solaio adiacente, che in realtà ne aumenta la sezione in misura 
sconosciuta, rendendo la trave meno deformabile di quanto si suppone. 
La deformabilità risulta poi molto diminuita in quei casi in cui i vani 
dei telai vengono chiusi con muratura. Infine, non si deve dimenticare 
che i telai sono ben di rado isolati, ma fanno parte invece di strutture 
spaziali, dalle quali si considerano separati per ridurre lo studio a quello, 
molto più semplice, di una struttura piana. 

A queste cause di incertezze si aggiungono quelle dovute all’imper- 
fetto comportamento elastico delle travi. Infatti, quando le sollecitazioni 
raggiungono valori elevati, e dove tali valori si verificano prima, la defor- 
mazione cessa di essere pressochè elastica per diventare plastica: per cui 
viene a mancare il fondamento di tutta la teoria delle travature fino qui 
studiata. Se poi la struttura è di cemento armato, si aggiunge l’incerto 
comportamento del calcestruzzo teso, che anche quando resiste ha però 
un modulo E; a trazione diverso da quello E, a compressione. 

Tutte queste cause rendono incerti i risultati che si ottengono coi 
metodi così detti esatti; per cui spesso l’esattezza raggiunta è soltanto 
illusoria, cioè i risultati non corrispondono alla realtà. Ne segue che in 
quei casi in cui si prevede che tali cause possano avere una notevole 
influenza, non è opportuno eseguire lunghi e faticosi calcoli (che distrag- 
gono il progettista dalla concezione generale . dell’opera), ma conviene 
usare qualche metodo approssimato, o introdurre qualche ragionevole 
ipotesi semplificativa, per rendere più brevi e facili i calcoli stessi. Nei 
nn. 481, 482 indicheremo alcuni di tali metodi e ipotesi. 
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Con ciò che si è detto non s’intende di svalutare i metodi esatti che 
abbiamo fin qui studiato, poichè essi consentono in ogni caso di deter- 
minare quello che sarebbe il regime statico della struttura qualora il 
suo comportamento corrispondesse a quello dello schema teorico. Per 
cui i risultati costituiscono, se non altro, un riferimento sicuro. 

Per le stesse ragioni, è opportuno rivedere alla fine i risultati di un 
calcolo esatto, usando i criteri grossolani del n. 482, onde aumentare 
prudenzialmente quelle sollecitazioni che risultassero molto basse, per- 
chè, in realtà, saranno probabilmente maggiori (1). 


481. Metodi approssimati e ipotesi semplificative. 


Le semplificazioni seguenti si possono spesso introdurre anche in cal- 
coli definitivi, quando si prevede che le cause di incertezza indicate nel 
n. 480 possano avere notevole influenza. In ogni caso però si possono 
usare almeno nei calcoli di massima, oppure come controlli rapidi e tran- 
quillizzanti dei risultati di calcoli laboriosi. 

a) In una struttura complessa (del tipo dei portali multipli o dei 
telai, non del tipo della trave Vierendeel) i carichi agenti sopra una 
trave provocano nelle travi circostanti sollecitazioni che diminuiscono 
rapidamente al crescere della distanza dalla trave carica. Ciò è dovuto 
anzi tutto alla ripartizione che il momento subisce fra le diverse travi 
concorrenti in un nodo (n. 455 c), poi alla diminuzione che esso subisce 
propagandosi da un estremo all’altro di una trave (n. 458 a). Per conse- 
guenza, è sufficiente tener conto degli effetti che un carico provoca nella 
trave su cui agisce e nelle travi immediatamente circostanti, trascurando 
quelli provocati nelle travi più lontane. 

Inoltre, per lo stesso motivo, le rotazioni dei nodi lontani dalla trave 
carica sono molto piccole, e si possono trascurare (184), 

Infine, quando i piedritti sono numerosi e i carichi sono soltanto ver- 
ticali, si possono trascurare gli spostamenti orizzontali dei nodi (n. 449); 
ciò che semplifica notevolmente lo studio (Cap. XX, 5). 

Per quanto si è detto, un metodo di calcolo molto semplice delle sol- 
lecitazioni in una trave generica AB di un telaio (fig. 1039 a) consiste 
dunque nell’isolare la trave AB insieme con quelle vicine (fig. 1039 b). 
Se invece la trave AB è prossima al contorno del telaio, si ottiene la strut- 


(1) Infatti, le deformazioni plastiche hanno di solito per effetto di ridurre le sollecitazioni 
dove sono elevate e di aumentarle dove sono basse (Cap. XXX, nn. 757 c, 773 Db). 

(34) Per questo motivo si potrebbero considerare perfettamente incastrati i nodi abbastanza 
lontani dalla trave che si studia; mentre invece i difetti di solidarietà di cui si è detto nel n. 480 
indurrebbero a considerarli articolati. È giusto quindi ritenerli semi incastrati, assumendo per le 
travi che fanno capo a essi W = 3,5 EJjl (media fra 4EJ/l e 3EJ/L. 
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tura della fig. 1039 c); se fa parte dell’ultimo piano, si ottiene quella 
della fig. 1039 d), o quella della fig. 1039) se è prossima a un vertice. 

Se è carica soltanto la trave AB e non quelle vicine, si ottengono i 
inomenti M, ed M, nel modo più semplice mediante le (675). Se invece 
sono cariche anche le altre travi, si 
può usare ad es. il metodo di Cross 
(n. 463), oppure il metodo del n. 473, 
che risultano abbreviati per la sem- 
plicità della struttura presa in esa- 
me (18). Le travi circostanti alla AB 
si considerano incastrate nell’estremità 
opposta (rigidezza W = 4EJ/l), op- 
pure articolate (rigidezza W = 3EJ/l), 
secondo che si giudica che il loro 
incastro sia più o meno efficace. I 
valori dei risultati sono poco diversi 
nei due casi (es. 875); quindi per esse 
si può anche assumere in ogni caso 
una rigidezza intermedia, ad es. W= 
= 3,5 EJ/l (nota 184). D'altra parte 
l’esame delle condizioni di carico delle 
travi vicine può suggerire i valori più 
convenienti da assumere per le rigi- 
dezze (es. 876). 

In tal modo si studiano successi- 
vamente tutte le travi del telaio. 

Gli schemi delle figg. 1039 c, e) servono sopra tutto per calcolare i 
momenti nei piedritti esterni, che sono i più infiessi (mentre nei piedritti 
interni si può trascurare il momento flettente, n. 482 bd); e in questo cal- 
colo si può limitare ulteriormente la struttura, supponendo un incastro, 
o una cerniera, o un incastro imperfetto in B (es. 876). 

Giova però avvertire che i risultati sono poco attendibili nel caso di 
sensibili spostamenti dei nodi. 

b) Per gli stessi motivi, quando si applica il metodo del n. 460 a) 
si può tener conto analogamente della trave AB che si studia e delle 
travi immediatamente vicine, trascurando quelle più lontane. 

c) Il seguente procedimento approssimato semplifica notevolmente 
il calcolo dei portali incastrati, a uno o a più piani, soggetti all’azione 


Fig. 1039. 


(8) Per ottenere la sollecitazione che provoca nella trave # considerata un carico agente 
su di una trave adiacente #,, si può anche studiare una struttara analoga nella quale la #?) sia la 
trave centrale. Quindi si ripartisce il momento trovato nell’estremità prossima a f, e si ottiene 
il momento che interessa la f stessa. 
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del vento. Esso è applicabile quando le travi orizzontali sono molto più 
rigide dei piedritti; ciò che accade spesso, dovendo le travi essere più ro- 
buste per sopportare i carichi che le inflettono; ed è tanto meglio approssi- 
mato quanto maggiore è la rigidezza delle travi rispetto a quelle dei piedritti. 

Supposta la trave di rigidezza infinita, una forza P orizzontale appli- 
cata alla trave deforma la struttura come indica la fig. 1040 a), e la trave 


Fig. 1040. 


rimane rettilinea. La sommità di ciascun piedritto si sposta senza ruo- 
tare, per cui la sommità stessa è soggetta a una forza orizzontale P; pas- 
sante per il baricentro elastico G; del piedritto (fig. 1040 b), ossia a metà 
altezza se è prismatico. Lo spostamento è uguale per tutti i piedritti, e 
quindi le forze P, che sollecitano ciascuno di essi sono proporzionali ai 
rispettivi prodotti E,J,;. Per cui si ottengono le varie P; ripartendo P 
proporzionalmente a E,J.. 

I piedritti sono soggetti a momento flettente P 
variabile linearmente (fig. 1040 b), che si annulla 
all’altezza di P,, ossia di G;, e che vale + P, - AG; h e) 
in sommità e — P; - 4,6; alla base (18). Inoltre 4 

V 


i piedritti sono soggetti a taglio T = P,, e a 2 
sforzo assiale che in casi semplici si determina 
facilmente (es. 878). 

Nel caso del portale semplice simmetrico con 
piedritti prismatici (fig. 1041 a), il momento alle 
estremità dei piedritti risulta (157) (185) 

Ph Ph 


m = — ] us ar = 4 
(736) Ma lag 4 Fig. 1041. 


3) 


Lo sforzo assiale nei piedritti, ossia le reazioni verticali V e — V, si 
determina considerando l’equilibrio alla rotazione del portale intorno a 


(186) Rimanendo la trave rettilinea, i nodi non ruotano, come accade quando invece si pensa 
che esistano le guide (o corsoi) supposte nel n. 470 a). Perciò è naturale che si ritrovino i risultati 
del n. 470 a). 

(187) Questo risultato è in armonia con la (684) per S$; = 0, ossia per 8 = 0. 

(18) Non essendo la trave infinitamente rigida, il momento alla base risulta un poco mag- 
giore di quello in sommità, e le reazioni Y un poco minori di PA/27. Tuttavia il procedimento 
sì può usare con approssimazione sufficiente, poichè nel caso più sfavorevole in cui Ja trave abbia 
la stessa rigidezza dei piedritti (Sy = S,) si ha M, = (3/14)Ph, Ma, = — (4/14)Ph, invece di 
Ph/4 = (3,5/14)PA. 
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un punto qualsiasi, per cui dev'essere (15°) 


i se P 
(737) Pa-22%_m=0, duet Far 


SI 


Il procedimento si estende facilmente ai portali a più piani (es. 878), 
e allo studio delle pulegge (es. 880, 881), nonchè alle strutture spaziali, 
come ad es. ai sostegni per serbatoi di cemento armato (es. 879). 

d) Si ba M,= — Ma, = Ph/4 anche nei quattro vertici di un telaio 
chiuso simmetrico soggetto a una 
forza P orizzonta'e (fig. 1042), 
purchè sia J, = J, (anche senza 
che siano infinitamente grandi). Se 
J,>Jg, sì ha |Ma,l > M,; tutta- 
via, se la differenza fra J, e Jo 
non è grande, si può assumere 
ancora M=—M, = PhjA. 


Fig. 1042. 


or 


Esercizio 875. — Calcolare M, ed M, nelle ipotesi 
che la struttura (fig. 1043 a, b) sia incastrata oppure 
articolata nelle sei estremità. Il peso elastico 2/EJ sia 
uguale per le sette travi. 

Soluzione. a) Se la struttura è incastrata, la rigi- 
dezza di ciascuna delle sei travi circostanti alla AB è W = 4EJ/I, e la rigidezza 
di ciascuno dei vincoli della AB è W, = W,= 3W = 12EJ/l. Perciò si ha (669) 


Fig. 1043. 


k,=k,=2+ 1,5W/W,= 2+ 1,5(4E//1):(12EJ/l)) = 2,5. 


Quindi per le (675) risulta 


6 25 —1 Q Ql 6 
MU, = Meana 7a Sa 


b) Se la struttura è articolata, la rigidezza delle sei travi è W = 3EJ 1, 
e quindi W, = W, = 9£4J/l; per cui si ha 
ka=k=2+ 15(4EJ/1):(9EJ/M = 8/3. 
Quindi risulta 
6 8/3—1 Q®_ 30 


Pip ‘(8/32—1 247 44 


— 0,0681801. 


c) La differenza dei due risultati è di 4,6%. La struttura reale, apparte- 
nente a un telaio più complesso, sarà di solito in condizioni intermedie; per cui 
l'errore commesso sarà mediamente di 2,3%. 

Se si assume W= 3,5EJ/1, si ottiene k,=k,= 18/7, M,= M,=— 0,07Q1. 


(*) Si può invece considerare l’equilibrio alla rotazione della parte di portale al disopra della 
sezione fatta a metà altezza; per cui l'equazione diventa PhA/2 — V1= 0. Oppure l’equilibrio delia 
trave orizzontale, soggetta alle due coppie PA/4 e alle reazioni — V e + 7; per cui 2PhR/41—VI=0. 
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Esercizio 876. — Per il telaio considerato nel n. 463 a) (fig. 956), 
calcolare in modo approssimato i momenti nelle estremità dei 
piedritti e della trave che concorrono nel nodo 5. 

Soluzione. Isoliamo (n. 481 a, fig. 1039 c) la parte di struttura 
della fig. 1044. Avendo presente il carico agente sulla trave 7-4, 
si riconosce che il piedritto 5-7 si comporta come più che inca- 
strato in 7 (in altri termini, mentre il momento — M agente in 5 
farcbbe ruotare il nodo 7 in senso sinistrogiro, prevale certa- 
mente la rotazione destrogira dovuta al carico agente su 7-4). 
Perciò è opportuno assumere 4EJ/l1 per le rigidezze della trave e 
d..Ila parte inferiore del piedritto, e ad es. 4,5E/1 per la parte 
superiore (EJ/l si è supposto costante per tutte le membrature, n. 463 a). 

Basta dunque dividere — M = + 34400 kgm in parti proporzionali a 4-4-4,5. 
Sì ottiene così 


Fig. 1044. 


A4M;1= + 11008 kgm, M;, = + 11008 kgm, M;,=+ 12384 kgm. 


Quindi per la trave risulta M;, = — 34400+ 11008 = — 23392 kgm. 
Rispetto ai risultati del n. 463 a), gli errori commessi sono rispettivamente 
di 4,0%, 5,3%, 3,0%, ammissibili in un calcolo approssimato. 


Esercizio 877. — Studiare la trave continua a molte campate uguali della 
fig. 1045, considerando tre sole campate. 

Soluzione. Supposta la trave a infinite campate, la soluzione esatta è M, = 
= M,.,=— 0,05283 QI. 

Se consideriamo la trave limitata fra C,_j € C,,,, e assumiamo per ie estre- 


Q 


Se = e 


Cri. ri Cr Crs Cr. 2 


Fig. 1045. 


mi*à 0, e C,., delle campate adiacenti W = 3,5EJ/1 (semi incastro in C,_; e in 
Cr.2), si ha (669) 
I 4 26 
k,=k,y1=2+ Lap 
Quindi si ottiene (675) 
6 26/7—1 @Q® 


e NEGUEREN SOI seni ME CI B o 
M,= M,,1= I @67P—i 24 0,05303 OI. (errore 0,38 %) 


Considerando invece un’articolazione, oppure un incastro perfetto, in C,_, @ 


in C,42, Si otterrebbe rispettivamente M, = — 0,0535000 QI, M, = — 0,05555 QI. 
Se si tenesse conto di cinque campate, si otterrebbe. _M, = — 0,05263 QI 
(estremità appoggiate), M, = — 0,05303 QI (estremità incastrate). 


Fsercizio 878. — Studiare la struttura simmetrica della fig. 1046, essendo le 
truvi orizzontali molto più rigide dei piedritti. 
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Soluzione. Alle due estremità dei piedritti f, si ha M, = + P,h,/4. Alle estre- 
mità dei piedritti h, si ba M,=+(P1+ Pa)h:/4 (19°) (191). Alle estremità dei 
piedritti h3 si ha M3= +(P,+ Pa+ Pa)h3/4. 

Lo sforzo di taglio nei piedritti h,, h,, &3 vale rispettivamente 
T,= P,/2, Ty = (P1+ Pa):2, Tg = (P1+ Pat Pa) :2. 

Lo sforzo assiale nei piedritti A, risulta V, = + P,h,/21. Per 
determinare Y, nei piedritti A,, si ha (equilibrio alla rotazione) 


P;i(h,4+ h2) + Pah° — P,+t P,)h/4-Val=0, 


da cui Y, = P,h,/l+ (P,+ P.)h,/21. 

In modo analogo si trova Ys =[P,(hR,+ R2) + Paha]:1+ 
: + (P1+ Pat Ps)ha/21. 
Fig. 1046. Il procedimento è lo stesso se i piani sono più di tre. 


Esercizio 879. — Un serbatoio cilindrico alto m 6,00 e di m 4,00 di diametro 
è sostenuto da sei piedritti verticali alti m 10,00, di sezione quadrata (192). 
Calcolare le sollecitazioni provecate nei piedritti dalla spinta del vento valutata 
in 150 kg/mq di superficie investita normalmente (1°). 

Soluzione. La spinta del vento centro la superficie cilindrica si può assumere 
uguale a 2/3 di quella che agirebbe sulla sezione diametrale normale alla dire- 
zione del vento. Per cui si ha 


H = (2/3)150 - 4,00 - 6,00 = 2400 kg. 


Trasportiamo questa spinta alla base del serbatoio cilindrico, aggiungendo una 
coppia M, = 2400 - 3,00 = 7200 kgm, che il serbatoio trasmette al complesso 
dei piedritti. 

Possiamo ritenere che il serbatoio sia rigido, e che impedisca quindi alle som- 
mità dei piedritti di ruotare. Perciò ogni piedritto si comporta come se in sommità 
fosse soggetto ad H/6 = 400 kg, avente però la retta d’azione a metà altezza 
del piedritto (n. 481 e). Quindi il momento fiettente in un piedritto è nullo a metà 
altezza, mentre alla sommità e alla base esso vale 


M, =— M,, = (H/6)- (1/2) = Rh/12= 2400 - 10/12 = 2000 kgm. 


Se pensiamo sezionati i piedritti a metà altezza, gli sforzi normali N (uguali 
alle reazioni V) devono fare equilibrio alla coppia MX, suddetta e al momento 


(**) Il piano 4g si comporta come se la P; agisse all’altezza della P,, perchè i momenti tra- 
amessi dai piedritti &, vengono assorbiti dalla trave infinitamente rigida; analogamente a quanto 
si è detto nella nota 136. 

(**) Il momento (P, + Pa)f, che va diviso in quattro parti nel piano %,, è la differenza 
AM = My-- M; dei momenti esterni M, = P,(h, + h3) + Pahg ed M, = Ph, al piede dei pie- 
dritti A, e A). Lo stesso dicasi per i piani inferiori. 

(3) Pur inflettendosi i vari piedritti in piani differenti rispetto alle mediane della sezione, 
tuttavia essi hanno uguale rigidezza, perchè la loro sezione è quadrata (n. 98 è). Quindi assor- 
bono parti uguali della H. 

(***) Nel caso più generale in cui i piedritti siano collegati tra loro a diverse altezze con dei 
ripiani che si possano considerare rigidi, il calcolo si può eseguire con le stesso criterio, cioè in 
mode analogo a quello dell’esercizio 878 (v. ad es. O. ZanazonI: Calcolo delle incastellature a 
torre semplice per serbatoi pensili, «L’energia elettrica», 1942, n. 4). 


LE STRUTTURE A MOLTE IPERSTATICHE 473 


MH,= 2400-5,00= 12000 kgm della H trasportata; ossia alla coppia M, + 
+ M,= 19200 kgm. I rapporti dei valori degli N sono determinati dalla con- 
dizione che le variazioni di lunghezza dei piedritti siano tali 
che le sommità di questi rimangano in un piano. 

Se il vento agisce nella direzione AD (fig. 1047), lo sforzo 
normale nei piedritti B, C, E, F è metà di quello N nei pie- 
dritti A e D; per cui si ha 


N-2r+ 2(N/2)-r= M,+ M, da cui N= + 3200 kg. 


Se invece agisce nella direzione GH, i piedritti B ed E hanno 
N =0, mentre negli altri quattro la N è tale che 


2N -rV3= M,+ M., dacu N=2770kg. 


Esercizio 880. — Una puleggia (fig. 1048 a) è soggetta a una coppia M tra- 
smessa.alla.corona dalla cinghia. Calcolare le.sollecitazioni nelle razze, ritenendo 
che la corona sia rigida in confronto di esse. 

Soluzione. Il problema è analogo a quello del n. 481 c), con la sola differenza 
che la sezione estrema A di una razza non subisce una semplice traslazione, ma 
va invece in A, ruotando intorno al centro O. Perciò in A agiscono una forza 

P e una coppia M, aventi come risultante la P secondo 
l’antipolare di Q rispetto all’ellisse di elasticità della razza 
3} (fig. 1048 Db). 
Nel caso delle razze prismatiche, pensandole prolungate 


——-i_ Me 
e 


Ò 


4) 
di fino al centro O, risulta M, = P- 7/3. 
b) Per l’equilibrio si ha (n numero delle razze) 
Pea, -M, da A e.4 
Fig. 1048. 2n rr 2n 


In B=O risulta |M) = P- 2r/3= 2M,= M/n, come si poteva ottenere diret- 
tamente considerando l’equilibrio del solo mozzo. 

Lo spostamento f = AA, e l'angolo w di cui ruota la corona rispetto al mozzo 
risultano 


pd it 
— 4nEJ’ 03% 7 4inEJ 

Nel caso delle razze non prismatiche, si ha ancora | M;|= M/n. Quindi risulta 
M,=— M;d,/d,, essendo d, e d, le distanze dell’antipolare di O da A e da 5. 


Esercizio SS1. — Idem, tenendo conto anche della deformazione della corona. 
Soluzione. Se f è lo spostamento AA, (fig. 1049 a), la co- 
rona ruota rispetto al mozzo dell’angolo (razze prismatiche) 


Da ba 1 E set) Pr? Mayr 


tr \3EJ 2EJ)  3EJ 2EI 


L’estremità A della razza ruota dell’angolo 


Pr? Mr 


C.da si 
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Il tratto 1 di corona compreso fra due razze è soggetto alle coppie M,/2 dello 
stesso verso (fig. 1049 b). Perciò la sua estremità in A ruota (303) dell’angolo 
a; = (M./2)I/6EJ, = M1/12EJ,. 

La condizione di congruenza è evidentemente 


a—@® = a; ossia 5EI EJ — a 


Pe_My jr Ma) _ MI 
(BEI 2EI) — DEI, 


Da essa si ricava la relazione che lega M, a P: 


2 S 
M= gg? (0=3) 
dove S= r/E.J, &,= EJ, sono i pesi elastici di una razza e di un tratto di 
corona compreso fra due razze. 

Per l’equilibrio si ha nPr—nM,= MI, da cui, tenendo conto della relazione 


trovata, si ricava 
9 M M 
peoeecac Mi=757a°7 M|=Pr-M,j=T—. 
4+-0 m° STLL09 n° 125] ha n 
Se la corona si può considerare rigida, si ha $j = 0,9= 0, e si ritrovano i 
risultati dell'esercizio precedente. Se invece si possono considerare rigide le razze, 
si ha $S= 0, 9= 00, e risulta P= M/nr, M,=U. 


482. Metodi semiempirici. 


Prima di iniziare il calcolo esatto di una struttura, è opportuno assu- 
mere la sezione di ogni trave non a caso, ma di dimensioni verosimili, 
per diminuire il rischio di dovere poi ripetere l’intero calcolo. A tal fine 
conviene istituire anzi tutto un calcolo di massima, onde prevedere ap- 
prossimativamente i momenti in ogni trave, mediante criteri semiempi- 
rici. I risultati che così si ottengono servono inoltre per compilare il pre- 
ventivo di costo. 

a) Caso di una trave qualsiasi. Una trave isolata da una struttura 
si comporta come imperfettamente incastrata alle estremità; quindi si 
deve giudicare l’efficacia dei due incastri. Se questi sono molto malsi- 
curi, è prudente prevedere in mezzaria un momento positivo uguale a 
quello della trave appoggiata; e prevedere tuttavia agli incastri un certo 
momento negativo, uguale, ad es., a !/3 di quello d’incastro perfetto. 

Se invece l’incastro si giudica efficace, nel calcolare il momento in 
mezzaria si potrà fare assegnamento su di un momento d’incastro pari & 
1/5; 1/e, 2/3 di quello d’incastro perfetto, secondo l’efficacia minore o mag- 
giore. Per cui nel caso del carico @Q uniforme, risulta rispettivamente 
Mi, = Q1/10, Q1/12, Q1/14,4. Tuttavia è prudente progettare le sezioni 
d’incastro in bes: a un momento negativo più elevato, cioè rispettiva- 
mente M, = — QU/24, — Q1/18, — QU/12. 
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Solo nel caso d’incastri molto efficaci si potrà scendere in mezzaria 
a Q1/18, Q1/20, conservando all’incastro M; = — Q1/12. 

Per incastri di media efficacia, si assumono spesso i due momenti 
uguali in valore assoluto, cioè + Q2/12 (19). 

b) Caso dei telai. Le travi dei piani superiori, dove i piedritti sono 
esili, e sopra tutto quella dell’ultimo piano, dove manca il prolungamento 
superiore dei piedritti, si possono considerare come travi continue. Perciò 
si assume il momento positivo @7/11 per le campate esterne e Q//14 per 
quelle interne. Il momento negativo nelle campate esterne si può assumere 
— Q1/16 —— Q1/18 contro i piedritti esterni, — Q7/9 in corrispondenza del se- 
condo e del penultimo piedritto (n. 230 c); e — Q//12 nelle campate interne. 

Per le travi dei piani inferiori, meglio incastrate (perchè ci sono i pie- 
dritti sopra e sotto, e sono più grossi), si assume My, = Q//12 per le 
campate esterne e Q7/14 per quelle interne; ed M,; = — Q//12. 

Lo sforzo assiale nelle travi orizzontali si trascura, perchè è sempre 
molto modesto. 

Il momento flettente nei piedritti esterni si può calcolare come si è 
detto nel n. 481 a), considerando gli schemi delle figg. 1039 c) o e), limi- 
tati in B. Oppure si può assumere alle loro estremità @Q2/30 — Q2/36 
nei piani superiori, e Q7/25 — Q7/30 in quelli inferiori (Q ed ! relativi 
alla trave che a essi fa capo). 

Nei piedritti intermedi si può trascurare il momento flettente, specie 
se le travate sono cariche in tutte le campate (1°). 

Gli sforzi assiali di compressione nei vari tratti dei piedritti si otten- 
gono mediante il computo dei carichi sovrastanti. 


483. Cenno sulle strutture a infinite incognite. 


a) Consideriamo, ad es., una struttura costituita da due travi t e t} qual. 
siansi (fig. 1050), collegate tra loro mediante una serie di n aste articolate che 
uniscono le coppie di punti come C e C, situati su parallele a una data direzione, 
ad es. verticale. Se è caricata la trave superiore t, tali 
aste risultano compresse da forze incognite X,, X,... 
X,, che si determinano esprimendo che gli abbassa- 
menti 7 ed 7, dei punti come C e Cl, sono uguali, se 
si trascurano le variazioni di lunghezza delle aste (op- 
pure differiscono dell’accorciamento delle aste corrispon- Fig. 1050. 


(1*) Il momento Mg = Q1/12 corrisponde a 2/3 di Q7/8 che si ha nella trave appoggiata. 
I suddetti momenti che si assumono nel progettare le sezioni d’incastro non sono in armonia 
con anelli che si assumono in mezzaria, cioè non corrispondono a una stessa situazione. Ma è 
prudente prevedere per ciascuna sezione la condizione che per essa è più sfavorevole; e cioè che 
gli incastri siano poco efficaci, nel progettare la sezione in mezzaria, che siano più efficaci, nel 
progettare quelle agli incastri. 
(1) Si può consultare utilmente anche il regolamento tedesco sulle costruzioni di cemento 
armato. 
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denti). Immaginiamo ora che il numero n delle aste diventi infinito, ossia che 
il collegamento delle due travi diventi continuo (trasformandosi in una spe- 
cie di cortina di collegamento), ma rimanendo però tale da trasmettere soltanto 
delle forze verticali da una trave all’altra. In questo caso invece delle forze X 
isolate si ha una forza distribuita X che è funzione dell’ascissa x dei punti O e 
C1; quindi le n forze incognite si trasformano in una funzione incognita X(x). 
Questa si determina ancora mediante la condizione che gli abbassamenti n(c) 
ed (x) delle due travi t e t, siano uguali nei punti di uguale ascissa 2. 

Si giunge così in certi casi a un’equazione differenziale (19), in altri a un’e- 
quazione integrale (19°). Oppure si può invece studiare il problema mediante con- 
siderazioni energetiche, applicando il principio della minima energia potenziale 
totale (n. 336); e risolvere la condizione di minimo alla quale si giunge o mediante 
il calcolo delle variazioni (19°), o per successive approssimazioni, usando il metodo 
di Ritz (199) (v. i Capp. XXVI, XXVIII). 

b) Quando i collegamenti siano in numero finito, ma considerevole, può 
talvolta convenire di pensarli sostituiti da un collegamento continuo, e di deter- 
minare così una funzione incognita X(x) invece di un numero elevato di incognite 
X (2°). L’approssimazione che in tal modo si consegue è tanto migliore quanto 
maggiore è il numero dei collegamenti. 

c) Anche certi problemi nei quali è incognita la configurazione deformata 
che assume la struttura. rientrano nella. stessa categoria, in quanto l’incognita 
è la funzione n(x) che rappresenta la deformata suddetta. Problemi di que- 
sta specie s'incontrano, ad es., nello studio della flessione di tubi o di volte 
a parete sottile, la cui sezione retta si deforma in modo incognito durante la 
flessione (°°). Esempi di altra natura si hanno nella ricerca della distribuzione 
delle tensioni in una lastra tesa non uniformemente, e nella flessione di una la- 
stra con nervature (°°). 


484. Conclusioni. 


Per la scelta del metodo più opportuno da usare nei vari casi, con- 
viene ricordare i pregi e i difetti dei metodi esposti. A tal fine distin- 
guiamo le strutture in due categorie. 

a) Strutture i cui nodi non si spostano (o perchè esistono vincoli 
adatti, o in virtù della simmetria della struttura e del carico, o perchè 
si ritiene trascurabile l’influenza degli spostamenti; n. 449). 


(1%) L. STABILINI: Le funzioni di linee e certi sistemi elastici composti, « L’Ingegnere », 1929, 
n: 12, 1931, n. 7. 

(4) C. F. Joni: Applicazioni delle equazioni integrali alla risoluzione di problemi altamente 
tperstatici, « R. Acc. d. Scienze », Torino, 1936, vol. 71. 

(1!) C. MINELLI: Sistemi elastici con infiniti legami sovrabbondanti, « L’Aerotecnica », 1936, 
n. 11. 

(!*) W. RITZ: Zur Lbsung gewisser Variationsprobleme, « Gesammelte Werke », pagg. 192-250» 
Parigi, Gauthier-Villars, 1911. 

(3) C. MINELLI: Metodo di calcolo per travi Vierendeel con grande numero di traversi, «La 
ricerca scientifica », 1939, n. 3. V. anche la nota di C. F. JopI citata nella nota 197. 

(3) V. le mie note citate nella nota 4 del Cap. VI, e il Cap. XXVI. 

(2) S. TIMOSHENKO: Théorie de l’élasticité, nn. 43 e 44, ediz. francese, Parigi, Béranger, 1936. 
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Se la struttura è a connessione semplice (nota 97), si possono usare 
i metodi dei nn. 460 a), 473, 463, 451, 450, i primi tre dei quali non ri- 
chiedono la risoluzione di un sistema di equazioni. 

Ii primo (n. 460 a) è particolarmente indicato quando è carica una 
sola campata, oppure quando si vogliono studiare separatamente gli effetti 
dei vari carichi, per combinarli poi in modo da individuare le sollecita- 
zioni più gravose. Esso è singolarmente semplice quando il carico è co- 
stituito da una coppia agente in un nodo laterale (es. 794), e sopra tutto 
nei casi degli esercizi 809, 810. 

Il secondo (n. 473) consente di studiare qualsiasi condizione di carico, 
ed è assai abbreviato dalla mancanza dello spostamento £. 

Il terzo (n. 463) non richiede alcun lavoro preparatorio, nè un’atten- 
zione costante, ed è assai rapido se si richiede un’approssimazione non 
molto spinta. 

Il quarto (n. 451) richiede la risoluzione di un sistema di equazioni. 
Tuttavia queste si scrivono senza timore di errori di segno, e le incognite 
sono spesso in numero inferiore a quelle che si hanno col metodo delle 
forze. La risoluzione del sistema è resa semplice dal metodo di Bana- 
chiewicz (nn. 439, 440) o dai metodi dei nn. 441, 442. 

Il quinto (n. 450) richiede maggiore attenzione circa i segni da attri- 
buire ai momenti che figurano nei vari termini delle equazioni. Inoltre 
le incognite sono spesso più numerose che non col metodo precedente. 

Se la struttura è a connessione multipla, si possono usare i metodi 
dei nn. 463, 451, 450, per i quali valgono le considerazioni fatte dianzi. 

b) Strutture î cui nodi sono soggetti a spostarsi. Se i carichi sono ver- 
ticali, l'influenza degli spostamenti può essere considerevole se il carico 
è nettamente dissimmetrico e se i piedritti non sono numerosi; mentre 
è essenziale nel caso di forze orizzontali. 

Se la struttura è a connessione semplice, si possono usare i metodi 
dei nn. 473, 468-469, 471, 466-467, 474. 

Il primo (n. 473) è spesso preferibile, anche se richiede qualche la- 
voro preparatorio, che è compensato dall’assenza di equazioni e dal fatto 
che poi si può studiare qualunque condizione di carico. 

Per il secondo (nn. 468-469) e il quarto (nn. 466-467) vale quanto si è 
detto in a) rispettivamente per i nn. 451 e 450. 

Il terzo (n. 471) presenta la massima generalità, consentendo di stu- 
diare le strutture contenenti travi ad arco e di sezione variabile. 

Il quinto (n. 474) non è consigliabile per il notevole lavoro richiesto 
(es. 863) e per la facilità con cui si può sbagliare nei segni. 

Se la struttura è a connessione multipla, rimangono disponibili i me- 
todi dei nn. 468-469, 470, 471, 466-467, il terzo dei quali è di uso generale. 

c) Metodi semplificati. Si devono poi aver presenti tutte le sempli- 
ficazioni che si possono conseguire caso per caso assumendo una strut- 
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tura principale iperstatica (n. 444), oppure, nel caso di strutture simme- 
triche, scomponendo il carico in uno simmetrico e uno antisimmetrico 
(nn. 447, 448). Inoltre conviene utilizzare i dati dei formulari, sia come 
soluzione definitiva, sia come ausilio per abbreviare i calcoli (n. 478). 
Infine, si deve aver presente quanto si è detto nel n. 443 circa la scelta 
più opportuna delle incognite iperstatiche. 

d) Metodi approssimati. Nel caso di strutture di comportamento 
incerto, e in ogni caso per calecli di massima, conviene ricorrere a pro- 
cedimenti approssimati, del tipo di quelli indicati nel n. 481. 

Per l’assunzione iniziale delle dimensioni delle sezioni delle diverse 
travi. conviene determinare grossolanamente i valori delle varie solleci- 
tazioni coi criteri indicati nel n. 482. Criteri che sarà opportuno utiliz- 
zare anche a calcoli ultimati, per il necessario controllo dei risultati, e 
per aumentare prudenzialmente le sollecitazioni in quelle sezioni che ri- 
sultassero troppo poco affaticate. A questo fine il progettista dovrà usare 
una costante attenzione e fare appello al suo spirito critico e all’intui- 
zione acquisita. 

Per contro, è lecito ridurre i momenti nelle sezioni d’incastro, valu- 
tando il momento nelle sezioni a filo dell’incastro stesso, che è minore 
del valore trovato nel nodo teorico. Ciò che consente di realizzare sensi- 
bili economie. 


485. Bibliografia. 


Trattazioni generali sulle strutture a molte iperstatiche, con l’esposizione 
dei metodi principali, si trovano in molte opere: ad es. in quelle già citate di 
H. MiuLLER-BRESLAU (n. 216), volumi 2°, 3°, 4° (prevalentemente con la dedu- 
zione delle linee d’influenza), nei quali si trovano anche estese bibliografie; di 
K. BeyER (nota 9); di 0. DomKE (nota 9); di J. PrRLET (nota 36). Alla stessa 
trattazione generale sono dedicati il volume di M. GRÙNING: Die Statik des ebenen 
Tragwerkes, Berlino, Springer, 1925; e il volume di J. I. PARCEL - G. A. MANEY: 
Statically indeterminate stresses, New York, Wiley, 1944. Vari metodi sono pure 
esposti nel volume di R. SarIicER: Praktische Statik, Lipsia, Deuticke, 1927; 
nelle lezioni in litografia di G. MAGNEL: Stabilité des constructions, Gand, van 
Rysselberge, 1932; e nei due volumi di D. WoLKowITSCH (n. 368). 

La risoluzione dei sistemi di equazioni è svolta ampiamente nelle opere dianzi 
ricordate di K. BErER ($$ 29-33), di H. MiùLLEeR-BrESsLAU (vol. II, $ 6), di 
O. DomKE (B, IV) e di J. PIRLET (Cap. III). 

Circa i metodi particolari, è possibile citare soltanto le opere principali, es- 
sendo numerosissimi gli articoli dedicati a questi problemi: 

Sullo studio abbreviato mediante l’assunzione di strutture principali iper- 
statiche si veda il $ 37 dell’opera citata di K. BeyER e la bibliografia ivi indicata. 

Lo studio generale delle strutture col metodo delle deformazioni, già pro- 
posto nel volume di A. BENDIXSEN (nota 124), è svolto ampiamente nel volume 
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di A. OsrENFELD (nota 124). Si veda anche il Cap. IV, B) dell’opera citata di 
K. BEyER. è 

Ulteriori particolari sullo studio delle strutture simmetriche per scompo- 
sizione del carico in due condizioni si trovano nel volume di L. W. ANDRÉE ci- 
tato nella nota 64; nonchè nell’opera citata di K. BEYER, $$ 27-28 (metodo delle 
forze) e $ 42 (metodo delle deformazioni); e nel volume di O. DOMKE (B, IV). 

Lo studio sistematico mediante l’equazione dei quattro momenti è svolto 
nel volume di F. BLEICH citato nella nota 122; e nel volume di A. GIANNELLI 
citato nella nota 121, con particolare riguardo alle strutture simmetriche. 

Sul collegamento delle travi in serie e in parallelo si veda il volume di M. 
MAYER: Neue Statik der Tragwerke, Berlino, Bauwelt-Verlag, 1938. Il concetto 
è poco diverso da quello del metodo dei punti fissi. Per quest’ultimo si veda il 
terzo volume dell’opera di W. RirTER (n. 368); mentre per l'applicazione sistematica 
giova consultare le opere di A. STRASSNER: Berechnung statisch unbestimmter Sy- 
steme; e Neuere Methoden, Berlino, Ernst (quest’ultima contiene anche ampie 
tabelle sulle travi curve e sugli archi); nonchè il volume di E. SurER: Die Me- 
thode der Festpunkte, Berlino, Springer, 1923. 

Per il calcolo dei telai col metodo di successive approssimazioni si vedano la 
memoria di H. Cross e la relativa discussione con contributi di vari autori, ci- 
tate nella nota 110. Parecchi di tali contributi riguardano il caso in cui i nodi 
possono spostarsi. Un’ampia trattazione, che tiene conto anche degli sposta- 
menti laterali, con molti esempi e con diagrainii per le travi di-sezione varia- 
bile, si trova nei volumi di H Cross - N. D. MoRGAN: Continuous jrames 0} 
reinforced concrete, New York, Wiley, 1932; di L. E. GRINTER: Automatic desigu 
oj continuous frames ecc., New York, Macmillan, 1939; nonchè in quello di C. W. 
DUNHAM: L'he theory and practice oj reinjorced concrete, Capp. 13 e 14, New York, 
McGraw-Hill, 1944. Si veda anche la nota di P. Pozzati: Una notevole sempli- 
ficazione nello studio di telai a più piani e a due piedritti uguali, « Il cemento », 
1946, n. 9-10. Vari metodi semiempirici sono esposti nel volume di H. E. ScuxbI- 
DER: Practical wind bracing, New York, Buffalo, 1930. 

Il calcolo dei telai col metodo delle deformazioni, assumendo come incognite 
le rotazioni dei nodi e gli spostamenti delle travate, oltre che nella nemiuria è 
nel volume citati (nota 124) di W. GEHLER, è svolto sistematicamente nel voiume 
pure citato (nota 133) di F. TAKABEYA. È utile consultare anche il volumetto 
di M. BaroNl: Le ossature degli edifici, Milano, Hoepli, 1937. 

Per lo studio delle strutture contenenti travi ad arco si può vedere anche il 
volume di A. STRASSNER: Der durchlaujende Bogen auf elastischen Stitzen, Ber- 
lino, Ernst, 1919; e il volumetto di G. KRUCK già citato (nota 141), che contiene 
anche varie tabelle. 

Il problema degli sforzi secondari nelle travature è svolto ampiamente nel 
volume di W. GEHLER: Nebenspannungen eiserner Fachwerkbricken, Berlino» 
Ernst, 1910, nel quale sono svolti i principali metodi e sono indicate anche le 
ricerche sperimentali, con ampia bibliogratia. 

Il calcolo della trave Vierendeel è stato oggetto di numerose ricerche. Oltre 
alle memorie citate (nota 170) di F. EnGESSER e di C. GuIDI, giova consultare il 
quarto volume dell’opera di A. VIERENDEEL: Cours de Stabilité des constructions, 
Parigi, Dunod, 1920; e il volume di K. KriIso: Stutik der Vierendeeliriger, Berlino, 
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Springer, 1922, nel quale sono studiate le travi a correnti paralleli o curvilinei, 80g- 
gette a carichi fissi o mobili, e che contiene anche un’ampia bibliografia. Si. vedano 
anche il $ 52 del secondo volume di K. BEYER; e il volumetto di C. L. BRUNOLI- 
L. ArMENISE: Calcolo delle travi reticolari (Vierendeel) ecc., Milano, Hoepli, 1939. 

Oltre ai metodi di calcolo esposti nel presente capitolo, ne esistono molti 
altri, la maggior parte dei quali sono delle modifiche più o meno sostanziali dei 
metodi suddetti. Interessante è il metodo di J. RieGER del quale si è fatto cenno 
nel n. 475, e che è applicato sistematicamente ai portali e ai telai nell’opera 
citata nella nota 164. Limitandoci ai metodi che sono seguiti da varie applicazioni, 
ricordiamo il volume di G. SP1EGEL: Mehrieilige Rahmen, Berlino, Springer, 1920, 
nel quale sono studiati i portali multipli e i telai simmetrici; e il volume di L. MANN: 
Theorie der Rahmenwerke auf neuer Grundlage, Berlino, Springer, 1927. 

Un metodo particolare per lo studio dei portali a più piani è esposto nel terzo 
volume di H. MùLLER-BRESLAU, $ 37, e più ampiamente nel volume sopra citato 
di M: GrinInG, Sez. V; d). Per lo studio delle strutture mediante equazioni alle 
differenze finite si veda, ad es., il volume citato di M. GRinING, Sez. VI; nonchè 
il volume di F. BLEICH-E. MELAN: Die gewohnlichen und partiellen Differenzenglei- 
chungen der Baustatik, Berlino, Springer, 1927. 

Un cenno sul calcolo dei telai con connessioni semirigide nei nodi si trova 

nel volume di C. T. MorRIs-S. T. CARPENTER: Structural frameworks, New York, 
Wiley, 1943, pagg. 221-231. 
° Dei formulari dedicati sistematicamente alle strutture complesse, ricordiamo 
i volumi di A. KLFINLOGEL: Rahmenformeln; Mehrstielige Rahmen, Berlino, Ernst; 
il mio volume: Formule per il calcolo dei portali ineastrati, Bologna, Zanichelli, 
1930; il volume di A. StRASsNER: Tabellen fiir die Einflusslinien und die Mo- 
mente des durchlaufenden Rahmens, Berlino, Ernst, 1922; il volume di J. STAACK: 
Rahmen und Balken, Berlino, Springer, 1931, dedicato specialmente ai portali 
e alle travi; e le Planches che accompagnano ciascun volume dell’opera citata di 
J. RIEGER, che contengono le soluzioni per molti tipi di portali e di telai. Molti 
casi sono riportati anche nei principali manuali d’ingegneria (nota 177). 

Le formule risolutive per il portale doppio con travi situate ad altezze diverse, e 
per il portale simmetrico a due piani, si trovano nelle mie note: Il portale doppio 
dissimmetrico con i piedritti incasirati, « Annali dei Lav. Pubbl. », 1930, n. 3; 
Formule per il portale a due piani con i piedritti incastrati, « L’Ingegnere », 1930, 
n. 12. Una raccolta di formule ausiliarie, che riguardano la trave appoggiata sog- 
getta a numerose condizioni di carico, si trova nel volume di A. KLEINLOGEL: 
Belastungsglieder, Berlino, Ernst, 1931. 

Una struttura a molte iperstatiche è anche quella costituita dall’orditura di 
due serie di travi incrociate di un solaio. Si veda in proposito il n. 554 d) con gli 
esercizi che lo seguono, e la relativa bibliografia. 

Le strutture iperstatiche degli aerei sono studiate nel volume in litografia 
di P. CicaLa: Strutture di aeromobili, Torino, Giorgio, 1943, Cap. 7°. 

Strutture molto complesse sono quelle costituite da un arco e dalla sovra- 
stante impalcatura stradale. Per esse si rimanda alle indicazioni contenute nel 
n. 432, e specialmente al volumetto ivi citato di ABD-EL-Az17 EL AROUSY. 

Come si è detto, le ricerche sul calcolo delle strutture iperstatiche sono dis- 
seminate in numerosissimi articoli, specialmente nelle riviste « Beton und Eisen », 
«Der Bauingenieur », « Die Bautechnik », «Il cemento armato ». 


CAPITOLO XXI. 


LE TRAVI NELLO SPAZIO 


486. Generalità. 


Quasi tutti i problemi studiati nei capitoli precedenti (eccettuato 
quello della torsione) -si riferivano alle travi aventi l’asse geometrico 
contenuto in un piano e le sezioni rette soddisfacenti alla condizione 
detta nel n. 349 a), e soggette a forze e a coppie agenti in tale piano. 
In queste condizioni, in ogni sezione le sei caratteristiche di sollecita- 
zione (n. 11 bd) si riducevano a tre: lo sforzo normale N, lo sforzo di ta- 
glio 7, secondo l’asse principale y della sezione contenuto nel piano sud- 
detto, e il momento flettente M, rispetto all’asse principale 2 normale 
a tale piano. Inoltre la deformazione era tale che l’asse geometrico non 
usciva dal suo piano (n. 349 a). 

Nel presente capitolo studieremo da prima il caso delle travi piane 
soggette invece a forze normali al piano x dell’asse geometrico e a coppie 
agenti in piani anch’essi normali a questo. Caso che si può considerare 
il duale di quello suddetto, perchè in ogni sezione si hanno invece le altre 
tre sollecitazioni, cioè 7,, M,, M,;; mentre la deformazione è tale che 
l’asse geometrico esce dal suo piano, ma la sua proiezione nel piano pri- 
mitivo rimane invariata, ossia le sezioni rette non subiscono spostamenti 
e rotazioni nel piano x (n. 488). Il caso generale delle travi piane soggette 
a forze e a coppie qualsiansi è considerato nel n. 488 d). 

Studieremo poi alcuni casi di travi aventi per asse geometrico una 
linea gobba, nelle quali esistono generalmente tutte e sei le sollecitazioni, 
limitandoci per semplicità alle travi a elica cilindrica (molle elicoidali, 
travi delle scale a elica). 


487. Le tensioni nelle travi spaziali. 


Le travi nello spazio, ossia le travi aventi l’asse geometrico non gia- 
cente in un piano e soggette a forze qualsiansi, e le travi piane soggette 
a forze non agenti nel loro piano, sono sollecitate prevalentemente a fles- 
sione e a torsione, potendosi trascurare le tensioni (n. 202) e le deforma- 
zioni (n. 326 d, es. 419, 435 a, 336 e Cap. XX nota 8) dovute allo sforzo nor- 
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male e al taglio, se la trave non è eccezionalmente corta. È quindi oppor- 
tuno ricordare anzi tutto come si valutano le tensioni provocate dalla 
flessione e dalla torsione contemporanee (n. 186). Basterà considerare il 
caso delle travi piane, nel quale si ha un sclo momento flettente N = MU, 
(n. 486), perchè i due momenti flettenti M, ed 1, che si hanno nel caso 
delle travi non piane si trattano nello stesso modo. 

a) Sezione circolare. Se r è il raggio della sezione, le tensioni mas- 
sime provocate separatamente dal momento flettente M e dal momento 
torcente M, valgono (nn. 127 a, 143) 


4M 1 
w = 2M, 


23 b) nr3 


Le tensioni principali corrispondenti a o e 7 sono (208) 


s ia I >. in 
(738) (eg Vette a VISTA: 
La tensione tangenziale massima risulta (207) 

2 
= a 


739) tmis =" (06-07) VIUIR. 

Se si hanno due momenti flettenti M, ed 1/., essi equivalgono a un 
solo momento flettente M tale che MM? = M} + Mi; per cui nelle (738), 
(739) la radice diventa y MNM? + M? + M2. 

b) Sezione qualsiasi. Se la sezione è rettangolare, si calcolano o e 
t nei punti estremi dell’asse s di sollecitazione (0 = M,2ma:/Jy 0 0 = 
= M.Ymaz/J:, mentre 7 si calcola come nel n. 153 4). Quindi si ottengono 
Ot, O, € Tmax SOStituendo i valori di o e 7 nella prima espressione della 
(738) e quelli di 0:, o, nella prima espressione della (739). 

Se la sezione ha il lato maggiore (o l’asse maggiore se è ellittica) 
nella direzione dell’asse s e se M è piccolo rispetto a M,, può risultare 
maggiore la 7 dovuta soltanto a M, nei punti estremi dell’asse neutro 
n (es. 884). 

Se la sezione è di altra forma, si procede in modo analogo. Se è ellit- 
tica, si calcola 7 mediante la (158) o la successiva. 

c) Condizioni di resistenza. Se si accetta il criterio che pone un 
limite alle dilatazioni (n. 122 d), dalle tensioni og, 0, si deducono le ten- 
sioni principali ideali, che risultano espresse dalla (212), e si confrontano 
(119) con k' o con k”. Se invece si accetta il criterio che pone un limite 
alla tmo: (che per l’acciaio è più attendibile, Cap. XL), si confronta 
Tmaz CON k/2, secondo la (188). 


Esercizio 882. — Una manovella d’acciaio ABCD (fig. 1051 a) (i tratti AB 
e CD paralleli e BC normale ai primi) è soggetta nell'estremo A a vna forza 
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P normale al piano ABCD. La sezione è costante e circolare, 
di raggio r. Calcolare le tensioni provocate da P = 500 kg. 
essendo a = 50 em, b = 40 em, c= 80 cm, r= 5 em. 

Soluzione. Nel tratto 48 il momento flettente M varia 
linearmente da 0 in A a Pa (in valore assoluto) in B, men- 
tre il momento torcente M, è nullo. Nel tratto BC si ha M 
variabile linearmente da 0 in B a Pb in C, ed M. costante e 
uguale a Pa. Nel tratto CD si ha M variabile linearmente 
da Pa in C a P (a+ c) in D, ed M, costante e uguale a Pb. 
Lo sforzo di taglio, che si trascura, è costante dappertutto 
e uguale a P. 

Tensione massima nell’estremo B del tratto 45 (nel punto più alto della 
sezione) (4) 


Fig. 1051. 


4Pa _ 4500-50 _ 32. 1, 
CET 75° = 400 kg/cmq . 


Tensioni massime nell’estremo C del tratto BC (738), (739) 


dii= fama VITO) = EL oa VITI) = |_200 Reloma 
Trax = 2 Vb+ a = 2-50, V 40° + 50° = 163 kg/cmq. 
Tensioni massime nell’estremo D 
da + oa TFT = EI (1a04 VISO 0) — | OTT Nerone 
Tmax 25 V(a+cP+b= Cia Doo V 130° + 40° = 346 kg/emq. 


Nel punto più basso delle varie sezioni si hanno gli stessi valori delle o col 
segno cambiato. 


La tensione ideale massima, in D, risulta (212) (m = 10/3) 


2 - 500 13010) 
ar (3 130 + 15 130° + 408) = 682 kg/cmq 


Cia 
(Gia è poco maggiore di cs perchè il valore di 0, è molto piccolo). 
Se si adotta il carico di sicurezza % = 700 kg/cmq (basso perchè si tratta di 


un organo di macchina, n. 107 è), la resistenza è assicurata secondo entrambi 
i criteri di sicurezza (n. 487 c). 


Esercizio 883. — Una barra di ferro di sezione ellittica, di semiassi a = 4 cm, 
b= 2 cm, è soggetta a un momento torcente M,= 20000 kgcm, e a un momento 
flettente M = 8000 kgem nel piano che contiene l’asse maggiore. Calcolare le 
tensioni massime, 
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Soluzione. Le tensioni c e T alle estremità dell’asse di sollecitazione (asse 
maggiore) valgono (nn. 127 a, 152) 


4Ma _4M _4-8000 
— na8b nab  n4-2 


20M, 2-20000 , 
za?b — 4° = 398 kg/emq 5 


= 318 kg/cmq 


Quindi le tensioni principali, la tensione tangenziale massima e le tensioni prin- 
cipali ideali risultano (m = 10/3) 


oe _ 1 ica acre _ | 588 kg/cmq 
bi iad (318 + 318° + 4 398Î) = } 309 . 
Tmaz = [588 — (— 269)] :2 = 428 kg/emq 
Cera = 588 + 0,3 - 269 = 669 kg/emq, G,ia = — 269 — 0,3 - 588 = — 445 kg/emqa. 


Però (n. 487 b) alle estremità dell’asse neutro si ha, per effetto della sola tor- 
sione, una tensione 7 notevolmente maggiore (158): 


2M 2- 20000 5 
maxT=z= a FA = 796 kg/emq + 


488. Proprietà delle travi piane soggette a forze e a coppie normali al 
loro piano. 


Consideriamo una trave piana, cioè rispondente ai requisiti precisati 
nel n. 349 a) (asse geometrico di forma qualsiasi, ma contenuto in un 
piano; vincoli qualsiansi; sezione retta costante o variabile, ma sim- 
metrica rispetto a questo piano, oppure avente uno degli assi principali 
d’inerzia contenuto in esso). Ricordiamo che se una trave così fatta si 
assoggetta a una forza o a una coppia agenti nel piano x dell’asse geo- 
metrico, essa si deforma in modo che l’asse rimane nel suo piano: ossia 
ogni punto dell’asse si sposta soltanto nel piano x, e ogni sezione retta 
ruota soltanto intorno a un asse normale a x. Quindi ogni punto dell’asse 
non si sposta normalmente al piano x, e ogni sezione non ruota intorno 
a rette giacenti nel piano x. 

a) Pertanto, in virtù del teorema di Maxwell (nn. 334, 335), quando 
invece la stessa trave è soggetta a forze normali al piano x e a coppie 
agenti in piani normali a x, la sua deformazione è tale che ogni punto 
dell’asse geometrico non subisce spostamenti nel piano x dell’asse stesso, 
e ogni sezione non subisce rotazioni intorno a rette normali a x. 

Quindi una trave piana soggetta a forze e a coppie normali al suo 
piano si deforma in modo che i punti dell’asse geometrico si spostano 
normalmente al piano e le sezioni ruotano intorno a rette giacenti nel 
piano. 
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b) La trave non si deforma dunque nel suo piano (la proiezione 
dell’asse geometrico deformato, sul piano primitivo x, resta invariata). 
Quindi, come conseguenza, la trave non risulta soggetta a quelle solle- 
citazioni che si hanno quando essa si deforma nel suo piano; ossia è esente 
in ogni sezione dallo sforzo normale N, dallo sforzo di taglio T, nel piano 
x e dal momento flettente M, nel piano 7. Restano dunque le altre sol- 
lecitazioni, corrispondenti alla deformazione che si verifica, ossia lo sforzo 
di taglio 7, normale al piano x, il momento flettente M, nel piano normale 
a x e alla sezione retta che si considera, e il momento torcente M,. 

c) È indifferente che esistano o no vincoli atti a impedire gli spo- 
stamenti e la rotazione nel piano 2, perchè la trave non ha alcuna ten- 
denza a compiere tali movimenti. Perciò, agli effetti delle azioni consi- 
derate, una cerniera cilindrica avente l’asse normale al piano della trave 
equivale a un incastro. 

d) Nel caso generale della trave soggetta a forze e a coppie qual- 
siansi, conviene decomporle in due sistemi, l’uno agente nel piano del- 
l’asse geometrico e l’altro normalmente a esso. Quindi si determinano 
separatamente le sollecitazioni e le deformazioni provocate da ciascuno 
dei due sistemi, poichè, per quanto si è detto dianzi, gli effetti del primo 
sistema non sono influenzati dal secondo, e viceversa. 


489. Casi semplici. 


Molti casi di travi piane soggette a forze e a coppie normali al loro 
piano si studiano nel modo più semplice determinando direttamente 
prima le sollecitazioni, poi, se interessano, anche le deformazioni. Questo 
studio è immediato quando un’estremità della trave è libera. Se entrambe 
le estremità sono vincolate, in modo isostatico, si calcolano prima le 
reazioni mediante le condizioni di equilibrio. Se invece i vincoli sono 
iperstatici, si può studiare la struttura col metodo delle forze o 
con quello delle deformazioni (Cap. XX). Col primo si determinano le 
reazioni sovrabbondanti nel modo solito, cioè sostituendo i vincoli so- 
vrabbondanti con le loro reazioni incognite, e ponendo la condizione che 
la deformazione della trave sia tale da rispettare i vincoli soppressi. Ciò 
che ricsce spedito se già si conoscono le caratteristiche della deformazione 
della trave vincolata in modo isostatico. Se invece si usa il secondo me- 
todo, si può utilizzare, quando convenga, il principio di equivalenza 
(n. 492). 

Iì modo più semplice per decidere se i vincoli sono strettamente suf- 
ficienti oppure sovrabbondanti consiste, come sappiamo (n. 45), nel sop- 
primerne uno e vedere se la trave diventa o no labile. 

Esistono anche metodi specifici per determinati tipi di travi, dei quali 
ci occuperemo nei nn, 490, 493, 494. 
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Esercizio $S4. — Studiare la deformazione della manovella dell’esercizio 8°2. 

Soluzione. a) La sezione A ruota intorno a una retta parallela a BC per effetto 
della flessione di a e di c e della torsione di db. Nei tratti a e c il momento flettente 
varia come se « e c fossero allineati. Quindi la rotazione risulta (261), (151) 


P(a+ ce) | Pa-b _2P(a+ ce)  2Pab 


__ 2EJ ‘ GJ, Emi Gari° 


La sezione A ruota intorno a una retta parallela a CD per effetto della fies. 
sione di bd e della torsione di c, dell'angolo 
Pb? | Pb-c__2Pb°, 2Phe 
2ETJ' GJ, Eart® Gar” 


Ja = 


La sezione A si sposta normalmente al piano ABCD per effetto della fles- 
sione di a + c, della torsione di d, della flessione di d e della torsione di c. Quindi 
lo spostamento risulta (262) 


_ P(a +of Pa-b sa Pb n Pb O, ; 4P[(a + e) + Bb] 2Pb(a? + be) 
1=T 357 GI, “+ 3EI* GI, 3a Ga 


b) Si può anche usare il teorema di Mobr (n. 213 c) (oppure, ciò che è lo 
stesso, il metodo del n. 214 a). 

Il diasramma 1//EJ della fig. 1051 b) tiene conto della flessione dei tratti 
a ec, e la forza fittizia Pab/GI, tiene conto della torsione del tratto b. Il dia- 
gramma M/EJ della fig. 1051 c) tiene conto della flessione del tratto bd, e la forza 
fittizia Pbc/GJ, tiene conto della torsione del tratto c. 

La rotazione di A nel piano normale a BO è data dal taglio fittizio in A 
(fig. 1051 b). La rotazione di 4 o di B nel piano normale ad AB è data dal 
taglio fittizio in B (fig. 1051 c). Lo spostamento di A è dato dalla somma dei 
momenti flettenti fittizi in A e in B (fig. 1051 b, c). Si ritrovano così i risultati 
ottenuti in a). 


Esercizio SS5. — La trave orizzontale di sezione costante 
della fig. 1052 è soggetta alle forze P, verticale e P, orizzon- 
tale, agenti alle estremità di due bracci lunghi d, e d, (la P, 
è normale all’asse della trave). Determinare le reazioni in 
A e in B. 

Soluzione. Se la trave è vincolata in modo che non sia 
impedita di ruotare intorno al proprio asse (fig. 1052 a, b), 
l'equilibrio sussiste solo se i due momenti Pd, e Pd, sono 

Fig. 1052. uguali in valore assoluto. Se invece è impedita (fig. 1052 c), 

essi possono essere diversi. 

a) I vincoli sono tali da consentire la rotazione intorno all’asse e le rota- 
zioni dovute alla flessione (fig. 1052 a). Trasportate le forze a incontrare l’asse 
della trave, la P, genera le reazioni verticali A, = Pi(1— a;):l. B, = Piayl, è 
la P, genera le reazioni orizzontali A, = Psb»/l, B, = Pa(l—b):1 

La trave è soggetta a flessione sia nel piano verticale che in quello vrizzon- 
tale; a torsione soltanto nel tratto fra P, e Pa. 
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b) Le estremità sono incastrate soltanto agli effetti della flessione (fig. 1052 b). 
Le forze P, e P., trasportate come si è detto in a), generano reazioni e momenti 
d’incastro A,, B,, MU, Mi} As Boa Ma, MU: che si calcolano mediante le 
{320), (319). 

c) Le estremità sono incastrate in modo completo (fig. 1052 c). Le reazioni 
Aisore Mg, si calcolano come in d). La reazione torcente _M, in A si ottiene dall’e- 
quazione di congruenza Ul = P,d,:((—a;)— P,d, bs. 


Esercizio 886. — La trave BOD di sezione costante. disposta in un piano oriz- 
zontale (fig. 1053), è vincolata col solo incastro in D. Calcolare le sollecitazioni 
e l'abbassamento dell’estremità B provocati da un carico verticale uniforme q 
sull’intera trave. 

Soluzione. Nella sezione generica $, del tratto BC si ha M = — qar?/2. Nella 
sezione generica S, del tratto CD si ha M = — gby— qy?/2, M, = qb?;2. 

L’abbassamento di B è dovuto alla flessione del tratto BC, alla flessione e 
alla torsione del tratto CD. Indicando con B = EJ, C = GJ,/q' i moduli di ri- 
gidezza a flessione (n. 126 a) e a torsione (qui si indica con g' il fattore di torsione, 
u. 15$, per distinguerlo dal carico g), si ottiene 

qbi , qb-c qei (qb?/2)c 


pet atat da 


Se la sezione è quadrata di lato 7, e se la trave è di ferro, si ha (n. 1583 c) 


0= 0,385E - 2J 
“1,186 


= 0,65B; 
per cui risulta 
la g(364 + 8bc3 + 3et + 18,50°%c) 
sE 2E3* î 
Se la sezione è circolare di raggio r, risulta 


__ 9(364+ 868 + 34)  qbîe 


j 6E7r4 Gars* 
e € D 
b 
(B 
Fig. 1053. Fig. 1054. Fig. 1065. 


xsercizio 887. - La trave BAC di sezione costante, disposta in un piano 
orizzontale (fig. 1054), è appoggiata in B ed è incastrata in C in modo da con- 
sentire la rotazione intorno a CA. Calcolare le sollecitazioni e l'abbassamento 
di A provocati da un carico verticale uniforme q sull’intera trave. 

Soluzione. La struttura è isostatica, perchè se si sopprime l’appoggio B, essa 
ruota intorno a CA. La reazione B si ottiene annullando la somma dei momenti 
intorno a CA (n. 60 db), e risulta B = gb/2, come se la trave AB fosse appoggiata 
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in A e in B. Perciò il momento flettente nella trave AB è quello di una trave 
appoggiata agli estremi, mentre nella trave AC è quello di una mensola, soggetta 
al carico q ripartito e al carico gb/2 concentrato in A. 

Pertanto, l'abbassamento di A risulta (264), (262) fa = ge4/8EJ + (qb/2)c3/3EJ. 


Esercizio S$SS. — La trave BCD di sezione circolare costante, disposta in un 
piano orizzontale (fig. 1055), è appoggiata in B e incastrata in D in modo com. 
pleto. Determinare la reazione in B provocata da un carico verticale uniforme q 
sull'intera trave. 

Soluzione. Sostituito l'appoggio in B con la reazione incognita .X, questa è 
determinata dalla condizione che l’estremità B non si sposti verticalmente. L’ab- 
bassamento dovuto al carico q si è trovato nell’esercizio 886; l'innalzamento 
dovuto a X si ottiene da quello trovato nell’esercizio 834 ponendo a = 0. Quindi 
l'equazione che determina X risulta 


q(354 + 8bc3 + 364) | qb8e 4X(c8 + 59) si 2Xb6c 
6E ' G 3E GG 


Se la sezione fosse quadrata, in luogo di G si avrebbe G/1,186 (n. 153 c). 


Esercizio $S9. — La trave BAC di sezione costante, disposta in un piano oriz- 
zontale (fig. 1056 a), è incastrata alle due estremità ed è appoggiata nel gomito 
A. Determinare il regime statico per un carico verticale 
uniforme gq sull’intera trave. 

a) 1° soluzione. La trave AB, inflettendosi, fa tore 
cere la trave AC, facendole subire una rotazione destro» 
p A gira in A (guardando da A verso C); per cui la AB tra- 
° OA smette alla AC un momento torcente .M e riceve dalla 
COM DD AC un momento flettente (d’incastro) M (fig. 1056 Db). 
b) {gg Lo stesso dicasi per la trave AC inflessa e per la AB 
contorta, che si trasmettono altri due momenti, che sono 
uguali ai primi due, perchè le due travi sono uguali. 

Sopprimiamo l’appoggio in A, e separiamo le due travi, applicando a ciascuna 
metà della reazione A e i momenti suddetti. Le due condizioni che determinano 
A ed M sono l’annullarsi dell’abbassamento dell’estremo A ad es. della trave 
AB, e l'uguaglianza delle rotazioni destrogire in A della AB inflessa e della AC 
contorta (n. 217): 


Fig. 1056. 


qa (4/2)? , Ma? _ 0 _ 90, (4/2)a__Ma _ Ma 
8B°  3B 2B° 68° 25 B 0° 


Se si pone B/C = y (*), le due equazioni diventano 
4Aa—12M = 8qga?, 3Aa — 12M(1+7y)= 2gaì, 
() Si ha in generale (2 fattore di torsione, n. 156) 


N _e EJ _@Mm+1) qJ 
1° e 7 QI, m e Pe 
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n ERSZZZIEeEe !t1/_n.r ele leiell]"OCt Te 


la cui soluzione è 
1+t3y M=- 0, 
1+4y’ — 12(1+ 47) 


È facile ora calcolare il momento flettente in ogni sezione. 
b) 22 soluzione. Si ha una sola incognita, se si separano le due travi lascian. 
dole appoggiate e applicando i momenti incogniti M. Uguagliando ancora le 
rovazioni, si ha (n. 230 e), (314) 


A=gqa 


qa Ma _ Ma i ku 
«Rango SS egg 
Noto M, la reazione 4/2 (per una sola trave) si ottiene aggiungendo alla 
(305) la (312) nella quale si pone M = — ga?/12(1+ 47). 


e) 32 soluzione. Per il principio di equivalenza (n. 492), si applicano in A 
due coppie — I = + ga?/12 agenti nei piani verticali contenenti AB e AC, e si 
ripartisce ciascuna di esse proporzionalmente alle rigidezze 4B/a e C/a delle due 
travi. La coppia flettente che risulta si somma poi algebricamente con quella 
M d’incastro perfetto. 


Esercizio 890. — Idem, nel caso in cui le due travi abbiano lunghezze diverse 
AB=b, A0=c, e sia caricata unitormemente la sola trave AB. 
Soluzione. Procedendo come nell’esercizio 889 b), si ottiene l'equazione 


da e best 


qb Mb __ Me qb? (; e 2) 


Essendo la trave 40 scarica, essa non trasmette un momento torcente alla 
AB e non riceve da questa un momento flettente. Se invece fosse carica anche 
la 40, si otterrebbe questo secondo momento scambiando d con e. 


Esercizio $91. — La trave BAC di sezione costante, di- 
sposta in un piano orizzontale (fig. 1057 a), è incastrata in 
BeinCelibera in A, ed è soggetta a un carico verticale 
P in A. Studiare il regime statico, e l'abbassamento di A. 

Soluzione. In questo caso l'angolo di flessione della trave 4 E p a 
AB in A è sinistrogiro; quindi i quattro momenti M che DMC 
le due travi si trasmettono (fig. 1057 b) sono di verso op-  b)' LI}; 
posto a quelli della fig. 1056 b). La reazione verticale mu- A B 
tua fra le due travi uguali è pulla. Big. 1U57. 


Se la sezione è circolare, risulta 


puliti oit ta, (v = 1/m) 
Se è rettangolare, con l’altezza & minore della larghezza b, risulta (161) 
_ Ebh*112 _ B È ud pa 
g= Gona — (@ # DE: (p e il cuetticiente della (161)) 
Se invece è Ah > db, si ha 
_ EbR*/12 _ Br 
a Gib] = A LAZ \b } ° 
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L’unica incognita M è determinata dall’uguaglianza delle rotazioni in A, di 
flessione per la AB e di torsione per la AC (0 viceversa): 


(P/2)a? — Ma _ Ma & ___Pa _ B 
3E E“ @ da cui = ir (= 


Se la sezione è circolare e se m = 4, risulta (nota 1) 


M = Pa/4(14 1,25) = Pa/9. 
Se invece è quadrata, si ha M = Pa/9.94 = — Pa/10. 
A partire da A il momento flettente è dato da M,=M_—(P/2)x, mentre 
quello torcente è costante e uguale a M. 
L’abbassamento di A risulta 


i, = P/2) _ Ma? _ PaX1+ 4y) 
°° 3ET 2EJ 24EJ1+)) 


Esercizio 892. — Idem, nel caso in cui i due tratti 
abbiano lunghezze diverse bd e c (fig. 1058 a). 

Soluzione. Le due travi si trasmettono momenti 
MX; ed .M, che non sono più uguali (fig. 1058 b). Inol- 
tre il carico P si ripartisce in misura diversa P, e Ps 
sulle due travi, ed è P, < P, se b>e. 

Le tre incognite M,, M,, P, (P, è P— P.) sono 
determinate dalle tre condizioni che in A siano uguali 
gli abbassamenti, e siano uguali l'angolo di flessione 
della 4B e quello di torsione della AC, l’angolo di 
flessione delia AC e quello di torsione della AB. Le tre equazioni risultano 


Pb Mb P,® Me 


3B 7 2B 7 3B7 3938 
P.b_Mb_Me Py? Mc Mb 


2B B OC? 28 BU CC 


Risolvendo questo sistema si ottiene 


M Pi; 84s(1 — 34/4 + yb/c) — 67,1,02/62 
1 16(1 — 37/4 + ye) b)1—3,/4+ yb e) — Guzts 
M-b 84,(1 — 34,/4 + yc/b) — 67,usb?/e2 


16(1— 37,/4+ ye; DJs — 372/44 yb/c) — 9u,us 
P, = PA, — (3/2XMh/b — Mp}y/e), 


dove 
_ B 2 63 L= (ca __ be _ he? 
regi B+d° Te Ta la=bre' 
Se è = c, si ritrova il risultato dell’esercizio s91 
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Esercizio $93. —- Calcolare le reazioni mutue delle travi dell’esercizio 892, 
essendo la sezione quadrata e bd = 2c. 

Soluzione. Se si assume m = 4, per la sezione quadrata si ha (nota 1) y = 
= 1,482= = 1,5. Inoltre risulta 7, = 8/9, 4, = 1/9, wu, = 4/9, Usa = 2/9. 

Quindi, sostituendo nelle espressioni di M,, M;, Pa, si ottiene 


26 
— 603 


__ 512 


N, Pb = 0,043PB, M,= Lai Po = 0,106Pe, P2=%33P =0,85P. 


Esercizio $94. — La trave dell’esercizio 891 è soggetta a un carico uniforme 
q su entrambi i tratti. 

Soluzione. La reazione verticale mutua è nulla. Il momento 2 della fig. 1057 b) 
è determinato dall’uguaglianza delle rotazioni di flessione e di torsione in A: 


Ma ; - -B 
doo È da cui M= a+ (= D) 


Se la sezione è circolare, risulta (m = 10/3) (nota 1) 


He gg 


Se è quadrata 


U=—- 


Se è rettangolare con f = 20, M = ga?/28,7. 


Esercizio 895. — Idem, col carico uniforme g sul solo tratto AB (fig. 1057). 

Soluzione. Siano A la reazione mutua in A (verso l’alto per la trave AB e 
verso il basso per la AC) ed M,, M, i due momenti mutui (fig. 1057 b). Le con- 
dizioni che determinano 4, M,, M, sono le solite, e le equazioni risultano 


qa Aa Ma? Aa? — Ma? 
8B 3B 2B — 3B 3B:* 


ga Aa Ma Ma 4a Ma Ma 
68 23B_ BU CC’ 2B° B 0° 


Risolvendo il sistema, si ottiene (y = B/C) 


95+ 8y)— 21 


7(5+ 8y) — 27 _ 
12(5 + 87)" — 108 


— 12(5+ 87)? — 108 


M, qa? , MU, qa, 


Ad es., se la sezione è quadrata e se m = 10/3, risulta (f = 1,5) 


23 33 11 
i E ri = EE da 
Mi= ga» Hi=gol» 4-55 
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Esercizio 896. — La struttura della fig. 1059 è costituita 
da quattro travi orizzontali di uguale lunghezza 1 e di se- 
zione quadrata, solidali tra loro e con quattro piedritti 
della stessa lunghezza e della stessa sezione. Determinare i 
momenti mutui fra le varie parti, provocati da un carico 
uniforme gq sulle quattro travi. 

Soluzione. a) Ciascun piedritto reagisce con un momento 
incognito M agente nel piano verticale diagonale. La som- 
mità di un piedritto non si sposta; quindi la sua rotazione 
Fig. 1059. è (314), (n. 98 d) 


Il momento M si ripartisce in due momenti MN 2 agenti nei piani verti- 
cali delle due travi adiacenti, e che costituiscono il loro momento d’incastro. 
Le due rotazioni delle estremità adiacenti delle due travi devono avere come ri- 
sultante nel piano diagonale la stessa a del piedritto; per cui ciascuna di esse vale 
a// 2, e si ha (275), (269) 


Pertanto, l'equazione determinatrice di M risulta 


M_vV29 MI EP cali 
1RÎ  d%ET EI’ da cui M= 


Il momento d’incastro delle travi è M/ 2 = g?/18. 
Il momento alla base dei piedritti è (313) — M/2 = — y 2g?/36. 
La torsione è nulla sia nelle travi che nei piedritti. 

b) Si può invece usare il principio di equivalenza (n. 492). 


Esercizio 897. — Idem, nel caso che il telaio ABC D non sia solidale coi quat- 
tro piedritti, ma soltanto appoggiato su di essi. 

Soluzione. In questo caso i piedritti non reagiscono con alcun momento. 
Quindi ciascuna trave s’inflette come una trave liberamente appoggiata. E ruota 
anche intorno al proprio asse dell'angolo gl/24EJ imposto dalla flessione delle 
due travi adiacenti, ma liberamente, cioè senza torsione (2). 


() Ognuna delle quattro sezioni d’angolo, secondo i piani diagonali AC o BD, ruota intorno 
alla retta baricentrica normale alla sezione stessa, in senso tale che la parte superiore della se- 
zione si sposta verso l’interno della struttura e l’inferiore verso l'esterno. Ciò che provoca degli 
accorciamenti nelle fibre superiori e degli allungamenti nelle fibre inferiori delle due travi conti- 
gue, analogamente a ciò che avviene nelle travi ad anello del n. 494. Si potrebbe quindi pensare 
che si avessero conseguentemente delle c supplementari di compressione e di trazione, come neì 
caso del n. 494. Invece queste tensioni sono nulle, perchè gli accorciamenti e gli allungamenti 
suddetti sono quelli stessi che corrispondono alla fiessione cui sono appunto soggette le travi. 
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Esercizio 898. -- La trave ad asse cir- 
colare della fig. 1060 a). disposta in un 
piano orizzontale, dell'apertura di 90° e 
di sezione costante, incastrata in B e 
libera in A, è soggetta in A alla forza 
verticale P (rivolta in alto) e alle coppie 
M,, Mi; Determinare il momento flet- 
tente M, e il momento torcente M, in 
una sezione generica $. 

Soluzione. Sia w l’angolo che definisce 
la sezione generica $. 

Consideriamo M, positivo se tende le 
fibre situate al disotto del piano della 
figura, ed .M, positivo se viene trasmesso Fig. 1060. 
da AS a SB in senso destrogiro guar- 
dando la S da A verso B. Le distanze della forza P dal piano di S e dalla tan- 
gente in S sono 7 sen © ed 7(1— cos w). I momenti M, ed M, dovuti alle coppie 
M,, ed M,, sono dati dalle componenti di queste nel piano verticale normale 
a S e nel piano di S. Quindi si ottiene 


( M,= Prsenm+ My, cos W + Mi, sen ©) 


740 
CALI l M.,=— Pi(1— cos w)—M, senw+ IM, 6080. 


Esercizio 899. - Determinare lo spostamento e le rotazioni dell’estremità 
A soggetta alla forza P rivolta in alto (fig. 1060 b). 

Soluzione. Applichiamo il teorema di Castigliano nella forma semplificata 
(n. 840 c) (ossia il teorema dei lavori virtuali, n. 340 d). I momenti effettivi si 
ottengono annullando My, ed Mi, nelle (740); i momenti fittizi si ottengono 
ponendo P= 1, o MN, =, 0 M, = l nelle (740). Quindi, per la (500;), risulta 
(ds = rd) 


x/2 n/2 
î 1; 
(741) îa= 5/ Prsen @-rsen rd + to] | Pr(1 — cos W) -r(1— cos w)- rd = 
0 ò _a PR, Ba-8 PR 
4 B'' 4 (0) 
1/2 n/2 
: 1° 
(742) @3= + | Pi sen © - c0s w - 1d@ + G |[Pr(1— cos w)- sen w -rdo= 
0 0 cd PE; L_L 
3 Ba @ 
n/2 1/2 
(743) 0.= 5 | Pr sen @ - sen @ - rd — 5 | Pr(1— cos @)-cos o -rdo= 
0) 0 mw, Pr da_g Pre 


c@ BÙ @ Cc 


Lo spostamento È, e le rotazioni 9,. 9, sono positivi negli stessi versi assunti 
positivi per P, M,, M, (es. 898). Risulta 0, 20secundo che y = B/057:(4-2)= 
= 3,06 (nota l). 


494 CAPITOLO VENTUNESIMO 


Esercizio 900. — Determinare lo spostamento e le rotazioni dell’estremità 
A soggetta alla coppia M,, (fig. 1060 c). 
Soluzione. Si procede come nell’esercizio 899: 


/2 1/2 
1 1 
(744) $a= 5/% cos @ +7 sen @*rdw + 3) M, Sen @-7(1— cos m)-rdm= 
0 0 1 Mur 1, Mr 
= . e . PE 
2 B_|' 2 c 
aef2 n/2 


(745) @y= 3 | M,,008@ - cos @ - rdw + 3| MU,,5en © - sen © - rd = 


0 0 x. Ms n My 
4  B 4 0 
n/2 n/2 
È 1: 
(746) 0,= 3] M,_ 08 © * Sen @ - rdo—G] MU, Sen @ * cos @ -rdo= 
0 0 1 Mr 1 Mr 


La rotazione 0, è generalmente negativa, perchè nella maggior parte dei casi 
è C< B (nota 1). Se invece è C > 5, risulta 02 > 0. 


Esercizio 901. — Determinare lo spostamento e le rotazioni dell’estremità 
A soggetta alla coppia M, (fig. 1060 d). 
Soluzione. Si procede come nell’esercizio 899: 


3/2 A 7/2 
(747) Ca= 4/ M, Sn -*rseno* rdo— | M,,008 0 *7(1— cos W)-rdo= 
"i ° e sa Lg 
4 B 4 Cc 
1/2 7/2 


(748) ®a= Ri EJ MU, Sen © + cos rdo—+ 
Ò ò 1 Mr 1 My 


2 2/2 
i, 
(749) 0,= F/ Msn w «seno 7rd0+ | M;,008 @ * cos W * rd = 
Ù 0 a Ur a My 
_ 4 B 4 0° 


La rotazione g, è generalmente negativa, perchè nella maggior parte dei 
casi è C< B (nota 1). Se invece è C> 5, risulta g3> 0. Inoltre risulta Z,20 
secondo che y = B/C £ 3,66 (Maxwell, es. 899). 

Se si confrontano la (742) e la (744), la (743) e la (747), la (746) e la (748), 
si riconusce che il teorema di Maxwell (n. 335) è soddisfatto. 
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Esercizio 902. — La trave ad asse circolare dell’esercizio ‘898 
è soggetta a un carico verticale uniforme q rivolto in basso 
(fig. 1061). Determinare i momenti M, ed -M, in una sezione 
generica S. at ah 
Soluzione. Consideriamo un carico elementare gds = qrde 
che preceda la sezione S presa in esame. Esso provoca in $ DL di 


ì momenti elementari Fig. 1061. 
dM,=—qrde-rsen(m— e), dM,=grde-r[1—cos(@— e)]. 


Quindi i momenti complessivi in S risultano 


(0) 
M, = tà sen (© — e)de = — gr? (1— cos ©) 
o 
(1) 


My= Î qr?[1— cos (®@— e)]de = gr?(w — sen w). 
È 


Nella sezione B d’incastro si hanno i valori massimi 


M,=—-qr}, ma=ttg, 


Questi ultimi valori si potevano ottenere direttamente, essendo q7r/2 il carico 
totale e (17) 2r/7, r— 2r/m le distanze della sua risultante dal piano della sezione 
B e dalla tangente in B. 


Esercizio 903. - Idem. Determinare lo spostamento e le rotazioni dell’estre- 
mità A. 

Soluzione. Procediamo come negli esercizi 899-901, utilizzando le solleci- 
tazioni reali (750) e le stesse sollecitazioni fittizie usate negli esercizi suddetti 
(con P= 1 ed M, = 1 di verso cambiato, per ottenere Ea ® Pa espressi da 
numeri positivi): 


1/2 7/2 


17 1; 
(751) £= E! qgr°(1—cos @)-rsen@w-rdw0+< | qre(m—sen m)-7(1—c080)-rdo = 


U) 0 1 gi a1-4n5+4 qr 
"3 R° 8 "0 
/2 2/2 
(752) ®a= i | qr?(1— cos @) - cos w - rd@ + Si { ar*?(@— sen ©) - sen @ - rdm = 
0 0 ia q ia 
i BE" £& @ 
1/2 x/2 
(753) %=—% | qr?(1— cos w) - sen @ - rdw + È | qr?(@— sen w) - cos w rd = 
0 0 _ 1g a_-3 q 
vo Part vi » 


L’angolo 0, è positivo soltanto se y> l:i(7—3) = 7,06. 
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Esercizio 904. — La stessa trave, caricata uniformemente, è incastrata in 
B e appoggiata in A. Determinare la reazione dell’appoggio A. 

Soluzione. Basta annullare l'abbassamento È, complessivo, provocato dal ca- 
rico q e dalla reazione A incognita (751), (741): 


1 ij snti gi n An_3n_8 AN_L, 
2 B 8 0 4 B 4 o? 
da cui 
44+ (a2— 47+ 4)y i tc) 
a 274 2(37— 8)Y i (= Cc 


Ad es., se la sezione è circolare e se m = 4, risulta 
A= 0,6989r = 0,44497r/2 = 0,4449. 


Le sollecitazioni M, ed M, in una sezione qualunque si ottengono sovrappo- 
nendo le (750) e le (740) calcolate per P= A. 


Esercizio 905. - Idem, incastrata in A e in B in modo completo. 

Soluzione. Dette X, Y, Z le tre componenti A, Mg, » Mi, (fig. 1060 a) della 
reazione dell’incastro A, esse sono determinate dalle condizioni di annullare lo 
spostamento È, e le rotazioni gp, e 0, provocati dal carico g. Se si pone per 
brevità B/C = y, utilizzando le (741)-(749) e le (751)-(753) si ottengono le tre 
equazioni (nel caso generale; invece nel nostro caso si hanno due equazioni con 
due incognite, perchè X è nota e vale qg7r/4) 


1 4r+4+4 37 4-7 \ 
(G+S —(E+ Te ey) 0+mr-(t- i ni) die. 
4-37 1 1 
7 (14 y)gr —3(1+pIr -—P0+pY-301-nZ =0 

1 a_-3 4-3 X 1 7 
ae re —(f- 1) reg —70+nZ sta 


Ottenuti i valori di X, Y, Z, si possono calcolare M, ed M, in una sezione 
qualunque sovrapponendo le (750) e le (740). 


490. I portali soggetti a forze e a coppie normali al loro piano. 


Spesso un portale è soggetto all’azione di forze e di coppie agenti 
normalmente al suo piano, che possono provenire sia dal vento o da 
spinte idrostatiche agenti frontalmente, sia da mensole o da altre mem- 
brature collegate col portale, sia da cinghie di trasmissione, ecc. Rien- 
trano fra questi portali anche le travi da balcone costituite da due tratti 
uscenti dal muro e normali a questo e da un tratto parallelo al muro. 

La determinazione delle incognite sovrabbondanti non presenta 
difficoltà, dopo quanto si è detto negli esercizi 891-895. Tuttavia può 
essere preferibile un metodo generale che fornisca le espressioni di tali 
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incognite per una condizione qualsiasi di carico. Per evitare svilupp 
troppo lunghi, ci limitiamo a studiare il portale semplice simmetrico (*). 

a) Le condizioni di congruenza. Consideriamo un portale semplice simme- 
trico, comunque caricato sia sulla trave che sui piedritti da forze e da coppie 
agenti normalmente al suo piano. I piedritti siano vincolati al suolo con incastri 
(che possono anche essere delle cerniere cilindriche 


con l’asse normale al piano del portale, n. 488 c). Ma. M. 
Pensiamo di svincolare la trave dai piedritti e +3, nf 
di applicare alle estremità della trave e ‘alle som- ‘-l “n 


mità dei piedritti le reazioni mutue equivalenti ai 
vincoli soppressi. Tali reazioni (fig. 1062) sono in 
generale due forze H,, H, normali al piano del por- 
tale, due coppie M,, MI, in un piano orizzontale 
(flettenti per la trave e torcenti per i piedritti) 
e due coppie IT,, 9, in piani normali all’asse 
della trave (torcenti per la trave e flettenti per i piedritti). Assumiamo come inco- 
gnite sovrabbondanti M,, M;, NM. 

Siano B, la rigidezza a flessione della trave (nel piano normale a quello del 
portale) e C, la rigidezza a torsione; B, e C, le analoghe rigidezze dei piedritti. 

Indichiamo con 0’ l’angolo di torsione della sezione A svincolata della trave, 
rispetto alla sezione B, a meno del fattore 7/C,, per effetto soltanto delle even- 
tuali coppie torcenti esterne agenti sulla trave (positivo se destrogiro guardando 
da A verso B); con g;. ®; gli angoli di flessione delle sommità svincolate dei pie- 
dritti, a meno del fattore 4/B,, per effetto delle sole forze esterne agenti sui pie- 
dritti (positivi se sinistrogiri guardando da A verso B); con ò;, d; gli spostamenti 
delle sommità svincolate dei piedritti, a meno del fattore 42/2B,, per effetto delle 
sole forze esterne suddette (positivi se in dentro rispetto al piano della fig. 1062); 
con 0; 0; gli angoli di torsione delle sommità svincolate dei piedritti, a meno dei 
fattore A/C,, per effetto delle eventuali coppie torcenti esterne agenti sui pie- 
dritti (positivi se destrogiri guardando dall’alto). Le quantità 0, pi. pi. d:. di, 
8a, 9 hanno le dimensioni di un momento, e la loro determinazione non pre- 
senta difficoltà (es. 906-909). 

Gli angoli effettivi di torsione delle sommità dei piedritti sono 


Ha >» 


Fig. 1062. 


h h 
(a) 0a= 7 (Ma+ 0), da=7(-MU+0). 
C, Cg 
La trave 45 s’inflette in un piano orizzontale, e gli angoli di cui ruotano le 
sezioni estreme sono espressi da (336), (n. 235 c) 


1 na 
(a= gp OLI) + (h-I++ (0-0) 
©) 
l > = 
| B= ep, IMa— Ma) + 5-11 (dd), 


(*) Per il portale non simmetrico e per il portale multiplo sì veda O. BELLUZZI: Sul calcoro 
dei telai soggetti a forze e a coppie spaziali, « Ann. d. Lav. Pubbl. », 1928, n. 3; Formule per it cal- 
colo dei portali incastrati, pagg. 26-37 e 349-367, Bologna, Zanichelli, 1930. 


O. BELLUZZI - Scienza delie costruzioni — II 32 
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dove Mi. M, sono i momenti d’incastro della trave, se fosse perfettamente inca- 
strata, relativi alle forze e alle coppie esterne agenti nel suo piano orizzontale; 
€ Òa;: Ò, sono gli spostamenti effettivi delle sommità dei piedritti. 

Per la solidarietà della trave coi piedritti, si deve avere 


— 0,=0a, 0o=f; 


per cui, tenendo conto delle (a), (d), si ottengono le due equazioni 


l > a 1 s 
(TCM-0)= gp UL )+ db-L+ + da) 
n h L 1 
TE Mo + 0%) = 7g (Mo — Ma) + AM — Ha] — 7 (0 — da)» 


I due piedritti s’inflettono nei piani verticali normali a quello del portale, e 
le loro sommità ruotano di angoli 


hlso . Hd h Hh, , 
(d) Pa gt +7). = (+ di gi). 


La sezione A della trave, rispetto alla sezione B, subisce un angolo di tor- 
sione 


(e) 6=29,+0). 
(CE 
Per la solidarietà della trave coi piedritti, si deve avere 
— da=0—-, ossia 0=%— Pa; 
per cui, tenendo conto delle (d), (e), si ottiene la terza equazione 
; bo h ” h n , 
(7) Vani (DIC, sN 0) cn [ (N, + DT) a (Ha a H,) Di — Pa Ps)] . 
Ci B5 9 


bd) Le espressioni delle reazioni sovrabbondanti. Le reazioni Hg, HU, sono le- 
gate a My, M, dalle relazioni (230) 
M,—-M,, Ta 


Fota: 


(9) Ma=dra 5, mha 


dove si è posto N, = 2'Pb, N, = Z'Pa, essendo P le forze agenti sulla trave, 
in dentro rispetto al piano della fig. 1062, e a, è le loro distanze da A e £. 
Inoltre si ha 


Re CA. E __R 2Hh 4 
(A) Òa = 2B, (ac, i)» ò= 3g, (- Wta +d;). 


Infine, se IT è la somma algebrica delle eventuali coppie torcenti esterne 
agenti sulla trave (positive se destrogire guardando da A verso £), si ha 


(i) M=M+M. 


Quindi, mediante le relazioni (9), (A), (i), si possono eliminare dalle tre equa- 
zioni (c), (f) le quantità H,, Hi, da: »: N; per cui in esse rimangono le Ure rea- 
zioni sovrabbondanti M,, M;, Mo 
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Risolvendo le suddette equazioni, e ponendo per brevità 


ci Co _ Ch _ Bi 
(1) (te, Ba = 4» up Fa ao * 
(D = (74 6)v+ 2) + 4eu(2v+ 1), 


sì ottengono le espressioni generali delle tre incognite (4) 


M.}_ 34(IL+ I)— 60-60) 1 


PA in SOT) + 5p [20 + 2 — Ia) — 2e(2v + 1(O, — Wa) + 
(154) + 6ur(M — 207) — 12u(9g — Pi) + Bu(v + 2U(da — ds) — 6(v + 2X(02 + 05)1 
OT = 31 (26A(I7, — IZ.) + e(2.+ 9OL—Ma) — A2eu+7Z+ 6)M—2(8ey + + 00— 


— 2Seu+4+ 6)(91 — Pi) + 12eu(d — di) — 12e(95 + 00). 


In queste espressioni le caratteristiche del portale figurano mediante i simboli 
E, À, ti v, D; le forze e le coppie agenti sulla trave figurano mediante M,, My 
N, Da, 0’, NT; e quelle agenti sui piedritti figurano mediante @/. gs. da» ds» a. 8. 
Ottenute le tre incognite, si calcolano poi Mz, H,, H, mediante le (i), (9). 
È facile tener conto anche di eventuali cedimenti dei vincoli: i cedimenti 
normali al piano del portale si fanno figurare mediante d;. dj; i cedimenti ango- 
lari nei piani verticali normali a quello del portale mediante gg. di: Pi. di: e i 
cedimenti angolari intorno agli assi dei piedritti mediante 0{. 0}: ciò che si ot- 
tiene dividendo i cedimenti suddetti per 4°/2B,, o per 4/B,, 0 per 4/C,. I cedi- 
menti lineari e angolari nel piano del portale non influiscono sugli effetti che 
stiamo cercando (n. 488). 
c) I portali e i telai nello spazio si possono anche studiare senza equazioni, 
utilizzando il principio di equivalenza (n. 492), la cui applicazione riesce semplice 
nel caso in cui i nodi non possono spostarsi (es. 912). 


Esercizio 906. — Portale soggetto a una forza P normale al suo piano, in 
un punto della trave distante a da A. 


Soluzione. Si ha (n. 237 c) 


i 2 i 
m=-P0, n--P0, a,-Pa, %=Pb, 


mentre le altre quantità gp’, d’, 0”, IT sono nulle. 
Posto per brevità a/l = a, dalle (754) si ottiene 


Mal_ - ha(1 — a) _ Av+ 2)a(1 — a) — 2eu(2v + 1) o 
tte A+2) 2D ail a 
(755) | m=Mae-e ile cia i+ 61 2a) PI 


\ H,=P(1—0)—(M,— M,):t, H,=Pa+(M,—M;):l 


4) Le espressioni particolari per le principali condizioni di carico si trovauo uci luoghi citatt 
nel. nula sd. V. auch gli vourcizi Y0U-UU9. 
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Esercizio 907. — Portale con una mensola orizzontale che 
sporge dalla trave normalmente a questa (fig. 1063), sulla 
quale agisce un carico P verticale. 

Soluzione. Si trasporta P nel piano della trave e si aggiunge 
la coppia SM = Pd (gli effetti di P trasportato si studiano 
come nel Cap. XX). Si ha 0/= 2/1, mentre le altre quantità 


Fig. 1063. sono nulle. Posto per brevità a/l = a, dalle (754) si ottiene 
M,=—M=—3ur(1— 2a)M:D 
(756) NM, =—[2eu+4+ 6+ r(8eu+7+ Lars 
M, = Mat I, H,j,= — Hy = 6ur(1— 2a)(M/1): 


Esercizio 908. — Un balcone è sopportato da due travi di cemento armato 
uscenti dal muro, lunghe è = 1,80 m, e da una trave parallela al muro, solidale 
con le prime, lunga 1 = 4,00 m. La sezione delle travi è quadrata. Il carico è 
uniforme sulle tre travi e vale g = 800 kg/m. 

Soluzione. Si ha M,= M,= — ql?/12, IX, = ay = gql?/2. Le altre quantità 
non nulle sono i; = @j = 94°/6, di = di = 9h°/4; però esse scompaiono dalle 
(754) perchè le loro differenze sono nulle (5). 

Sostituendo nelle (754), si ottiene 


2 
us moli, toet=0 Eohet. 


Nel] nostro caso si ha B,= B,=B, 0;= 0,= 0, y= B/C= 1,1- 7,114/6= 
= 1,306 (nota 1, 1/m=0,1), 7 = 4,00/1,80 - 1,306 = 1,70. Quindi risulta 


H, = Mi, = ——L70_.800- 4,00 


170 +2 iù e Aa 


che è il momento d’incastro della trave lunga e il momento torcente di quelle 
corte. Inoltre si ha H, = H, = 800 - 4,00/2 = 1600 kg. 
Il momento d’incastro (flettente) delle travi corte nel muro vale 


Ia, = — 1600 - 1,80 — 800 - 1,802/2 = — 4176 kgm. 
Esercizio 909. - Lo stesso balcone dell’esercizio 908 E Le 
è soggetto a un carico P = 1000 kg in un angolo. P 
Soluzione. Se P agisce nell'angolo A (fig. 1064), A; 
basta porre a = 0/1 = 0 nelle (755), che diventano A 
Fig. 1064. 
2 1 + 2 + 
(755) Ma=—M,= eu La Ph, ceme—stt'a, H, = 2eu °° CRA 


2D D 


(*) È evidente che le forze e le coppie fiettenti agenti sui piedritti non hanno influenza sulle 
tre incognite quando sono uguali sui due piedritti. 
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Nel nostro caso si ha e = 0,45, 7 = 1,70, u= 0,344, v = 2,90, D= 41,94. 
Quindi si ottiene 


M,=— 1,=0,45-0,344%"%29+11090-400= 100 kgm 
41,94 
1,70 + 6 - 
NM. = 9 = — bra . = — 
Ca= MG 0,45 5 11-94 1000 - 4,00 165 » 
— nas, 2°2,90+1 ara 
Hy = 2-0,45 + 0,344 — 7 gg 1000 =  50kg. 


Il piedritto che fa capo in A sopporta quindi HA, = P — H, = 950 kg, ossia quasi 
tutto il carico P, com'era facile prevedere. 
Il momento all’incastro di questo piedritto risulta 


|M] = My + Zyh = — 165 + 950 - 1,80= 1545 kgm., 
1 


491. Gli alberi a gomito. 


Gli alberi a gomito delle macchine a stantuffo (fig. 1065 a) presen- 
tano numerosi problemi, quasi tutti riguardanti le sollecitazioni e le de- 
formazioni nello spazio. Studieremo da prima il caso di una forza P agente 
ne' punto di mezzo O (fig. 1065 b), contenuta nel piano normale ad ef 
e di direzione qualsiasi. Decomponendo la P nelle componenti P, nel 


Fig. 1065. Fig. 1066. 


piano AdefgB e P, normale a questo piano, si hanno un problema piano 
e un problema spaziale; quindi sovrapponendo gli effetti si ottengono 
quelli della forza P. Inoltre studieremo (es. 910, 911) alcuni casi di cop- 
pie applicate alle estremità dell’albero. Combinando poi opportunamente 
i vari risultati, si possono studiare problemi più complessi. Nel Cap. XX.XV 
esamineremo anche gli effetti delle forze centrifughe e d’inerzia. 

a) Supponiamo che l’albero sia semplicemente appoggiato nei punti 
A e B (fig. 1066 a). Agisca da prima in 0 una forza P, nel piano AdefgB 
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e normale ad ef (caso piano). Nei tre tratti Ad, ef, gB il momento flet- 
tente è lo stesso come se fossero allineati; quindi il diagramma M è un 
triangolo (fig. 1066 b) di ordinata massima P,(2a + e) (4. I due tratti 
de, fg sono soggetti a momento flettente costante P,a/2. 

Per studiare la deformazione (°), pensiamo la trave 45 caricata col 
diagramma di ordinate M/B (B = EJ è la rigidezza a flessione della 
sezione dei tratti Ad, ef, gB), al quale aggiungiamo (come nell’es. 384 b) 
due forze fittizie concentrate P,4r/2B; (fig. 1066 b) (B, = EJ, è la ri 
gidezza a flessione nel piano AdefgB della sezione dei tratti de, fg), che 
tengono conto della flessione dei tratti de ed fg. 

La rotazione delle sezioni A e B intorno alle normali al piano AdejgB 
per A e per B è data (n. 212) dalla reazione fittizia: 


(a) nude enel a 


Lo spostamento del punto 0 è dato dal momento flettente fittizio 


in 0: 
_Pl2a + of 


(5) d6= M* == Î Par 


48B * 2B,° 


La deformata è indicata nella fig. 1066 c). 

b) Agisca ora in 0 una forza P, normale al piano AdefgB (fig. 1087 a) 
(caso spaziale). Nei tratti Ad, ef, gB il diag.:.mma M è un triangolo come 
nel caso precedente, con P, al posto 
di P,. Inoltre nei tratti 44, gB si ha 
anche un momento torcente costante 
P,r/2. Nei tratti de, fg il diagramma 
M è un triangolo di ordinata massima 
P,7/2: e si ha anche un momento 
torcente costante P,a4/2. 

Studiamo la deformazione, tenen- 
do conto prima della flessione dei 
tratti Ad, ef, gB e della torsione 
dei tratti de, fg (mediante l’aggiunta 
di due forze fittizie concentrate P,ar/2C, al diagramma della fig. 1067 b); 
poi della flessione dei tratti de, fg e della torsione dei tratti Ad, gB (me- 
diante l’aggiunta di una forza fittizia concentrata P,ra/2C al diagramma 
della fig. 1067 c). 


(*) Consideriamo i vari tratti come delle travi. cssia riteniamo che le dimensioni delle sezio- 
ni siano abbastanza piccole rispetto alle lunghezze dei tratti. 

Uno studio più esatto si trova nella memoria di S. TIMOSHENKO: Z’'orsion of crankshajts, 
«Trans. Amer. Soc. Mech. Eng. », 1923. 
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La rotazione delle sezioni A e B intorno a rette parallele a de risulta 
P,(2a + 0f , Par 
168 TUBO, 
La prima parte dello spostamento di O vale (fig. 1067 b) 
Pa(2a + 6, Pr 
48B t 20, ° 


(e) a=A*= 


(4) o = M* = 


Per ottenere la seconda parte dello spostamento di 0, pensiamo 
(n. 213 c) la mensola de incastrata in e anzichè in d (fig. 1067 c), e cari- 
cata col diagramma M/B;(B{ = EJ; rigidezza a flessione nel piano ver- 
ticale per de della sezione dei tratti de, fg) e con la forza fittizia con- 
centrata P,ra/2C. Lo spostamento dò” di 0 è dato da 


P,7° P,7°a 
de — È SM 
(e) Ò d="UuE 50 * 


Quindi lo spostamento totale di O risulta 


- ia __ Pal2a + ef} P.,ar  P,,8, Pra 
d bed =" dg Vaart ag 


e) Nel caso degli alberi a gomiti multipli (anche in piani diversi), e con 
supporti intermedi, il problema è molto più complesso. L’albero si comporta 
come una trave continua, e si può ottenere un’equazione del tipo di quella dei 
tre momenti introducendo nella (a) del n. 245 le espressioni degli angoli di rota- 
zione alle estremità delle varie campate, come le (a). (c) relative a P,, P, e quelle 
relative ai momenti di estremità (7). Tuttavia i risultati che in tal modo si otten- 
gono risentono delle numerose incertezze sul comportamento dei vincoli, data 
la grande rigidezza delle campate (corte e grosse) che esalta l'influenza dei cedi- 
menti (n. 230 d, es. 240). Perciò lo studio teorico del problema deve svolgersi 
parallelamente allo studio sperimentale. 


Esercizio 910. — L'albero della fig. 1068 a) è sog- ci Ma Mo 25 
getto alle estremità A e B a due coppie M,; M; agenti =0d n IE 
nel piano AdefgB (momenti d’incastro). Determinare Af È 7A B 
gli angoli di cui ruotano le sezioni estreme. £ My7B, 


Soluzione. Nei tratti Ad, ef, gB il momento flettente 
varia linearmente; quindi il diagramma delle curvature 
M/B è un trapezio (fig. 1068 b). Per tener conto della 
flessione dei tratti de, fg, soggetti a momento flettente 
costante M;. M,, aggiungiamo al diagramma delle curvature due forze fittizie 
Mayr/B,. Myr/B,. 


Fig. 1068. 


©) Maggiori particolari sugli alberi a gomito multipli si trovano nella memoria di S. Trmo- 
SHENKO: The bending and torsion of multi-throw crankshafis on many supports, « Trans. Amer. 
Soc. Mech. Eng. », 1923, pag. 449: nonchè nei $$ 51-53 del volume di S. TIMosHENKO-J. M. LESs- 
sSELLS: Applied elasticity, New York, McGraw-Hill, 1923, o nella traduzione tedesca: Festig- 
keitslehre, Berlino, Springer, 1928. 


504 CAPITOLO VENTUNESIMO 


Pertanto, la rotazione a in A risulta (n. 212), (303) 


— ar 204° (031,+ )+ 


Ma c+a My a 
2a + e B, 2a+ce° 


Per f in Bsi ha un’espressione analoga. Se M, ed M, sono negativi, risultano tali 
anche a e ft. 


P a dl Esercizio 911. — Alle due estremità dell’albero della 

7. fig. 1069 agiscono due coppie torcenti M, uguali e con- 

Mi È trarie. Determinare l’angolo © di torsione di un’estre- 
Fig. 1069. mità rispetto all’altra. 


Soluzione. L'angolo cercato è dovuto alla torsione dei tratti Ad, ef, 9gB, e alla 
flessione dei tratti de, fg che sono soggetti a momento flettente costante e uguale 
a M,. Perciò si ottiene (B{ definita come nel n. 491 b) (*) 

a+ c) Mir 


- Uil2a +0) 
0=-"g +7 


492. Il principio di equivalenza nello spazio. 


a) Anche nello spazio vale un principio di equivalenza analogo a 
quello esposto nel n. 461, che può servire per semplificare lo studio di 
molti problemi. 

Consideriamo un nodo nel quale concorrono più travi complanari, 
soggette a forze e a coppie qualsiansi, cioè agenti in qualunque dire- 
zione e in qualunque piano; oppure, in generale, concorrono più travi 
non complanari, pure soggette a forze e a coppie qualsiansi. Pensiamo 
bloccato il nodo con vincoli che gli impediscano qualunque movimento 
(in generale, le tre rotazioni e i tre spostamenti). Ogni trave è allora 
perfettamente incastrata in corrispondenza del nodo (in modo completo), e 
perciò sono note le sue varie reazioni. I vincoli supposti nel nodo reagiscono 
con tre coppie in tre piani normali, che sono le somme algebriche 2° M 
dei momenti d’incastro perfetto (flettenti e torcenti) in ciascuno dei tre 
piani; e con tre forze in tre direzioni normali, che sono le somme alge- 
briche ZA delle reazioni d’incastro perfetto. Per rendere di nuovo libero 
il nodo, si devono sopprimere i vincoli aggiunti, ossia tali reazioni; oppure 
queste si possono lasciare (e in tal modo le travi si comportano ancora 
come fossero perfettamente incastrate) e aggiungerne altre uguali e coi 
versi cambiati, cioò — ZI e — ZA. Queste provocano allora le stesse 
rotazioni e gli stessi spostamenti del nodo che si avevano nel caso reale. 


(3) La torsione del tratto ef e la flessione dei tratti de, fg provocano inoltre una rotazione Arlle 

sezioni 4 e B intorno a rette parallele a de, di angoli (v. a pag. 182 del volume citato Lella uuta 7) 
My (cr Ai rs 

Y° 24+ na Bi)° 
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Si conclude pertanto che le rotazioni e gli spostamenti del nodo prodotti 
dai carichi sono gli stessi che si ottengono applicando al nodo della struttura 
scarica le tre coppie — ZM e le tre jorze — ZA. 

b) Se il nodo non può spostarsi, è facile ottenere ad es. le tre rotazioni 
del nodo dividendo (665) ciascuna delle tre coppie — Z.M per la somma 
di opportune rigidezze (a flessione e a torsione) delle travi concorrenti 
nel nodo. 

Nella stessa ipotesi, i vari momenti (flettenti e torcenti) nelle estre- 
mità concorrenti delle travi si ottengono (666) ripartendo ciascuna delle 
tre coppie — ZM proporzionalmente alle rigidezze. 
I valori trovati si sommano poi algebricamente ai 
momenti M d’incastro perfetto. 

c) Nel caso generale di una struttura con 
più nodi, si opera la sostituzione suddetta in tutti 
i nodi, ottenendo così la struttura con le travi 
scariche e soggetta a coppie e a forze soltanto 
nei nodi. 


Esercizio 912. — La struttura della fig. 1070 a) è 
costituita da tre travi normali tra loro, solidali in A. 
La trave AB sopporta una mensola lunga d normale al 
piano BA, soggetta a una forza P agente nel piano 
normale ad AB e inclinata di 30° con la verticale. Stu- 
diare il regime statico nel caso in cui le tre travi siano 
uguali tra loro, abbiano la sezione rettangolare larga 
bd e alta h= 1,2bò, e la mensola sia a metà della 
trave AB. 

Soluzione. Sostituiamo (fig. 1070 b) la forza P 
con le forze P, = P/3/2, P, = P/2 e la coppia M= 
= PdV3/2. Se l’incastro in A fosse perfetto (rispetto 
a tutte e tre le rotazioni), i momenti d’incastro della trave 45 (in valore as- 
soluto e coi versi della fig. 1070 b) sarebbero M,= P,1/8 = (v/3/16)PI, I, = 
= P,1/8 = P1/16, M,= M/2=(V3/4)Pd. 

Applichiamo al nodo A della struttura scarica le coppie — M.,,-M,,—- IG 
ossia coi versi della fig. 1070 c). 

Ognuna delle tre travi ha due rigidezze a flessione (n. 454 a) che valgono 
(J° = bh3/12, J°° = hb8/12) 


tig. 1070. 


EJ' Egy” ve EI 4 EJ EJ 
Wta Mast pet 7101 


e una rigidezza a torsione che si deduce dalla (161) (G = — Z/2, perchè nel cal. 
cestruzzo si ha 1/m = — 0): 


Mi RE MI 6,02 Mi 


GNI og ee 


= 6,02 . È 
oh bè GURELbT 6 2G186/12 


= 1,445 
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da cui 
W,= EJ'/1,4451 = 0,69EJ'/l. 


Le tre risidezze sono dunque proporzionali a 4,00 - 2,78 - 0,69. 

Per ottenere i momenti che interessano le tre travi 1, 2, 3, basta ripartire 
le coppie —- I7,, — M,, — M, (cioè coi versi della fig. 1070 c) proporzionalmente 
alle rigidezze interessate. Si ottiene così 


4,00 = i RIE sE 

M,,=, do M,= 3M,, M,,=0,46033M,, 2M,,=0,0794M,; 
e EC LT e i Da Ra Be VR, 
2,78 i e ro pa 

My = sist 3781090 Po 044481, My,= 0,1104I,, My= 0,44487,; 
0,69 - = i RE; 

= at M,= 0,0924H,, M,,=0,3721I,, M,,=0,5355I. 
Mis = 002187006 He 0092415, Mr 0,3721M,, Mag=0,5365M, 


Sommando algebricamente queste coppie e quelle d’incastro perfetto, la trave 
AB è dunque soggetta in A ai momenti 


M,=— 0,5397V/3P1/18, M,=—0,5552P1/16, = 2M,=_— 0,9076v5Pd/4. 


Le rotazioni del nodo A intorno agli assi 2, y, x si ottengono dividendo i 
tre momenti della fig. 1070 c) per le somme delle rigidezze, e risultano , = 
= — M/8,69EJ', py = — M,1/6,25EJ', pa = — M/T.ATEI, 


493. La trave ad arco circolare. 


Consideriamo una trave avente l’asse geometrico ad arco circolare, 
di apertura angolare qualsiasi, comunque vincolata, e soggetta a forze 
e a coppie normali al suo piano. Travi di questo tipo, disposte di solito 
in piani verticali, s'imcontrano spesso nelle strutture di cemento armato, 
e le forze sollecitanti sono della stessa natura di quelle ricordate nel 
n. 490. Inoltre, nell’architettura moderna, taii travi possono anche essere 
in piani orizzontali, e costituire ad es. le così dette travi da balcone; come 
pure possono essere ad anello completo, appoggiato in più punti, di so- 
lito equidistanti (°). 

Queste travi si possono studiare caso per caso, in modo analogo a 
quelio di gii esercizi 898-905; ciò che consente di tener conto di qual- 
siasi carico e di qualunque condizione di vincolo (es. 913-918), come 
purc di quaiunque legge di variazione della sezione. Tuttavia quando 


(*) Vari casi di travi ad arco circolare, di apertura angolare qualsiasi, vincolate e caricate 
in diversi modi, e di sezione circolare, o rettangolare alta o larga, si calcolano facilmente iu» 
diante i diagrammi contenuti nell'articolo di M. B. Hocax: Circular beams loaded normal to the 
plane oi curvuture, « Desigu data, Strength of materials », New York, Amer. soc. Mech. Eug., 
1939. 
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la sezione è costante è preferibile usare qualche metodo generale (1°), che 
consenta uno studio più uniforme. Indichiamo qui un metodo (1) del 
tutto analogo a quello del n. 420, che possiede la stessa adattabilità 
alle diverse applicazioni (n. 420 a). 

a) Equazioni di equilibrio e di elasticità. Come nel n. 420, ci limitiamo per 
semplicità al caso della struttura simmetrica (nella forma e nei vincoli) rispetto 
all'asse OC (fig. 1071), caricata simmetricamente (12). 

In una sezione generica S della metà CB, individuata 
dall'angolo ©, siano I il momento flettente nel piano nor- 
male a OS, positivo se tende le fibre situate al disotto del 
piano della figura; M, il momento torcente, positivo se 
viene trasmesso da AS a SB in senso destrogiro guardando 
la S da C verso B; 7 lo sforzo di taglio normale al piano 
della figura, positivo se viene trasmesso da AS a SB 
verso l’alto, cioè verso chi guarda la figura. I movimenti della sezione S sono 
lo spostamento È normale al piano AC8, positivo se al disotto del piano della 
figura; la rotazione g nel piano normale a OS, positiva se destrogira guardando 
da 0 verso S; la rotazione 0 intorno alla tangente all'arco in $, positiva se destro- 
gira guardando da C verso B. Nella metà CA i versi positivi sono i simmetrici 
di quelli suddetti. Indichiamo con uno 0 più apici le derivate rispetto a ©. Infine 
sia q = g(@) il carico normale al piano ACB, per unità di lunghezza dell’arco. 

Per brevità, riportiamo senza dimostrarle (1) le equazioni differenziali di 
equilibrio e di elasticità. Coi versi positivi assunti, esse sono (B, C rigidezze della 
sezione a flessione e a torsione) 


Fig. 1071, 


(a), (d), (e) T=-gr, rT=M0-M, M=-M; 
(a), (e), f) &=10—r/B, &=—10—21/C, =. 


Si noti che, per la (c), MM, è massimo o minimo dove M si annulla. 
Derivaudo la (0) e tenendo conto della (4) e della (c), si sviene 


(758) M+M"=-q?= (0). 
Integrando la (e) e sostituendo nella (d), si ottiene 
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n? 
(759) t+t=- ZI] Ldo=f0. 


Queste due equazioni sono dello stesso tipo delle (596), (597), ciò che suggeri. 
sce di usare lo stesso metodo del n. 420. 


(29) Uno di tali metodi è esposto e applicato ampiamente nella memoria di G. UNOLD: Der 
Kreistréiger, « Forschungsarb. a. d. Geb. d. Ingenieurwesens », Heft 255, Berlino, ediz. V. D. I., 1922» 
che contiene anche la bibliografia sull’argomento. 

(31) O. BELLUZZI: Sul calcolo delle travi ad arco circolare caricate normalmente al piano del- 
l’asse, «Mem. Acc. d. Scienze », Bologna, 1945. 

(3) Questo metodo (come pure quello analogo del n. 420) si estende facilmente al casv dol 
carico antisimmetrico. 

Si suppone che la trave sia a piccola curvatura. 

(*) V. ad es. G. UxoLD (nota 10), pagg. 7-12. 
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b) Integrazione dele equazioni omogenee. L’integrale generale della (758) 
resa omogenea (cioè per q = 0) è (A, e A, costanti arbitrarie) 


M,= A;sen@w+ 4, cos. 
Per la (c) si ha poi 


Mi = -/ Mdo+ce= A;cosm— A,senm+t e. 
Per la simmetria, nel punto C, ossia per © = 0, dev'essere 7,= 0, X Pini 0; ma 
per le (a), (b) si ha Ty = cost. = —c/r, per cui risulta c = 0, Aj}=0, e 7,y=0 
dovunque. 


Si sostituiseono poi M, ed M,, nella (759), che sì integra a sua volta, e si 
ottiene £. Infine, si deducono g, e O, mediante le (f), (d). 

In tal modo, se indichiamo con C, la costante A,, si ottiene la seguente espres- 
sione generale delle diverse quantità My, M.,: To» Cor Por do (14): 


(9) Xo= a0X1+ cif(0)+ ca. 


In essa _Y, è una qualunque delle quantità suddette, a è un fattore indipendente 
da w, X, è una funzione di & indipendente dai carichi, e la costante C, è la stessa 
per tutte le quantità considerate. Il termine c,f(@), che corrisponde a una rotazione 
rigida intorno al diametro normale a 00, è diverso da zero soltanto per Îo, Po» 
0,, per le quali è rispettivamente c, cos W, — c, sen wir, — c; cos © : r; mentre 
il termine cs, che corrisponde a una traslazione rigida normale al piano ACB, 
è diverso da zero soltanto per Èo. 

La costante C, ha le dimensioni di un momento; c, e 6, sono delle lunghezze; 
le funzioni X, sono prive di dimensioni. 

Le espressioni di a sono 


a=l1 per Mo, My» 
a=—r°/B per Éo» 
a = — r/B per Po; Bo- 


Le funzioni .X, risultano 


M,=c08@, M,=—_5Sn@, T,=0, 

\ © sen © sen OXLERO) B\ 
(h) 1t&=(1+y) 9» gi= (14) oto, =È 

[o pcos0-1+p Me, 


(14) L’esistenza di una sola costante arbitraria C,, in luogo delle due costanti C,, C+ del n. 420, 
è in armonia col fatto che le strutture in esame, quando sono incastrate alle estremità e caricate 
simmetricamente, presentano una sola incognita sovrabbondante (il valore di M nella sezione C); 
mentre nel caso del n. 420 ne presentavano due (n. 447 c). 

Se invece il carico fosse antisimmetrico, queste strutture presenterebbero due incognite so- 
vrabbondanti (.M, e 7 nella sezione C); mentre coi carichi agenti nel piano dell’asse ne presentano 
una sola (n. 447 c). 

L’esistenza di due costanti ausiliarie e, e c: è in armonia col fatto che qui sono possibili due 
movimenti rigidi simmetrici, anzichè uno solo; cioè uno spostamento 3 e una rotazione intorno 
alla congiungente i baricentri delle sezioni d’imposta. 
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c) Gli integrali particolari. L'integrazione dell’equazione non omogenea 
(758) si effettua usando la (598). Ottenuta l’espressione di M, (l’indice f significa 
che l’integrale particolare tiene conto delle forze esterne), si deducono quelle di 
M., e di 7,. Quindi si sostituiscono le espressioni di M, e di Mi, nella (759) e 
si integra; poi da È, si deducono ©, e 0, mediante la (}) e la (d). 
Nel caso del carico uniforme g, si ottiene 


\ M,=—-qr?, M,,= quo , T,=—-qro, 


@ n 78 
)&=E(1+7-75). g=-L 70, 0,=-T(1+”. 


Nel caso di un caric» P normale al piano AC B, agente nel punto C, si ottiene 


Pr Pr P 
U=-G sen, M,=-gz (1008), Tapi 
73 8 
(1) < t,=-55[0+m 2° o sen © + y/(c — sen 0), 
Pie sen Pr? @ COS ©) — sen 
pr So [+e 1-008 0] = A+ OTO, 


Mediante la (598) si ottengono facilmente le espressioni delle X, anche per 
altre condizioni di carico simmetrico. 
d) Gli integrali: generali sono dunque espressi da 


(760) XL=X,+X,=0C,X,+ cf(@)+ +3. 


La determinazione delle costanti C,, c,, €, si effettua in modo analogo a quello 
indicato nel n. 420 (es. 919-922 e 925). Ottenute le costanti, si è in grado di 
calcolare immediatamente una qualunque delle X in qualsiasi sezione. 


Esercizio 918. — La trave semicircolare della fig. 1072, soggetta a un carico 
uniforme q, è vincolata in A e B con incastri girevoli. 

Soluzione. Il problema è staticamente determinato. I momenti d’incastro, 
nei piani verticali paralleli a 00, valgono (17) M.,= M, = — (1/2)grr - 2rla = 
= —qr?. Le reazioni verticali sono A = B = grr/2. Il momento flettente in C 
risulta M., = (mr — 2)gr?/2. 


P 
Ta 
A 0% BB B 
Fig. 1072 Fig. 1074. 


Esercizio 914. — Un anello circolare è soggetto a due paia di forze P uguali 
e contrarie, agenti agli estremi di due diametri ortogonali (fig. 1073). 

Soluzione. Ciascuna metà ACB e ADB si comporta come fosse vincolata 
come la trave della fig. 1072. In particolare, nei punti 4, Be C, Dsiba M= 
= 7 Pr/2, M,j= 0. 
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Esercizio 915. — La trave semicircolare della fig. 1074 ha le estremità A e B 
incastrate anche agli effetti della torsione, e sopporta un carico P in 0. 

Soluzione. Separate in C le due metà e aggiunto il momento incognito M, 
ad es. alla metà CB, questo è determinato dalla condizione che in C si abbia 
9, = 0 per effetto del carico P/2 e di 1,. Utilizzando le (742), (745), sì ottiene 
l'equazione 


q2 2 ] 7 I A 
Pi 1 PI, AL, < n_ PE 0, da cui mat, 


- 1 
(7161) — Pe Gi = 


202B 2 20° £ 


I momenti in una sezione generica $S risultano (740) 


{Sen @ _ cos ©) _ l— coso sen 
M=-Pr( 3-0): MU, = Pr(5°° i È 
I movimenti della sezione 0 sono dati da (741), (744), (743), (746) (y = 
= B/C) 
(762 rara dpi — 4)] apnee y(1° — 49 4)] 
) Se= gap ty(37°—87-4], 0(=_- gli +y(7°—47+ 4)]. 


Esercizio 916. — La stessa trave dell’esercizio 915 è soggetta invece a un 
carico uniforme g. 

Soluzione. Si procede come nell’esercizio 915. Utilizzando le (752), (745), sì 
ottiene l'equazione (19) 
ia go n g°, n Mr,n Ma_ i 


LA 0, da cui U,= =" 


Wei = °° e “et BY dg e 


quì. 


I momenti in una sezione generica risultano (750), (740) 


M=—-qr (1-4 c0s w), UM = q(0-Èsen @). 
I movimenti della sezione C sono dati da (751), (744), (753), (746) (y= 
qri s 
îe= spl 2)+y(aî—da°+ 87— 16)], 
(764) 


0.,=— [2a — 2)+y(22+4-2°)]. 


Rsa 
27B 
Esercizio 917. — La trave semicircolare della fig. 1075 è soggetta a una cop- 


pia torcente M, nel vertice C. 
Soluzione. Il momento flettente incognito M, è determinato dalla condizione 


(35) Nel caso generale in cui l’arco incastrato e caricato uniformemente abbia un’apertura 
qualsiasi 2, l’incognita iperstatica M, è espressa da 


(7633) M, = ar? (2 sen a + y(sena — a cos a) 1) 


a + sen a cosa + y(a — sen a cos a) 
(G. UNOLD (nota 10), pag. 22; O. ZANABONI, memoria citata nella nota 42). 
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che la sezione C della mezza trave CB isolata non subisca alcuna rotazione Po 
per effetto di M,/2 e di M, (748), (745) (y = B/C): 


s 


Me 1 Mr, a Mr, a _ Mr 


(765) vat wi yg 


= 0, da cui | QUASA sod DI dh, 
y+1 A 


ro] 
bo 
wi 


Risulta M,£0 secondo che 0 £ B. 


Noto M,, i momenti in una sezione generica si ottengono sostituendo M,/2 
ed %, nelle (746). 


I movimenti della sezione C sono dati da (747), (744), (749), (746) 


(766)  î= 3 Pl 4+ y(a—-47+4)], 0,= Le y4 n-T . ml 


Dal confronto della prima delle (766) con la seconda delle (762) si ricono- 
sce che il teorema di Maxwell (n. 335 bd) è soddisfatto. 


Fig. 1075. Fig. 1076. 


Esercizio 918. -— Idem, soggetta a una coppia flettente M nel vertice O 
(fig. 1076). 

Soluzione. Il problema è due volte staticamente indeterminato (nota 14). 
Le incognite M,, T. nella sezione C sono determinate dalle condizioni che &., 


0, siano nulli (per effetto di M/2, Mi T, agenti sulla mezza trave CB isolata); 
per cui (744), (747), (741), (746), (749), (743) si ottengono le due equazioni 


1, Mr, 1, Ma. n Mo tn bo n Tr 3n-8 IM_, 
2 2B' 2 204 Bo 4 C 4 B 4 [o na 


1 Mr 1 Mr a Mg 


IT 
ar otti a ge 


Risolvendo, e ponendo (1+y)[x+(37—8)y] —[a—(4—2)y]? =D, si ot- 
tiene 

DI PA n 9 Ù Ù P n È 
(767) M,= suit a—99) M, T,=-VU2r+t ‘a 4))]. -# 


Le sollecitazioni in una sezione generica si ottengono sostituendo 21/2, Mio 
T. nelle (740). 

La rotazione g, della sezione C si ottiene sostituendo .1£/2, M 1° Te nelle (745), 
(748), (742) e sommando gli etfetti. 


Esercizio 919. — Studiare il caso dell’esercizio 916 col metodo del n. 493 a-d). 
Soluzione. Le costanti C,, c,, c, della (760) sono determinate dalle condi- 
zioni che per @= 7/2 si abbia 0=0, gp=0, f=0. 
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Per @ = 7/2 si ha (h), (è) 
0,=—(1+y)z/4, Qi= (1+7):2, îi=(1+p)a/4; 


qr* a qr n° — 8\ grt 
0,=—-(1+7)G: P; = Ya B’ t,=(1-y 8 )E: 


La prima condizione si traduce nell’equazione 


' 


Y TT ca " 4 
5od+nP-01+n%=0, da cui 0=1g9. 


La seconda condizione, tenendo conto del valore dî C,, diventa 


ft 4 sii 1l_a aq _ 4 qri(2 n°+ 4 
= g'ygPo+da ey 71 a=- Gita) 


La terza condizione, tenendo conto del valore di C0,, diventa (1°) 


a? — 8\qrt 
JB 


2 
= 0, da cui o=yT 4, 


2 
Giant nT+a+(1-77 


Sostituendo le espressioni di C,, c,, c, in quelle (760) delle varie sollecita» 
zioni e deformazioni, si ottengono le espressioni correnti di queste quantità. Ad 
es., il momento torcente in tutte le sezioni e l'equazione della linea elastica ri- 
sultano 


Mi= a0,M, + My =1 Egr sen @) + gr? = ar* (È sen ©) , 


t= aC,î,+ c,c0080 + c++ 0 = 

4 HA (2 244 ri 2— 

di y Sed Fata |c080+y T4 (+73) 

a+ 8 (O 2 1°+4 
v E v 2r 


)coso-i 1+ pw sno]. 


Esercizio 920. — Studiare il caso dell’esercizio 915 col metodo del n. 493 a-d). 
Soluzione. Le costanti sono determinate dalle stesse condizioni dell’eserci» 
zio 919, e risultano 


Gegr A°-E 


87 87 


Pr Pt ita) PR n-2 


Si ottengono le sollecitazioni e le deformazioni in una sezione generica sosti» 
tuendo 0,, c,, c, nella (760). Ad es., si ottiene 


M= LE coso sen = —Pr(e_ 0), 
n 2 2 n 


& sen @ 


Pr? = è; 
0=-50 yeo8sm—(1+y) | cos 0 + 55 01+ n LL sono 


2 2 


‘(3*) Si noti che, nel caso della trave semicircolare, :C; c:, e si determinano successivamente, 
senza che occorra risulvere uu sislewa di Le vyuazioui con tre incuguite» 
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Esercizio 921. — Studiare il caso dell’esercizio 913 col metodo del n. 493 a-d). 
Soluzione. In questo caso le costanti sono determinate dalle condizioni che 
per W = 2/2 si abbia M,=0, p=0,Z=0, e risultano 


HA qui x ; qri (1% — 8 n 
035 eoet-a'7(14 37), = 5 +7 z S 


Sostituendo C,, c,, c, nella (760), si ottengono le sollecitazioni e le deforma» 
zioni in una sezione generica. Ad es., l'abbassamento del vertice C risulta 


to= TZ la-2+2(a—-3)1. 


Le rotazioni 0 delle sezioni estreme 4 e B e della sezione C risultano 


8 


8 .., a GR 0; 4-7 
Esercizio 922. — Studiare il caso dell’esercizio 905 col metodo del n. 493 a-d). 
Soluzione. Le costanti C,, c,, c, sono determinate dalle condizioni 0 = 0, 
g=0,$=0 per = 27/4. 
Per w = 2/4 si ha (A), (i) 


0,=v2y(8—-2)—27]:16, pi=V2(1+y)\4+7):16, Z,=V3ya:16; 
0,=—(14+ y)gr/B,  g=—y(7/4)g8/B,  &=(1+y— yr8/32)gr4/B. 


Le prime due condizioni danno due equazioni con le incognite C,, c,, dalle 
quali si ricava 
= 4+y(4—- n) 
Pe Dgr, — TUNE I 
VEESTI 2+ya—2)' 
o, = — /E fr + pet a) te n) al, 
i T+2+y(a—-2) 


Quindi si ricava c, dalla terza condizione: 


3 a 
ic“ gOSt Ci 


A P 722; a 
3 +0,+%,=0,  dacu 0,=0, sima 


Noti i valori di C,, c,, c», si possono calcolare immediatamente le sollecita- 
zioni e le deformazioni in una sezione qualsiasi. Ad es., il momento flettente e 
quello torcente all’incastro risultano 


-_ pat 72+ 2y(a—-3) Pe _q a+ 2-16 
siete; a+2+y(a—-2)” a cai 7+2+a=3) 
Come verifica, la somma dei momenti componenti di M, ed M,, nel piano nor- 


male alla congiungente AB è uguale alla metà del momento del carico rispetto 
alla retta 45, che vale (16) V2(4— x) )qr®/8.(es. 924). 


Esercizio 923. — La trave dell’esercizio 916, caricata uniformemente, è 
inoltre appoggiata nel vertice C. 


O. BELLUZZI — Scienza delle costruzioni — II 33 
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Soluzione. La reazione dell’appoggio C è determinata dalla condizione di 
annullare lo spostamento verticale del punto C. Quindi, per le (764), (762), si 
ottiene 
= + y(1° — 470° + 87 — 16) 9,133 + 0,661y 

= = +y(3a-85-4) © 5,870+ 0,476y° 


C=qgr 


Ad es., se la trave è di cemento armato (v = 0,1, n. 516 d) e se la sezione è 
quadrata, si ha (nota 1) y = 1,3, e risulta C = 1,54gr = 0,49gr = 0,49Q (1°). 

Noto il valore di C, si calcolano tutte le sollecitazioni sovrapponendo gli 
effetti di g e di C (es. 916, 915). 


Esercizio 924. — La trave ad asse circolare della 
fig. 1077 a), con incastri girevoli, è caricata unifor- 
memente. 

Soluzione. Il problema è staticamente determinato. 
Le reazioni verticali sono A = B= gxr/4. I momenti 
d’incastro sono soltanto flettenti (ossia sono nel piano 
normale ad OA o ad OB). Il loro momento risultante 
fa equilibrio al momento del carico rispetto alla 
congiungente AB. La distanza del baricentro G del. 
l’arco (16) dalla AB è 


2/2 r 54% 
GD = 0G— paotart “gv Da 
Quindi dev'essere 
M, ar. mid ; __42.% Ù È 
VA] TV2 =0, da cui M=t 7 = — 021593. 
La distanza G,G del baricentro G, del mezzo arco da G è GG = OG tg 22°30 = 
= (2 V 2 2/7)r - 0,41421 = 0,373r. Quindi il momento flettente in C risulta 
= 427,2 . I Va I 2 
M,= runLa vat 4 SR — a 0,373 = 0,111gr?. 


Esercizio 925. — Idem, col metodo del n. 493 a-d). 
Soluzione. Le costanti C,, c,, cz sono determinate dalle condizioni M, = 0, 
g=0, $=0 per w= 7/4. 
Per ®© = 7/4 si ha vj (i) 
=—V22,  M,= (2/4, 


mentre @,, È, 9, ” hanno le espressioni trovate nell’esercizio 922. 
Dalle tre condizioni suddette si ricava successivamente 


C1=rV2gr/4,  ce=—-7V214+7+ y(12+ 2)]94/32B, 
= [m(27+ 4)+ 3ya(1+ 4)— 32(1+ y)]gr!/32B. 
(1) La reazione C' è quasi uguale a.0,50 Q, che è il valore che avrebbe se la trave fosse Inca» 


strata anche in C. Perciò se la trave è solidale in C con un pieuritto, anzichè semplicemente up- 
poggiata, il comportamento è circa lo stesso, 
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Sostituendo i valori di C,, c;, e, nella (760), si ottengono le sollecitazioni 
e le deformazioni in una sezione qualsiasi. 
Ad es., i momenti flettenti in B e in C risultano 


AV. .,V2 Er 4-1.) 
RI 2 2 a, 
Ly 4 q 2 q da 

1V2. , so. TGA Z-& 
M.= si qe-1—-qr = N Fi dr 


in armonia coi risultati ottenuti in altro modo nell’esercizio 924. 


Per w = 0 si ha (kh), (i) £&,= 0, $,= (1+ y)gr4/B. Quindi l’abbassamento 
del punto C risulta (760) 


gen -0+ c, cos 0° + es + È 


f 
aa 2— 4) 2—1)+ ya2(3— 2) — 12y7(/ 2— 1)]gr8/32B . 


La rotazione delle sezioni 4 e B intorno all’asse geometrico si ottiene usando 
le espressioni di 0, e 0, dell’esercizio 922, e risulta 
qu, 


73 , 
0,= La (1+ 7)(°+ 27 — 16) = 0,00955(1+ y) F 


Esercizio 926. — Calcolare mediante i lavori virtuali la rotazione @ trovata 
nell’esercizio 925. 

Soluzione. a) Applichiamo alla trave scarica due coppie torcenti fittizie uni- 
tarie in A e in B (fig. 1077 b). Esse provocano due coppie d’incastro pure unitarie, 
richieste dall’equilibrio della trave privata dei vincoli (la quale è così soggetta 
complessivamente a due coppie uguali e contrarie, di momento V 2). I momenti 
fittizi risultano perciò 
(a) M.=XV2c080, M,= —V2sen w. 


I momenti effettivi sono invece (es. 925) 


6) M oe 


gr cosm— gqr*, ia EYE qr? sen W+ grîm. 


A ciascuna delle coppie torcenti unitarie suddette corrisponde un lavoro vir. 
tuale esterno 1-0, 0 1-0. Per cui l’equazione dei lavori virtuali diveniva 
n/4 
1:0,+1:0= 99 fa 008 w — 1) /2 cos @- rd + 
0) 
a 34 À 
+ 22 ( e snoto)-vTsn a): -rdo = 
0) 


TE RITO 


168 a°+27—- 16); 


To! 


e da essa si ricava la stessa espressione di 0, = 0, dell’esercizio 925. 
e ) 
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b) Determiniamo anche l’angolo 0,, = 9}; provocato dalle due coppie tor- 
centi unitarie applicate in A e in B alla trave scarica (come nella fig. 1077 Db). 
In questo caso i momenti effettivi coincidono con quelli fittizi, e l'equazione dei 
lavori virtuali risulta 


1/4 a/4 
r 2 ir e 
1-0+1:01= 24 [ (V/ 2 cos m)rdw + 25 /(-vV25n0£rd0= 
0 0 
1,T+2 1,5—-2 
i 2 ' EL 6 a 
235 8 r+ 23? 873 


da essa si ottiene 


0 = n= 7g l+2+y(7—2)] = (1,285+ 0,2857) 1. 


Esercizio 927. — Una trave ad anello completo disposta 
in un piano orizzontale, soggetta a un carico uniforme gq, è 
appoggiata in quattro punti equidistanti (fig. 1078 a). 
Soluzione. a) Ciascun quadrante come AB si comporta 
come la trave della figura 1077 a). Infatti, la solidarietà di 
un quadrante con quello vicino non ha alcuna influenza, 
poichè non ostacola la rotazione 0 delle estremità di ciascun 
quadrante, ruotando le estremità contigue dello stesso an- 
golo 0. E non costituisce neppure un vincolo nei riguardi 
della rotazione intorno a un asse normale al piano dell’a- 
nello, perchè tale rotazione è nulla (n. 488 a). 
Pertanto, le sollecitazioni M ed M, in una sezione gene- 
rica hanno le espressioni (ò) dell’esercizio 926, mentre le 
Fig. 1078. deformazioni 4, e 0, hanno le espressioni trovate nell’ eser- 
cizio 925. 
b) Il momento flettente in due sezioni diametralmente opposte si ottiene 
anche direttamente come differenza dei momenti delle reazioni e del carico. 
Ad es. in C si ha 


5 sf 
2 =gr(E 3), da cui M=VI 24 n, 


Esercizio 928. — La trave dell’esercizio 927, di cemento armato, ha la se- 
zione quadrata di 40 cm di lato e il raggio r = 4,00 m. Il carico è q = 1000 kg/m. 
Soluzione. a) I momenti flettenti sugli appoggi e nei punti di mezzo C risul- 
tano 
M, = — 0,215 - 1000 - 4,00? = — 3440 kgm 


M,=  0,111-1000-4,00° = 1776 >» 
Il momento torcente è massimo (in valore assoluto) dove si annulla M (n. 493 a); 


ciò che accade (es. 926) per cos @ = 0,900, cui corrisponde w = 25°50’ = U,45088, 
sen @ = 0,43575. Quindi tale valore massimo risulta 


Da 
Ma (- eb Y_ 0,43575+ 0,45088)° =_— 0,032qr2= — 528 kgm. 
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b) Si ha B= EJ = 2- 10° - 404/12 = 42,67 - 10° kgemq; y = 1,3 (nota 1). 
Quindi l'abbassamento dei punti di mezzo C risulta (es. 925) 
10 - 400* 


E, = (0,5765 + 0,0338 “ 1,3) 32 - 42,67 -10° = 0,116 cm. 


Esercizio 929. — La trave ad anello dell’esercizio 928, anzichè essere sem. 
plicemente appoggiata, è solidale coi quattro pilastri che la sorreggono (fig. 1078 b). 
La trave e i pilastri hanno la stessa sezione quadrata, e l’altezza A di questi è 
uguale al raggio r della trave. Determinare il momento mutuo fra la trave e cia- 
scun pilastro. 

Soluzione. La rotazione 0 della trave appoggiata, nelle sezioni sugli appoggi, 
avviene in dentro; quindi essa trasmette ai piedritti dei momenti X rivolti in 
dentro, e ne riceve dei momenti uguali rivolti in fuori. Le estremità di un qua- 
drante ricevono la metà di X, ossia X/2. Perciò, ricordando le espressioni di @ 
relative a q (es. 925), a 3M,= 1 (es. 926 d) e la (314), si ottiene l'equazione 


55 «ll 9 qu _ » fl DI 5a (X/2)r = Xr 
0,00955(1+ y) B (1,285 + 0,285y) B = 15° 


(Xr/3B se i piedritti fossero articolati alla base). Da essa si ricava 


0,0382(1+ y) », _0,0382-2,3 


X= 3674 0,577 ® = 3574 0,57-18 


1000 - 4,00° = 326 kgem, 


L’influenza di X/2 sui momenti M ed M, nella trave è data dalle (a) dell’e- 
sercizio 926 moltiplicate per —_X/2. Ad es., i momenti M,, M, dell’esercizio 928 
diventano -M, = — 3603 kgm, M,= 1545 kgm. 


494. La trave ad anello soggetta a momenti distribuiti nei piani radiali. 


Consideriamo una trave ad anello circolare, di sezione costante, sog- 
getta a dei momenti agenti nei piani radiali, distribuiti uniformemente 
lungo la trave (fig. 1079 a), di valore 


m per unità di lunghezza del suo as- 1 C\ 

i 18 i mA a 
se geometrico (18). Questo caso si pre- 4 y 
senta ad es. nella trave di contorno CY 
di una lastra circolare (es. 930-933) Q 


e nelle molle a dischi (es. 935). Inte- 
ressa determinare le tensioni nella 
trave e l’angolo di cui ruota ogni se- 
zione nel proprio piano. In a) sup- 
porremo che la trave sia a piccola 
curvatura, ciò che è lecito quando la 
dimensione della sezione nella dire- Fig. 1079. 


(**) Per il caso delle coppie concentrate si veda O. BELLUZZI: Il calcolo della trave ad anello 
soggetta a coppie radiali uguuli ed equidistanti, «Ingegneri e costruttori», Bologna, 1948, n. 1. 
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zione del raggio è abbastanza piccola rispetto al raggio stesso: in db), sup- 
posta la trave a grande curvatura, terremo conto dell’influenza della cur- 
vatura stessa, ossia della diversa lunghezza delle varie fibre periferiche. 

a) Travi a piccola curvatura. Assumiamo m positivo se ha verso 
tale (fig. 1079 a) da far allargare la parte inferiore dell’anello e restrin- 
gere la parte superiore. Se si isola una metà della trave mediante una 
sezione uv (fig. 1079 Db), l'equilibrio di essa richiede che l’insieme dei mo- 
menti m sia equilibrato da due coppie JM agenti sulle due sezioni rese 
libere (analogamente al caso dell’esercizio 66). Le coppie .M/ sono flet- 
tenti (1°), ossia agiscono nel piano normale a quello della sezione e a quello 
dell’anello (2°). Ragionando come nell’esercizio 66, si trova che il momento 
risultante dei momenti m del mezzo anello vale #1 -2r,, essendo ro il 
raggio dell’asse dell’anello; per cui dev'essere (?) 


(768) 2M =m-2ra, ossia MU = mo. 


Poichè si trascura la curvatura della trave (ossia la diversa lunghezza 
delle fibre comprese fra due sezioni rette vicinissime), il momento flet- 
tente M provoca le solite tensioni e espresse dalla (121), positive nella 
parte inferiore della sezione e negative nella parte superiore, se m ha il 
verso indicato nella fig. 1079. Sostituendo nella (121) la (768), si ha in 
un punto generico 

MI 0Y 


(769) o=—<; è 


dove y è la distanza del punto dall’asse neutro n, che è baricentrico e 
orizzontale (2), e J è il momento d’inerzia della sezione rispetto a n. 

L’angolo a di cui ruota ciascuna sezione nel proprio piano si ottiene 
facilmente uguagliando il lavoro esterno dei momenti m al lavoro interno 
di deformazione. Per il teorema di Clapeyron (n. 332), si ha 


(a) L. = (1/2)m2arn a = amiga. 


Il lavoro interno si ottiene sostituendo l’espressione (768) di M nella 


(1*) Il momento torcente non può esistere per ragioni di simmetria. Si può anche dire che non 
si ha torsione perchè tutte le sezioni ruotano nel loro piano dello stesso angolo. 

(3°) Si suppone che la sezione sia simmetrica rispetto al suo asse baricentrico. normale al 
piano dell’anello, oppure che esso sia un asse principale d’inerzia della sezione. In caso diverso, 
l’asse neutro n è ancora nel piano dell’asse dell’anello (ossia è il prolungamento del raggio re), 
come vedremo in è); e quindi (n. 135 è) l’asse di sollecitazione è il diametro coniugato di n, e la 
flessione è deviata; per cui M agisce in un piano normale alla sezione, ma obliquo rispetto al 
piano dell'anello. 

(3!) Il risultato (768) è esatto anche se la trave è a grande curvatura, come è esatta l’analoga 
relazione (91), perchè dedotto dalla condizione di cquilibrio. Invece le successive deduzioni «elle 
tensioni e della deformazione, cioè le (92). (93) e le (769), (770), sono tanto meno csatte quanto 
più forte è la curvatura della trave (Cap. V, nota iU). 
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sccouda espressione (132). e risuita 


M?292aro (mean, 7 


25J TO 2EJ UT LI 


Quindi, ponendo L, = L;, si ricava 


(b) L= 


mrî 
d= 6 
EJ 


b) Travi a grande curvatura (2). Ogni sezione ruota, senza deformarsi (23), 
di un angolo a; ciò che fa variare il raggio r di una fibra generica (fig. 1030) di 
Ar = ay, se y è la distanza (positiva verso il basso) 
della fibra dalla retta orizzontale n-n passante per 
il centro di rotazione della sezione. La lungliezza 
27 dell’intera fibra circolare aumenta di 274r = 
= 210y, e perciò in corrispondenza di essa la di- 
latazione e la tensione valgono (82), (83) 


chi = Eol 
(c), (4) e=a->» o=Eat- 


Fig. 1080. 


La retta n-n che separa la zona tesa da quella compressa (asse neutro) è dun- 
que orizzontale, e passa per il baricentro G della sezione, perchè per ffetto di 
m le sezioni dell’anello (fig. 1079 b) non sono complessivamente nè : se iè com- 
presse (e la (d) è dello stesso tipo delle (122), (121)). Però il centro C ui rotazione 
della sezione, pur essendo sulla n-n, è distinto da G (es. 935). 

Le tensioni o nella sezione fanno equilibrio a MH = mr, per cui dev'essere 


(e) [ oyad =M= mf; ossia (d) Ea fat =mh. 
A A 


Decomponiamo la sezione in elementi rettangolari dA = drdy (fig. 1080). 
Se la sezione è di forma qualunque, indichiamo con h,, A, le due parti di cui si 
compone la sua altezza, in generale variabili secondo le diverse verticali, e cori 
1;, r, il raggio interno e quello esterno, variabili secondo le diverse orizzontali 


Si ha così 

+h> n +ha + +h 
i adi _ f Sa pae I pe pr 
i y Fal y Y. F ; 

A hu ri hi hi lu 


(3) O. BELLUZZI: Il calcolo del complesso elastico cupola - anello d’imposta - parete cilindrica, 
«Ann. d. Lav. Pubbl. », 1931, fasc. 1°. Per il caso particolare della sezione rettangolare si veda 
ad es. anche S. TIMOSHENKO: Strength of materials, 2° vol., n. 29, Londra, Macmillan, 1936. 

(3) La deformazione della sezione è trascurabile anche nel caso in cui l’anello sia una lastra 
circolare anulare (che è molto deformabile), come quella della fig. 1335, soggetta a un momento’ 
uniformemente distribuito ad es. sul contorno esterno. Infatti, in questo caso si riconosce che le 
rotazioni «, ® 9; dei due contorni differiscono pochissimo tra loro, se r,/r; non è molto grande. 
Ad es., se r,/r; = 1,5, si ha p,/9; = 1,08 se si pone v = 0. Se invece si tiene conto di v, il rapporto 
w,l4; è ancora più prossimo a 1 (cfr. anche la nota 30). 

Per il caso in cui l'angolo di rotazione « nun sia piccolissimo, si vedano due memorie di 
R. GRAMMEL in « Zs. f. angew. Math. u. Mech, », 1925, pag. 429, e 1927, pag. 193. 
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essendo b* una larghezza fittizia definita da b* = r log r./r; (log r./r; varia in 
generale per le diverse rette orizzontali della sezione). Perciò, se si altera ia se- 
zione sostituendo a ciascuna larghezza b la larghezza b* = rylogr.jri (24), e se 
si indica con J* il momento d’inerzia della sezione trasformata rispetto a n-n, 
risulta 


A _J* * 
(f) y? = = e per conseguenza (e) Fat = 
Pi rv To To 
da cui si ricava (°°) 
mrî 
771 LO, 
(771) = EJ* 


Inoltre, sostituendo la (771) nella (d), si ha anche (?9) 


E mr Y 
(772) o= TE bi - . 
L’effetto della curvatura è molto maggiore sulle o che su a, perchè non solo 
si ha J* al posto di J, ma inoltre r varia da fibra a fibra (es. 934) (ctr. il n. 425). 
Nel caso della sezione rettangolare, log r,/r; è costante per le diverse reute 
orizzontali della sezione; per cui si ha 


dA Pe hs 
[e = log 7% | vdy = 131087. 
4 —h/2 
Quindi si ottiene (?°) 
12mro 12mr Y 


(773), (774) 


0 Elelogrin? 97 helogr.jfm r° 


(3) La trasformazione della sezione si può anche eseguire in altro modo: avendosi 


dA dr 1 To 1 
fe dA (vay È "5 feavzar-1y, 
4 A 
basta decomporre la sezione in striscie verticali di larghezza Ar, e alterare ciascuna di queste lar- 
ghezze facendola diventare Ar* = (ry/r)Ar. La sezione trasformata che si ottiene è la stessa in 
entrambi i modi. Il momento J* rispetto a n-n si può poi calcolare ad es. graficamente. 

(35) L'angolo « si poteva anche dedurre, come in a), dall’uguaglianza Le = Li, dove Le ha 
ancora l’espressione (a). Avendo ammesso che le sezioni non si deformino, sono nulle le tensioni 
cr secondo il raggio e cy secondo la normale al piano dell'anello. Inoltre sono nulle anche le ten- 
sioni tangenziali. Quindi si ha (483), (c), (d) 

sa 2 2 wi de 
Li=3 [sv E2 (asm EE | el [ALLE (pil 
04 Vv A l A lo 
Ea? l dA Ea 2rr dA dA Ni fasi 
2 fo 720 n fo r ron vl -rant, 
4 A A 

Per contro, anche in a) si poteva, come in bd), scrivere o = E y/ro (essendo là r = —» ro), sosti- 

tuire nell'equazione di equilibrio fovdA = M=mf, e dedurne la (770). 


(39) La (772) è analoga alla (613); tuttavia la trasformazione della sezione è sostanzial- 
mente diversa. 

(#7) Il limite del prodotto r. log re/ri = ro log [(r° + de) - (reo — di] (fig. 1080) per n, tendente 
all’infinito (ossia per re/r; tendente a 1) è b-+ di = db. Quindi se la curvatura è piccola (n. 425), 
b* tende a d; per cui J* tende a J, e la (771) diventa la (770). 
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Esercizio 930. — Studiare una lastra circolare caricata unifor- 7 
memente, solidale al contorno con una trave ad anello (fig. 1081 a). — hh 

Soluzione. È incognito il momento mutuo m; fra la lastra e - a) 
l’anello (fig. 1081) per unità di lunghezza del contorno, ossia 


il momento d’incastro della lastra. mj 
Indichiamo con a, la rotazione del contorno della lastra, 


supposta appoggiata, per effetto del carico p; e con Qim; Ggmi 
coefficienti elastici o d’influenza (n. 226) della lastra e dell’anello, 


ossia la rotazione provocata da m = 1 agente al contorno della mi; 

lastra o sull’anello. Per le (989), (770), (1014), queste quantità | 

sono espresse da (7, = E) (28) Fig. 1081. 
__R _E _ _pR pR° 

ui Cam (1+)B*  SenTri' 7 si+3)B ag? 


dove B è definito dalla (988). ossia B = Es*/12(1— »?). 
Il momento wm; è determinato dalla condizione che la rotazione a del con- 
torno della lastra sia uguale a quella dell’anello: 


(hR) A, — Mim = Mj0gm> da cui m= — TT = 


Il momento m; risulta positivo perchè si è previsto il suo verso giusto, ma è 
un momento d’incastro, e quindi negativo. 


Esercizio 931. — La lastra dell’esercizio 930 è di cemento armato, ha il rag- 
gio ER = 3,00 m e lo spessore s = 20 cm; il carico è p = 1200 kg/mq. L'anello 
ha la sezione rettangolare, alta 50 cm e larga 35 cm (fig. 1081 a). 

Soluzione. a) Si ha v= 0,1 e B= 1,35 - 10° kgem (es. 1202); ET =2-105- 
+ 35 - 5038/12 = 729 - 108 kgemq. Quindi le quantità (9) dell’esercizio 930 risultano 


300 3002 
are ga 3 e Las A 
Ct > Tr Lg © 010 Be rg gg IO 
Per la (h) si ottiene (in realtà è m; = — 838 kgm/m) 
D p DAI 2 
mas na 53: 0,12 200 = 0,621 - 1350 = 838 kgem/em = 838 kgm/m. 
2,02 + 1,2 


Noto m;, è facile calcolare il momento nel centro (1017) e la freccia (1015), (990): 


m = sia pR°— m; = 2092 — 838 = 1254 kgm/m, 
5+». pR* m;E? 
Î=i4% 64B 2(1+ »)B 


= 0,522 — 0,254 = 0,268 cm. 


(38) Si suppone che il raggin A della lastra sia uguale a quello dell’asse geometrico n, dell’a- 
nelle; ossia si pcusa che la iastra giuuga fino ali asse dull'auclio. 
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È interessante confrontare i valori di m,, m,, f relativi alla lastra incastrata, 
alla lastra solidale con l’anello e a quella appoggiata (nn. 610, 611): 


Ma Me f 
lastra incastrata — 1350 kgm/m 742 kgm/m 0,125 cm 
lastra con l’anello — 838 » 1254 » 0,268 >» 
lastra appoggiata 0 » 2092 » 0,522 >» 


b) Supposto che il calcestruzzo dell’anello resista anche a trazione, ossia 
che l’asse neutro sia a metà altezza, e trascurando i ferri nel computo di J 
{n. 552 b), la massima tensione nell’anello risulta (769) 


838 - 300 - (+ 25) 
364600 


maxo = = + 17,2 kg/cmq. 


Esercizio 932. — Negli esercizi 930, 931 si è supposto che il piano medio 
della lastra fosse all’altezza dell'asse dell’anello. Supponiamo ora che sia invece 
più alto (fig. 1082 a). 

Soluzione. In questo caso il centro di rotazione della sezione dell’anello non 
può essere all’altezza del baricentro G, altrimenti la circonferenza che passa per 

il punto e si restringerebbe, ciò che è impedito dalla lastra. 


ntota Quindi, se si ritiene che il raggio della lastra non varii, il cen- 
Ci PA tro di rotazione dev'essere invece sull’orizzontale n,-n, che 


passa per €. 

Ragionando come nel n. 494 b) e avendo presente che o = 
= EaYnto (Y, distanze dall'asse neutro), si trova che vale 
la (770), con J, al posto di J, essendo Jj, = J+ Ad? il mo- 
mento d’inerzia della sezione dell’anello rispetto all’asse neutro 
nj-n,. Cambia dunque soltanto l’espressione di Q,m, nella quale 
si pone J, invece di J (2°). 

Ottenuto il momento m;, le tensioni o nell’anello sono date da un’espressione 
analoga alla (769), con 7, al posto di Y e con le y misurate dall'asse neutro n,-21. 


2a. 10826 


Esercizio 988. — La lastra dell’esercizio 931 è a livello della parte alta del. 
l’anello (fig. 1082 a), anzichè a metà altezza. 


(3*) Si può invece ragionare nel modo seguente, che conduce però a un procedimento più 
laborioso. Se A è la forza orizzontale che la lastra trasmette all’anello per unità di lunghezza .lel 
contorno, trasportando A in G il momento che agisce sull’anello risulta m; — hd (fig. 1082 b). 
Quindi l’equazione (4) dell’esercizio 930 viene sostituita da a, — m;%,m = (Mi; — hd):am- 

Il momento m; — hd fa ruotare la sezione dell’anello intorno a un punto C situato all’al- 
tezza di G, per cui all’altezza della lastra l’anello si restringerebbe. La forza A passante per G 
deve dunque far allargare la circonferenza d’asse dell'anello in modo che la circonferenza che 
passa per c non varii. Quindi, se ò,, è il coefficiente elastico relativo a tale allargamento 
Gan = EEA, es. 66), si ha la seconda equazione (mm; — Rd) am +d—-han= 0. 

Ottenuti i valori delle incognite m; e A, le tensioni c nell'anello si ottengono sovrapponendo 
gli effetti della coppia m, — hd e della forza A. 

I risultati sono naturalmente gli stessi. 
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Soluzione. In questo caso si ha (es. 932) d = 15 cm, 
Jdj=J+ A4d* = 35- 508/12 + 35 - 50 - 15° = 758500 emi, 
R° 300? 


È = 50 - 10-58 
Adam F EJ, —' di 103 - 7585300 0,59 LO 
Quindi si ottiene (in realtà è m; = — 1045 kgm/m) 
Aim . pR? 2,02 


mi 1350 = 1045 kgm/m. 


< Gim+ dim 8° 2,02+ 0,59 


Esercizio 934. — Un anello di sezione rettangolare ha il raggio interno 7; 
ucnaie alla larghezza d della sezione (fig. 1083), ed è soggetto a dei momenti ra- 
diali uniformi m. 

Soluzione. in questo caso si ha 7, = r7 + b= 2r;, logr./r;i = log 2 = 0.693. 
Quindi risulta 5* = x log r/r; = 1,56 + 0,693 = 1,045, J* = b*48/12= 1 04b48/12= 
= 1.047. 

L'angolo di rotazione è dato dalla {773) o dalla (771) 


si DA 
mri 


_ O mei 
«7 1,047 — 


0,96 Ei: 


Le tensioni o nella parte esterna della sezione e nella parte interna risultano 
(772) 
PO PI ALT 
mà  Y mi, Y N mrgh 
s. +«Z = 26 


MeT 1,047 i To ° Gi 1,047 Ti e Tmax 1,04727; Ù 


L'effetto della grande curvatura è dunque trascurabile sulla rotazione a, ma 
è considerevole sulle tensioni o (la 0; è 1,44 volte la o data dalla (769)). 


Esercizio 935. — La fig. 1084 rappresenta un ele- 
mento di molla Belleville a dischi tronco conici. Cal- 
colare l'abbassamento provocato da una forza totale Q, 
ripartita sia sul contorno interno che su quello esterno. 

Soluzione (3°). La forza per unità di langhezza del 
contorno interno è qg; = Q/27;. Quindi il momento m 
per unità di lunghezza del contorno interno è m= qb. 
Perciò (768) il momento flettente .M che sollecita la 
sezione risulta in questo caso M= mr; = q;byr; = Qb,/27. 
Assunti gli assi 2, y (2 orizzontale) per il centro inco- 
gnito 0 di rotazione della sezione, la tensione o in 


Fig. 1Uda. 


(8°) Cfr. S. TIMOSHENKO, pagg. 527-528 del volume citato nella nota 22. 

Se si trascurasse l'inclinazione f e si considerasse Ja molla come una lastra anulare piana, 
si otterrebbe per ò l’espressione (d) nel n. 616 è) (cfr. anche le memorie di M. PANETTI, «Acc. 
a. scienze », Torino, 1905 e 1909-10: oppure il quarto volume, $$ 88, 89, dell’opera di P. GRADE- 
xico: Le molle, Torino, Lattes, 1927). Il risultato è pressochè equivalente a quello dato dalla (775) 
per 3 = 0. Infatti, ad es. nel caso di r, = 2r;, e per v = 0, 8 = 0, la (b) del n. 616 b) e la (775) 
danno rispettivamente 


On us i ud 
do = o. py 14453» So = a pg AÎ2T. 


Per avere un’idea dell’influenza dell’inclinazione 8, basti dire che se f = 0,1 e & = d./10 > 
= r,/10, la (775) dà invece ò = 0,502 », ossia la metà. 
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un punto generico è (d) c = Eay/r. Le-tensioni o nella sezione fanno equilibrio 
a M, per cui dev'essere 
(dA 
(e,) [odi = Fa[yÉ=o0, (oyaà4 = Fa (v°É — x = Qb,jaa. 
À A VI i 


Determiniamo da prima la posizione di C, ossia r.. L’angolo d’inclinazione 
f è molto piccolo, per cui si può ritenere che sia sen f = 8, cos f = 1. Coi nuovi 
assì x1, y1 (fig. 1084b) si hay = yc08f + z,senf = y1+ f(r—r.). Quindi la 
prima delle (e;) diventa 


+h/2 ro 
F di! 
Ea | | ra [y1 + B(r— r.)]dr dy, = Eafh(r,—-r;,— r.logr,/r)=0, 
—hj2 r 
da cui 
(4) roi 


La seconda equazione (ey) diventa (dA = drdy = — dr dy;) 


+h/2 r. A 
3 87 a 
Ea | | 7 [Ya + B(r — r)Pdr dy, = Ea 19 198 n + 
12 r; : 
y2 2 
+ f°% |a — 2r(r, — r;) + rî log tel = Qb;/21, 
L “ 1] 


da cui, sostituendo a r, l’espressione (i), si ricava l'abbassamento (31) 


(775) ò= ab, = [ TE 7, di tt r b ° 
e 2 et Le \ 
esi! 12b, log Ti + Bh \ D log r., r,) 


Noto a, le tensioni o sono date dalla (d). 


495. Le sollecitazioni spaziali negli archi dei ponti. 


L’arco di un ponte può essere sollecitato in misura considerevole dalle forze 
che agiscono normalmente al suo piano. Esse sono dovute principalmente all’a- 
zione del vento, e se il binario è in curva, all’azione centrifuga del treno, nonchè 
all'eventuale frenamento di questo. Non sempre tali forze incontrano l’asse geo- 
metrico dell'arco, come ad es. il vento agente sul treno. In questo caso conviene 
trasportare le forze in modo che incontrino l’asse, e aggiungere delle coppie op- 
portune, che si decompongono in coppie torcenti e in coppie flettenti in piani 
normali a quello dell'arco. Infine, anche le variazioni termiche diverse sulle due 
fronti dell'arco possono produrre effetti non trascurabili. 


(*) Si è trascurata la diminuzione che subisce 8 in seguito alla deformazione; ma sarebbe 
facile tenerne conto per successive approssimazioni. 
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Dopo gli esempi svolti-negli esercizi dei nn. 489 e 493,-lo studio degli effetti 
di tali forze e di tali coppie non presenta difficoltà. Come struttura principale 
si assume quella costituita dai due semiarchi separati con un taglio nella sezione 
C in chiave, come si è fatto negli esempi suddetti. Se le forze esterne sono distri- 
buite in modo simmetrico sulle due metà dell’arco, l’unica incognita sovrabbon- 
dante è il momento flettente M, nella sezione C. Se invece non sono simmetri. 
che, si hanno le tre incognite M,. M, , T., che però si separano sostituendo alla 
data condizione di carico una condizione simmetrica (incognito M,) e una anti- 
simmetrica (ineogniti Mi, e T., nota 14). 

In generale la sezione dell'arco non è costante, ma è variabile, ciò che spesso 
rende impossibile il calcolo dei vari integrali. Tuttavia la difficoltà si supera fa- 
cilmente, decomponendo l’arco in un certo numero di tronchi finiti As e sosti- 
tuendo agli integrali le sommatorie corrispondenti (cfr. gli es. 674 b, c, 682, 699). 

Il calcolo delle incognite iperstatiche si può effettuare sia per forze esterne 
fisse, sia per un carico unitario o per una coppia unitaria torcente o flettente 
agenti in un punto mobile dell’asse geometrico, nel qual caso si ottengono le linee 
d'influenza delle incognite sovrabbondanti (2). 

L’arco si considera in ogni caso incastrato, poichè anche gli archi a due o 
a tre cerniere si comportano come incastrati rispetto alle forze spaziali (n. 488 c). 


496. Le molle elicoidali. 


IS 


Il caso più frequente è quello delle molle elicoidali tese o compresse 
assialmente. Tuttavia non è raro il caso di molle 
soggette a una coppia torcente, cioè agente in un 
piano normale all’asse dell’elica: e talvolta a una 
coppia flettente (es. 939-941). Si devono determi- 
nare le sollecitazioni e le deformazioni. 

Consideriamo una molla a elica cilindrica (fi- 
cura 1085) di raggio medio è, di lunghezza Lo, di 
passo ps. avente il filetto inclinato dell’angolo €, ri- 
spetto al piano normale all’asse (l’indice 0 significa 
prima della deformazione). L'angolo e, è definito 
da tg eo = Po/27R. La lunghezza l del filetto è data 
da (n numero delle spire) 


1 Lo No n2aR 
“— senego  SeNeg COSO Fig. 1085. 


(a) 


(8) Si vedano le memorie di F. ExGESsER: Das elastische TonnengewbIbe als raumliches System 
betrachtet, « Zs. f. Bauwesen », 1909, pag. 107: W. SACHENMEIER: Berechnung von sechsiach statisch 
unbestimmten Gewòlben, « Zs. f. Architectur u. Ingenieurwesen », 1910, pagg. 85 e 342. 

Un metodo generale è svolto nella memoria di C. L. RICCI: L’ellisse di elasticità trasversale, 
«Acc. d. Scienze », Torino, 1911. Più semplice è il metodo proposto nella parte V del volume 
di A. HAWRANEK: Nebenspannungen von Eisenbeton-Bogenbriicken, Berlino, Ernst, 1919. Esso 
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a) Trazione o compressione (8) (*). La molla è tesa assialmente 
da una forza P. In un punto generico $ del filetto indichiamo cor t la 
tangente all’elica, con n la normale principale (che incontra normal- 
mente l’asse dell’elica) e con d la binormale (normale a # e a n). Le 
soliecitazioni nella sezione $S del filetto consistono nello sforzo normale 
N=Psena e nel taglio T, = Pcos a, che si possono trascurare, e nei 
momenti torcenti e flettenti (uguali in tutte le sezioni) 


(776) M,=—PRcosey, M,=0, M,= PERsene,. (8) 


Se la sezione del filetto è circolare di raggio r, per le (738), (739) le 
tensioni principali e la tensione tangenziale massima risultano 


Do a 08) _ 2PR . 2PR 
(777), (778) o.) ar (sen eo 1), Tm = Gra 


La Tmaz è indipendente da e,, e quindi coincide col valore trovato nell’e- 
sercizio 126 per il caso delle spire piane. 

Se la sezione è rettangolare, le tensioni si calcolano come nel n. 487 b). 

Se la variazione della lunghezza Lo è considerevole, nelle (776), (777) 
si sostituisce sen e a sen &,, essendo & l’angolo della molla deformata 
(n. 496 b), mentre cos e è praticamente uguale a cos so. 

b) La molla, deformandosi, subisce una variazione di lunghezza dò: 
inoltre un’estremità ruota rispetto all’altra di un piccolo angolo 9 intorno 
all’asse 2 (ciò che fa avvolgere o svolgere un poco l’elica, con lievissima 
variazione del numero n delle spire e del raggio R). 

L’allungamento (o accorciamento) è si può ottenere mediante un’in- 
dagine cinematica poco più complessa di quella dell’esercizio 126; ma 
si ottiene più semplicemente mediante l’equazione dei lavori virtuali 
(nn. 328 a, 340 c, d), usando le sollecitazioni effettive (776) e quelle 


si può usare sia in modo analitico che grafico, e consente di tener conto delle varie azioni esterne. 
Si veda anche il Cap. 1, V del volume di E. GABER: Bau und Berechnung gewblbter Briicken una 
ihrer Lehrgeriiste, Berlino, Springer, 1914. 

Le sollecitazioni nelle volte oblique sono studiate nel fascicolo di H. MARCUS citato nel n. 498. 

(**) Per lo studio del carico di punta nelle molle compresse, si veda O. BELLUZZI: La stabi- 
lità deil’equilibrio elastico nelle molle elicoidali, « Annali d. Lav. Pubbl. », 1929, n. 8: Prove eseguite 
su molle elicoidali soggette a carico di punta, «idem », 1930, n. 1. Si veda anche il Cap. XXXIII. 

(*#) Per il caso in cui il filetto sia da considerare a grande curvatura (r non molto piccolo 
rispetto a A), si veda la memoria di O. RoEVER: Beanspruchung zylindrischer Schraubenijedern 
mit Kreisquerschnitt, «Zs. V. D. I. », 1913, pag. 1906. Si vedano anche le tre memorie di O. GOEH- 
NER: Schubspannungsverteilung im Querschnitt einer Schraubenjeder, « Ingenieur-Archiv », 1930, 
pag. 619, 1931, pagg. 1 e 381. 

(**) N momento MM; si considera positivo perchè fa diminuire la curvatura, in armonia con 
la convenzione del n. 403. Se invece P è di compressione, basta nelle (776) considerare P nega- 
tivo, Si veda il n. 497 per le convenzioni più precise sui versi che si assumono positivi per le varie 
sollecitazioni. 
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fittizie espresse dalle (776) per P = 1. Si ottiene così (B, = EJ) 
1 i ì 
ò =3] PRsenes- Rseneas ds +7) PERcose Ecose-d8,) 
0 () 


ossia (y = B,/C, nota 1) 


/sen? 80 # cos? ) __ PR? 


(779) è = PR( c c_)= g 1+w—1cost e]. 
d d 


Per ottenere la rotazione 0, si associano le sollecitazioni effettive (776) con 
quelle fittizie espresse dalle (781) per M. = 1 (fig. 1086), e risulta 


(780) 0 = PRlsene; cos sol BE 32 . 


1 1\__PRI (y—1)sen2e, 
Parlate sega 
Se P è di trazione e se y > 1, l'angolo @ risulta negativo, ossia è di verso oppo- 
sto a quello di M, = 1 (fig. 1086); quindi la rotazione 0 è tale da far aumentare 
un poco l’avvolgimento dell’elica. 
Se sì sostituisce a 2 una delle espressioni (a), le (779), (780) si possono scri» 
vere in diversi altri modi; ad es. (85) 


__ PE?L, 1+(y—1)cos° e, 9 
- Bi sen &o i 


E 


(779;). (7801) Ò = B, (y — 1) cos co. 


Se l’angolo d’inelinazione &, è molto piccolo, si può porre sen eg = 0, cos ge = 1 
nelle (779), (780). Se inoltre la sezione del filetto è circolare di raggio 7, si ottiene 
l’espressione approssimata 

ai PE = 
779%) Ò = 4n GA & Ma 
(in armonia con l’es. 127), mentre 9 diventa trascurabile. 
e) Torsione. Le estremità della molla sono soggette a una 
coppia torcente di momento .M, nel piano normale all’asse x 
(fig. 1086). In ogni sezione S si hanno soltanto le sollecitazioni 


(781) M,= M,5Sene, M,=0, M, = M,005 80. 


Se la sezione del filetto è circolare di raggio r, le tensioni 
risultano 


20, 
i ma (cos e + 1), Tmax 


23, 
n° Fig. 1086. 


d) La rotazione 0 di un’estremità rispetto all’altra provocata da M, si ot- 
tiene associando nell’equazione dei lavori virtuali le sollecitazioni effettive (781) 


(3°) La deformazione è si può calcolare mediante le dimensioni della molla indeformata, pera 
chè nella (779) 7 non varia e cos e è praticamente invariabile, mentre nella (779;) si ha Lo/sen so = 
= 1. Invece per calcolare #8, se la deformazione è considerevole occorre sostituire nelle (780), 
{780,) sen 2a, ed L, con sen 2: ed L della molla deformata. 
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con quelle fittizie espresse dalle (781) per M,= 1, e risulta 


= o cos? o , Sen? e) _MI 
(784) 0= 312( rg )= BE 11+ (9 1) sen ag). 


La variazione di lunghezza ò (accorciamento, se M, ha il verso indicato nella 
fig. 1086, ossia se fa svolgere la molla), si ottiene associando nell’equazione dei 
lavori virtuali le sollecitazioni effettive (781) con quelle fittizie espresse dalla (776) 
per P= 1, e risulta 


(785) ò = M,Rlsen cos e) (F_ 7) ZI dai se 2) een 2€0 è 
Confrontando con la (780), si riconosce che il teorema di Maxwell del n. 335 5) 
è soddisfatto. 

e) Le molle sono destinate ad assorbire o ad accumulare una certa quan- 
tità di lavoro. Quindi conviene che il lavoro unitario L/V per unità del volume 
V di materiale impiegato, a parità di tensioni (ad es. di T.,naz), Sia il massimo pos- 
sibile. Limitandoci al caso a) delle molle tese o compresse, se consideriamo le 
molle con filetto di sezione ellittica, si trova che L/V è massimo quando la se- 
zione è circolare (*"), e vale L/V = 72,1,/4G. Se consideriamo le molle con filetto 
di sezione rettangolare, si trova che L/V è massimo quando la sezione è quadrata, 
e vale L/V = thax/5,71G. Dunque L/V è massimo quando la sezione del filetto 
è circolare (1,4 volte maggiore di quello relativo alla sezione quadrata). 


Esercizio 936. — Una molla elicoidale, col filetto di sezione circolare di rag- 
gio 7 = 0,3 cm, ha le dimensioni L, = 20 cm, RF = 2,5 cm, po = 1,25 em, ed è 
compressa assialmente da P = 18 kg. Calcolare le tensioni e le deformazioni. 

Soluzione. a) Conviene valutare prima le deformazioni, per potere poi cal- 
colare le tensioni mediante l’angolo e della molla deformata. 

L’angolo e, è definito da 


sa” 0,0796 cui corrisponde sen £, = 0,0793, cose, = 0,997. 
Per v = 0,3 si ha (nota 1) y = 1,3. Quindi l’accorciamento risulta (779,) 
(nota 36) 
s- 1825920 1+0,3-0,9972 
© 2,15 - 105 - 770,34/4 0,0793 


= 2,69 cm=- 2,7 cm, 


La rotazione 0 risulta (sostituendo nella (780,) I° con L= 17,3 cm) 


18 - 2,5 - 17,3 


d= 2,15 - 10° - 770,34/4 


0,3 - 0,997 = 0,017 radianti = 0° 58’. 


b) Nella molla deformata sen e è dato da 


id aa 17,3 
E: 


sen € = Sen £qQ 


(*) P. GRADENIGO: Le molle, vol. quarto, $$ 67, 69, Torino, Lattes. 1927. 
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Quindi le (777), (778) danno 


o) _ 2:18-2,5 
o,) -0,3° 


-n__f 1134 kg/emq 
(0,0686 [ui 1) “n tt 988 » , 


Tmax = 1061 kg/cmq. 

Esercizio 937. — La molla dell’esercizio 936 ha il filetto di sezione rettan- 
golare larga 0,5 cm e alta 0,7 cm. 

Soluzione. Rispetto all’asse di sollecitazione, che è orizzontale, la sezione è 
meno alta (0,5 cm) che larga (0,7 cm). Quindi, essendo (n. 153 a) f = 5,35, si 
ha (nota 1) y = 1,16. La rigidezza a flessione vale B, = 2,15 - 10° - 0,7 - 0,5°/12 = 
= 15670 kgemq. 

Sostituendo nella (779,), si ottiene d = 2,1 cm; quindi dalla (780;), per 
I= 17,9 cm, si ha anche 0 = 0.0082 radianti. 

Nella molla deformata è sen e = 0,071. Quindi i momenti (776) valgono 
M,= 44,9 kgem, M, = — 3,2 kgem. Le tensioni nei punti di mezzo del lato 
maggiore risultano (160), (126) 7 = 1129 kg/cmq, o = 109 kg/emq. 

Mediante la prima espressione (738) si ottengono le tensioni principali ce = 
= 1185 kg/emq, o, = — 1076 kg/emq: quindi mediante la (739) si ha anche 
Tmax = 1131 kg/cmq. 


Esercizio 988. — Una molla elicoidale, col filetto di sezione circolare di rag- 
gio r = 0,1 cm, ha le dimensioni Ly = 40 em, È = 2,0 em, po = 1,00 cm, ed è 
esa assialmente da P = 2 kg. Calcolare le tensioni e le deformazioni. 

Soluzione. L'angolo e, è uguale a quello dell’esercizio 936. 

L’allungamento (779,) risulta ò = 31,0 em. 

La lunghezza diventa L = 71 cm, mentre cos e = 0,990. Quindi la rotazione 
(780,) vale 9 = — 0,500 rad = — 28° 39’, ed è molto maggiore di quella del- 
l'esercizio 936. 

Nella molla deformata è sene = 0,141. Quindi le tensioni (777), (778) 
risultano cs = 2906 kg/emq, o, = — 2186 kg/emq. Tnar = 2546 kg/emq (valori 
ammissibili per acciaio da molle). 


Esercizio 929. — La molla dell’esercizio 938 è soggetta a una coppia tor- 
cente M,= 5 kgem. Calcolare le tensioni e le deformazioni. 

Soluzione. Si ha cose, = 0,997. Quindi le (782), (783) danno ce = 6357 
kg/cemq, 0, = — 9,5 kg/cmq, Tmax = 3183 kg/cmq (valori compatibili col com- 
portamento elastico dell’acciaio armonico da molle). 

Si ha sen e = 0,0793, per cui la parentesi quadra della (784) vale 1,002 = — 1; 
quindi in questo caso la (734) non differisce dalla (124) (infatti il filetto è quasi 
soltanto inflesso). Il filetto dell’elica è lungo 7 = n27R/cos e = 40 - 2772/0,997 = 
= 504 cm. Quindi l’angolo di rotazione risulta 0 = 4,49 rad = 257° (v. anche 
l’es. 728). 

La variazione di lunghezza (785) è dè = 0,7 cm, ed è un allungamento se il 
momento M, ha verso tale da avvolgere maggiormente la molla. 


Esercizio 940. — Studiare una molla elicoidale soggetta a flessione semplice 
M (fig. 1087). 


O. BELLUZZI — Scienza delle costruzioni — II 34 
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Fig. 1087. 


Soluzione. a) In una sezione generica $, individuata dal. 
l’angolo @ rispetto al piano di sollecitazione AB, tracciamo i 
tre soliti assi t, n, b. Considerando le opportune proiezioni del 
momento M, è facile riconoscere che esso provoca in $ un 
momento torcente e due momenti flettenti espressi da 


(5) M,= Mcoss cos, M,= Msenw, 
M,=—- Msenza, cos. 


Mentre nei casi del n. 496a, c) le sollecitazioni erano le 
stesse in tutte le sezioni, qui invece variano da sezione a se- 
zione. Ad es., per = 0 e perm=%z si ha M:=+ Mcose, 
M,=0, M,=7FMsena, mentre per @= +7z7/2 si ha 
M,=0, M=+M, M,=0. 

b) Per determinare l’angolo di flessione @ di un’estre. 
mità della molla rispetto all’altra, associamo nell’equazione 
dei lavori virtuali le sollecitazioni effettive (è) con quelle fit- 
tizie relative a M = 1. 

Gli integrali vanno estesi alla lunghezza ! del filetto. Ma 


poichè le sollecitazioni (b) variano nello stesso modo in tutte le spire, si possono 
estendere gli integrali a una spira e moltiplicare il risultato per il numero n 
delle spire. La lunghezza di un elemento del filetto è ds = Rdmw/cos eg; quindi, 
essendo gli integrali di sen? © dw e di cos? @ dw, estesi da 0 a 27, uguali a 7, 


si ottiene (38) 


n 
silbenb 
0 


(01) 


(4) 


2a 


f M sen? @ 


2x 2x 


Ra ù 
n | M cos? e, cos? w a 


Rdo n 
cos e C. COS €09” 
0 


sf 
— | Msen? 8, c08° 
COS &0 + Bi J Ù 
l) 


"COS &o 


B, B, È € 


nMR 1 sen? £ cos? € 
ETA ce OL SU, 


Si ha 1= n2xR/cos e = L/sen e; per cui si può anche scrivere 


= E (7+ 


cos? 2a) 


sen? £g , COS? >) ML ( 1 sen?ey 
(0) 


Bi (0)  2sen ey B,° Bi + 


Se la sezione del filetto è circolare, si ha B, = B\ = EJ, C= EJ:(1+7); 
per cui la parentesi diventa (2+ v cos? e) : EJ. 

Confrontando la seconda espressione (c,) con la (124), si riconosce che la molla 
si comporta come una barra prismatica della stessa lunghezza L e di rigidezza 


B* = 2 sen so 
— 1, sente, , coste 


(3) Non si tiene conte della variazione che subisce l'angolo e, d’inclinazione nelle varie se- 
zioni S in seguito alla fiessione della molla. Ciò non è causa di grave errore se la deformazione 
della molla non è forte. 
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Esercizio 941. — Una molla elicoidale è incastrata 
a un'estremità e nell’altra è soggetta a una forza P 
normale al suo asse (fig. 1088 a). Determinare le sol- 
lecitazioni e la freccia elastica. 

Soluzione. a) Consideriamo una sezione S definita 
dall’ascissa x-del suo baricentro e dall'angolo ©. Per 
ottenere le sollecitazioni in S, trasportiamo la forza P 
nel punto dell’asse dell’elica che è alla stessa ascissa 
x e aggiungiamo la coppia M = Px (fig. 1088 b). 
Quindi sovrapponiamo le sollecitazioni dovute alla P 
trasportata a quelle (è) dell’esercizio 940 per VM = Pa. 


Si ottiene così Fig. 10$5. 
( M,= —PRsena seno + Pr cos e, C08 W 

{e) < M,= Prsenw 
| HU, = — PRcosesen®— Prseneg;c08 m. 


Queste sollecitazioni sono massime per x = I, ossia nella sezione vincolata. 
Le tensioni corrispondenti si ottengono facilmente componendo i due momenti 
flettenti M,, ed M,, e procedendo poi come si è detto nel n. 487 a). 
b) La freccia elastica si ottiene immediatamente utilizzando l’osserva- 
zione fatta nell’esercizio 940 e la rigidezza equivalente B* data dalla (d). Sosti- 
tuendo B* a £J nella (262), si ottiene 


PI* PIA (1 sen? £ cos? € 
00) i“ naagt + oo) 
3B 6 sen e Bn B, (0) 


Se la sezione del filetto è circolare di raggio r, si ha più semplicemente 


) j= 2PL* _24+vcose, 
(a — 3nErn Sen £0 


Ad es., nel caso della molla dell’esercizio 936 la forza P = 1 kg provoca 
una freccia 
2-:1-20° ——2+0,3-0,9972 
hei 37 + 2,15 « 105 - 0,34 0,0793 


= 2,84 cm. 


Esercizio 942. -— Sollecitazioni e deformazione dell’elica conica compressa 
assialmente. 

Soluzione. Se l’elica è a passo costante e se la sua proiezione è una spirale 
di Archimede (pure a passo costante), l’angolo e, d’inclinazione risulta variabile 
e decrescente al crescere di È. 

Le (776) sono ancora valide, essendo FR ed &, i valori corrispondenti alla sezione 
S che si considera. 

Se l’inclinazione è abbastanza piccola da poter ritenere sen £ = 0, cose = l 
si può usare per Ò l’espressione trovata nell’esercizio 128. 
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Esercizio 943. — Un anello circolare aperto in A è ivi soggetto a due forze 
P uguali e opposte, normali al piano dell’anello (fig. 1089 a). Determinare lo spo- 
stamento relativo dei punti A e la tensione massima. 

Soluzione. In una sezione generica $S si ha 


(9) M,= PERsenw, M,= PR(1—cosw), M,=0. 


Lo spostamento ò è dato dall’equazione dei lavori virtuali, associando le 
sollecitazioni effettive (9) con quelle fittizie relative a P= l: 


2x 2a 


_PRI_ 4 PRC __ PE - - 
ò=% | sen 0d0+"7 |(1_coswflo=x7_(14 37). ( =% 
0 0 
Ki Il profilo dell’ anello si deforma come mostra la 


P fig. 1089D). 
Se la sezione è circolare di raggio r, per v = 0,3 
b) si ottiene (nota 1) 


PR* PR: 


= i D0 == 
ò = 19,6 20 Fa 


Fig. 1089. ET 
Ad es., se P= 50 kg, R= 20 cm, r= 1 cm, E=2,15- 108 kg/cmq, risulta 
> 3,7 cm. 

Le tensioni principali (738) risultano espresse da 

Opi EE sen? © + (1 — cos w)? = PI (sen + 25en © 

i mm (sen @ + / Sen? © + ( w)?) e na? DI. 
La 0; è massima per © = 120°, e risulta max o; = 1,654P R/r9. 

Se invece si considera la 0;;a, se m = 3 si trova che essa diventa massima 
per © = 137°, e risulta max 0g ;a = 1,87PE/f8 (8°). 


497. La trave a elica. 


La trave a elica è talvolta impiegata nell’architettura moderna come soste- 
gno delle scale a elica, specie di cemento armato. Per la limitata importanza di 
questa struttura, ci limitiamo a considerare i due casi più frequenti nella pratica. 

In una sezione generica si hanno in generale tutte e sei le sollecitazioni, che 
si assumono positive secondo le seguenti convenzioni (fig. 1090 b, c) (assi £, n, d 
come nel n. 496 a). Lo sforzo normale N si considera positivo se di trazione. 
Il momento torcente M, è positivo se, procedendo lungo l’elica, la parte di trave 
che precede trasmette a quella che segue un momento destrogiro. I momenti 
flettenti M,, -M; sono positivi il primo se fa tendere le fibre inferiori, il secondo 
se fa tendere le fibre interne (ossia se fa diminuire la curvatura). Gli sforzi di 
taglio T,, T, sono positivi il primo se, procedendo nel verso di © crescente, pro- 
voca una variazione positiva di M,, il secondo se provoca una variazione posi- 
tiva di M,. 


(**) Cfr. F. GRASHOF: Theorie der Elasticitàt und Festigkeit, Berlino, Gaertner, 1878, pag. 296 
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a) Trave incastrata a un'estremità e libera all'altra (fig. 1090 a). La trave 
è staticamente determinata. Supponiamo da prima agente un solo carico verti- 
cale P in un punto qualsiasi D definito dall’angolo g. In una sezione generica 
S più bassa di D, aefinita dall'angolo © > g; il carico P provoca le sollecitazioni 


(N=_—Psene, Pi. =0,; T,=—Pcose, 
(a) M,= Pcose- R[1—cos(0—g)], M,=-—P-Esen(@—9Q), 
My = —Psene-R[1—cos(®@—p)], 


essendo e l’angolo d’inclinazione dell’elica rispetto all’orizzontale. 

Se agiscono forze verticali qualsiansi, le sollecitazioni in S sono date dalla 
somma degli effetti delle forze agenti fra A ed S. 

Ad es., nel caso di un carico uniforme g per unità di lunghezza dell’elica, o 
do per unità di lunghezza della sua proiezione orizzontale (go = g/cos e), e di un 
carico P concentrato nell’estremo A, si ottiene (4°) 


N =—-(P+%£©)sene, T.=0; T,=—(P+@Pw)cose 
(786) | MU, = [PR(1— cos @)+ qoE*(@ — sen W)] cos e 
M,= —PRseno—qE®(1— cos w) 
| MU, = —[PEsenw+ goE*(0— sen w)] sen e. 


Le massime sollecitazioni si hanno nella sezione più bassa B. 


Fig. 1090. Fig. 1091. 


b) Trave incastrata alle due estremità (fis. 1091 a). La trave ha sei vincoli 
sovrabbondanti, bastando i sei vincoli dell’estremità inferiore per fissarla nello 


(*°) Le sollecitazioni dovute a gg si ottengono come negli esercizi 242, 251, 252, sostituendo 
a P il carico elementare qgRdq. Ad es., per M, si ha 
(0) (0) 
M,=f- Rd -Rsen(0—@) = — E? [ seno — 9)dg = — R°1—cos ©). 
0 0 
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spazio. Tuttavia se ci limitiamo a considerare u caso della trave di sezione co- 
stante, soggetta a carichi verticali simmetrici rispetto alla sezione di mezzo © 
(come P e P agenti in punti simmetrici D e D,), le incognite sovrabbondanti 
sono soltanto due, e cioè T,, ed M, nella sezione C; ciò che si dimostra pei as- 
surdo, con un ragionamento ‘analogo a quello che si fece nel caso dei carichi anti- 
simmetrici (nota 65 del Cap. XX). Infatti, consideriamo ad es. la N, in C, e sup- 
poniamola diversa da zero e di trazione. Separiamo in C le due metà della trave 
(fig. 1091 b), e applichiamo alle due sezioni C rese libere le sei sollecitazioni (n: ile 
fisura sono indicate soltanto N,, Tn M,,)- Se ora facciamo ruotare di 180° le 
due metà AC e CB della trave intorno alla retta n per C, ognuna di esse va al 
posto dell’altra, ossia la trave si capovolge. I due punti D e D, si scambiano ira 
loro, e quindi i carichi risultano gli stessi di prima, ma rivolti verso l’alto. Per- 
ciò la N, dovrebbe cambiare segno e diventare di compressione. Ma d’altro canto. 
ognuna delle due N, indicate nella figura va al posto dell’altra ed N, rimane di 
trazione. L’assurdo scompare soltanto se N, è nulla. Nello stesso modo si ricor:0- 
sce che in 0 devono essere nulle IM,, 7}, I, Invece la 7, n PUÒ esistere. perchè 
capovolgendo la trave come si è detto dianzi, ognuna delle due Tn, indicate nella 
fiysura va al posto dell’altra, per cui 7, cambia effettivamente di segno; e quindi 
non si ritrova l’assurdo precedente. Lo stesso dicasi per I, ne 

Indicando con X e Y le incognite Tno ed Ma, e utilizzando le (786), in una 
sezione generica S (fig. 1091 c) le sollecitazioni risultano (4°) 


N =—qRosene+ Xsenocose, T,=Xcoso, T,=—qQRmcose—Xsenwsene 
8 \ Mi = QE? cos e(®@ — sen W) + RX sen e (sen @ — © cos MW) — Y sen © cos € 
di M,=— @QR?1— cos m)— RX tge-: sen + Y cos w 
| MU, = — ql? sen (© — sen m) + RX cos e(sen w + tg?e + W eos m) + Y sen © sen a+ 


Le incognite X e Y sono determinate dalle condizioni che la sezione C non 
si sposti secondo n e non ruoti intorno a n (ciò che si dimostra per assurdo 
come dianzi). Esse si ottengono nel modo più semplice mediante l'equazione 
(479) dei lavori virtuali, nella quale si tiene conto degli integrali contenenti I, 
M,, M;, e si combinano le sollecitazioni effettive (787) con quelle fittizie rela- 
tive a XY =10a Y= 1. Tralasciando i passaggi algebrici, le due equazioni ri- 
solventi risultano (4°) 


| RIte2e[I;+I.(Bsen2e+y, cos? e)]+2(f—yn)I2 sen? e+I;(8 cos? a+ y, sen? e)} X + 
\+ tg e[I.(f sen? e + y, coste—1)+ (8 — yn)I cos? e] Y = 
! = ql? tg «(8 — yn)(Is— IL) cos e + (I —I,)(f sen? e + yn cos'e) + IX—I;], 
Rtge[I.(f sente + y, coste — 1) + (8 —yn)I cos? e]X + 

+ [Z,+ I(f sen e + y, cos e)] Y = qoEt°[( (I3— I,)(f sen? e + y, cos e) +I3 — I]. 


(788) 


(41) Ad es., l’influenza di X su N si ottiene considerando della X la componente X sen @, 
e di questa la componente X sen © cos e parallela a f. Il momento M, di X rispetto a t si ottiene 
trasportando la X nel centro O e sostituendola con le componenti X sen © e X cos w: la compo- 
nente X sen © sen e della prima ha rispetto a t il momento X sen © sen e - R; la seconda ha ri- 
spetto a # il momento — X cos © - R» tg © cos =, essendo R>:tge il dislivello fra O ed S, ed 
Rwtge «cose la minima distanza fra la retta d'azione di X cos w e la retta tg. La componente 


(5) 
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In queste equazioni f} = B,/B,= J,/J, e © Yn = B,/C (nota 1) sono i rapporti 
«lelle varie rigidezze, mentre le quantità I,, ... Is sono delle funzioni dell’ ampiezza 
aryolare a della proiezione della metà AC o CB: 


a , sen 2a sen 2a acos 2a 
I, 9 4 ’ I, 8 “i 4 , I3= sena, L=a—1,, 
3 2 € DI 3 
a a? sen 2a ai 
I;=sena—acosa, b=%G—_ ni +1, l=g3L» I=a?sena— 2Is. 


Se l’elica è destrorsa, cioè tale che guardando lungo l’asse e girando in senso 
orario si avanza lungo l’asse (come nelle viti comuni), nelle (788) l’angolo e si 
considera positivo. Se invece è sinistrorsa, & si 
considera negativo, e quindi tg e è negativa. 

Ricavati dalle (788) i valori di X = Tn, e di 
bra =M, , basta sostituirli nelle (787) per ottenere 
le varie sollecitazioni in una sezione S qualsiasi. 


Esercizio 944. — Una trave a elica libera nel 
l'estremità superiore A e incastrata in quella infe- 
riore B è composta di una spira intera (@, = 27) 
(fir. 1092 a), di raggio R = 2 m e di passo p= 
=5 m. Calcolare le sollecitazioni a metà altezza 
e in basso, provocate da P = 1000 kg agente in A 
e da go = 600 kg/m agente sull'intera trave. 

Soluzione. L’inelinazione è definita da 
" +1200 kgm DD 


P___ LI 
Sn bn a 99, Fig. 1092, 


e= 0,379 = 21043”, sene = 0,370, cose = 0,929, 


tge= 


Nella sezione a metà altezza (@ = 2) le sollecitazioni risultano (786) 


N=— 1765 kg, 5 5 T,= — 4431 kg, 
M,= 10720 kgm, MI, = — 4800 a ; M,= — 2790 kgm, 


Nella sezione al piede (@w = 27) si ha invece 


N=_— 3160 kg, 7,=0,  7,=— 7934 kg, 
M,= 14010 kgm, —M,=0,  M,=— 5580 kgm. 


Esercizio 945. - La stessa trave dell’esercizio 944, di sezione rettangolare 
larga 30 cm e alta 60 cm, è incastrata anche in alto, ed è soggetta a go = 000 
kg m. L’elica è destrorsa (fig. 1092 b). 


della coppia Y nel piano normale a # si ottiene proiettando prima la Y sul piano verticale pas- 
sante per n, ciò che dà Y sen w, poi moltiplicando per cos e (risulta — Y sen @ cos e perchè la 
coppia Y dà un momento MW, negativo). E analogamente per le altre sollecitazioni. 

(4) Cfr. O. ZANABONI: Travi ad Cura e trani ad asse circolure orizzontale, « Il cemento armato », 
1939, n. 2. F ‘ i ù £ aa 
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Soluzione. Si ha tg? e = 0,1584, senze= 0,1369, cose = 0,8630; f = 4, 
Y, = 3,2 (per v= 0,1, nota 1). 
Per a= x le quantità I,,... 13 valgono 


I,= 1,57, I,=—0,79, IL=0 , L= L57, 
I,=8l4, L= 438, Iy== 628. 


I 
Koi 
[{°) 
D 


Quindi le equazioni (788) diventano 


9,75RX — 0,29Y = — 8,369, 
| —0,29RX + 6,77YF = 3,63422, 
dalle quali si ricava 
Xa= Tn, = — 0,8439,R = — 1012 kg 
T=M,,= 0,500%2°= 1200 kgm. 


Le sollecitazioni nella sezione B al piede risultano (787) 


N =— 1395 kg, T, = 1012 kg, Ti =_— 3502 ke, 
M,j= 4475 kgm, M,= — 6000 kgm, M, = — 1854 agm. 
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tano i vari argomenti particolari. Diversi casi di portali soggetti a forze e a 
coppie nello spazio si trovano già calcolati nel mio volume citato nella nota 3. 
Lo studio degli alberi a gomito è svolto più ampiamente nel volume di S. Tixo- 
sHENKO-J. M. LessELLS citato nella nota 7. 

Un'ampia trattazione degli archi circolari sollecitati normalmente al loro 
piano è svolta nel fascicolo di G. UnoLD (nota 10), che contiene anche notizie 
bibliografiche; inoltre qualche caso è studiato nel $ 22 del quarto volume del- 
l’opera di H. MùLLER-BRESLAU più volte citata; e nel n. 41 del primo volume 
dell’opera di F. BreicH: Stahlhochbauten, Berlino, Springer, 1932. Il caso gene- 
rale degli archi non circolari caricati normalmente al loro piano è studiato nel 
Cap. 17 del volume di A. .J. S. PrppARD-J. F. BAKFR: The analysis of engineering 
structures, Londra, Arnold, 1943. Per lo studio degli archi da ponte soggetti a 
forze o a coppie normali al loro piano si veda il volume di A. HAWRANEK citato 
nella nota 32, nonchè le altre opere e memorie ivi citate. I vari tipi di molle sono 
ampiamente considerati sia dal punto di vista costruttivo che da quello del cal- 
colo nell’opera di P. GRADENIGO citata relia nota 37. Si veda anche il Cap. XI 
del volume di .J. PRESCOTT: Applied elasticity, Londra, Longmans e Green, 1924. 
La possibile instabilità per carico di punta delle molle elicoidali compresse 
assialmente e non guidate lateralmente è studiata in modo teorico e speri- 
mentale nei due miei lavori citati nella nota 33. Le travi a doppia curvatura 
sono studiate in modo generale nella memoria di H. MARCUS: Der doppilt 
gekriimmte Trager und das schiefe Gewòlbe, « Forscherarbciten auf d. Geb. d. 
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CAPITOLO XXII. 


LE STRUTTURE RETICOLARI NELLO SPAZIO 


499. Generalità. 


Nel presente capitolo studieremo le strutture reticolari spaziali, cioè 
aventi le aste non contenute in un unico piano, e soggette a forze co- 
munque dirette. Strutture così fatte s’incontrano ad es. in vari tipi di 
paranchi e nelle cupole reticolari. 

Come nel Cap. XIV, supporremo che le varie aste concorrenti in un 
nodo siano articolate tra loro, e riterremo inoltre che i carichi agiscano 
soltanto nei nodi: per cui, come si riconobbe nel n. 295, le varie aste 
sono soltanto tese o compresse, ossia lo sforzo in ognuna di esse dipende 
da una sola incognita. 

Lo studio di queste strutture, ossia il calcolo degli sforzi nelle aste, 
non differisce sostanzialmente da quello delle strutture reticolari piane, 
poichè di solito si utilizza la condizione che ogni nodo sia in equilibrio, 
oppure la condizione di equilibrio di una porzione di struttura isolata 
dalla rimanente mediante una sezione che taglia un certo numero di 
aste. Quindi il calcolo si riduce alla decomposizione di una forza nota 
o di un gruppo di forze note in altre forze incognite delle quali sono date 
le rette d’azione, coincidenti con gli assi di determinate aste. Tuttavia 
nello spazio questa decomposizione è più complessa che nel piano, ciò 
che rende opportune alcune premesse relative alle varie operazioni sulle 
forze e sulle coppie nello spazio. 

Nel corso del nostro studio avremo anche occasione di esaminare le 
condizioni alle quali devono soddisfare il numero e la disposizione delle 
aste che costituiscono la struttura, onde evitare che questa risulti labile 
oppure inadatta a sopportare forti carichi. 


500. Forze e coppie nello spazio. 


Ricordiamo brevemente dalla Meccanica razionale le principali pro- 
prietà dei sistemi di forze e di coppie nello spazio (*), per occuparci poi 


(1) Si vedano ad es. A. FòPPL: Vorlesungen tiber technische Mechanik, vol. II, Capp. I e 
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della decomposizione di una forza, che costituisce il problema fondamen- 
tale nello studio delle strutture in questione. 

a) Una forza nello spazio si può rappresentare mediante le sei ca- 
ratteristiche X, Y, Z, M., M,, M.. che sono le sue componenti secondo 
tre assi 2, y, 2 e i suoi momenti rispetto agli stessi assi. Ricordiamo che 
il momento M di una forza f rispetto a un asse 7 è dato dal prodotto f, - d 
della componente f, della f normale a r per la minima distanza d delle 
rette f, r; e che si ottiene nel modo più semplice proiettando 7 su di un 
piano normale a » e calcolando il momento della proiezione }, rispetto 
al punto traccia di » sul piano. Il momento è nullo se } ed » s'incontrano 
o se sono parallele. 

Graficamente. una forza f si rappresenta in proiezioni mongiane, me- 
diante le sue proiezioni f, ed 7, sopra un piano orizzontale e uno verti- 
cale. Note le proiezioni fi, f. e la scala delle forze, il valore di f si calcola 
immediatamente mediante il teorema di Pitagora (es. 946). 

b) Una coppia nello spazio è caratterizzata dal suo momento M 
(che è il prodotto f - d di una delle due forze per il braccio d), dalla gia- 
citura del piano nel quale agisce, e dal verso. La coppia si può trasfor- 
mare nel suo piano, cambiando la direzione delle due forze, l’intensità 
di esse e il braccio, in modo che il momento M non cambi. Inoltre essa 
si può trasportare in un altro piano parallelo. Una coppia si può rappre- 
sentare mediante un vettore normale al piano di essa, di lunghezza tale 
che misuri il valore di .M in una data scala dei momenti, e di verso tale 
che guardando la coppia secondo il verso stesso la rotazione appaia de- 
strogira. Questo vettore si può spostare comunque parallelamente a sè 
stesso. Esso si può rappresentare graficamente in proiezioni mongiane, 
come si è detto per le forze. 

c) Composizione di forze concorrenti. Noto il punto di concorso delle 
forze (che si può assumere come origine degli assi 2, y, ), per individuari 
ciascuna forza f; bastano le sue componenti X,;, Y;, Z;. Esse sono date da 


(789) Xi=fcosa;,, Yi=f,cosf,, Zi=fc08y;, 


essendo a;, f;, y; gli angoli della f; coi tre assi. La risultante R passa 
anch’essa per que] punto, e le sue componenti sono 


(790) X=ZXg, Y=S5Y;, Z=5z. 

La grandezza della risultante e la sua direzione sono date da 

(791) R=VX?+ Y?+ Z3; cosa= X/R, cosf=Y/R, cosy=Z/R 
III, Lipsia, Teubner, 1926; S. TIMosHENKO-D. H. YouxG: Engineering mechanics. Statics, Capp. V, 


VI, VII, New York, MeGraw-Hill, 1937; B. Mayor: Stutique graphique des systèmes de l’'espuce, 
prima parte, Losanna, Rouge, 1910. 
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Nel caso di speciali simmetrie, la composizione può essere sempli- 
cissima. 

Condizione necessaria e sufficiente per l’equilibrio del sistema è che 
siano nulle le tre componenti (790), ossia 


(792) ZX,=0, SY;=0, ZZ=>0. 


Può essere utile ricordare che la proiezione della risultante su di una 
‘etta è uguale alla somma delle proiezioni delle com- 
ponenti; e che la proiezione della risultante su di un 
piano è la risultante delle proiezioni delle componenti. 

Graficamente, la risultante è la retta di chiusura 
Ael poligono spaziale delle forze. Considerando per 
maggior chiarezza il caso di tre sole forze concorrenti 


(fig. 1093 a), il poligono, genera!mente sghembo, è BR 

quello della fig. 1093 b). Esso però non si può costrui- th P, 5) 
re nello spazio (a meno che non si usi ad es. del filo oH La 
metallico); per cui in pratica si tracciano le sue proie- 2137 

zioni mongiane, che danno le due proiezioni R, ed È, Da si 


della (es. 947). 
Sono da notare i seguenti casi particolari: 1°) Un sistema di tre forze 
concorrenti non complanari è in equilibrio soltantc se ciascuna di esse 
è nulla. 2°) Un sistema di quattro o più forze tutte complanari salvo 
una può essere in equilibrio soltanto se questa è nulla. 3°) Se di quattro 
forze concorrenti equilibrate, non tutte in uno stesso piano, due sono 
allineate, esse sono uguali e contrarie, e le altre due sono nulle. 

d) Composizione di coppie nello spazio. Un sistema di più coppie 
disposte in modo qualsiasi nello spazio equivale a una coppia unica. 
Questa si ottiene spostando parallelamente a sè stessi (n. 500 bd) i vet- 
tori che rappresentano le singole coppie, in modo che risultino concor- 
renti, e componendoli come si fa per le forze. 

e) Caso generale. Qualunque sistema di forze non concorrenti si può 
ridurre a una forza E passante per un punto 0 arbitrario e a una coppia 
M agente in un piano generalmente obliquo rispetto a /. Infatti, ogni 
forza del sistema si può spostare parallelamente a sè stessa in modo che 
passi per 0, aggiungendo una coppia opportuna. Quindi le forze rese 
così concorrenti si compongono in una risultante E, e le coppie aggiunte 
si compongono in una coppia M. Ciò vale naturalmente anche nel caso 
in cui il sistema dato sia costituito da forze e anche da coppie qualsiansi. 

La grandezza e la direzione della risultante £ sono le stesse qualun- 
que sia il punto 0 che si sceglie. Se si cambia 0 in 0,, cambiano soltanto 
ii momento e la giacitura della coppia M. Infatti, se si trasporta I da 
O in 0,, si deve aggiungere una nuova coppia, che poi si c mpone con 
M ottenendo una coppia M,. 
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Se si decompone il vettore M in una componente M, parallela a R 
e in una MX, normale, cambiando il punto 0 cambia solo M,, mentre 
M, è indipendente dal punto. Le due forze che costituiscono la coppia 
M, si possono rendere complanari con È; per cui, scegliendo opportuna- 
mente 0,, si può annullare M,, riducendo così il sistema a una forza 
R e a una coppia M, agente in un piano normale a È (in altri termini, 
la forza È e la coppia M, equiva!gono a una forza PR spostata opportu- 
namente, n. 34). La retta d’azione di questa A è l’asse centrale del dato 
sistema di forze. 

Se la coppia M, è nulla, il sistema è riducibile a una sola forza R, 
poichè la coppia I, si può annullare con una scelta opportuna del punto 
O. Se invece è nulla la risultante A delle forze rese concorrenti, il sistema 
si riduce a una sola coppia M. Se sono nulie la R e la W, il sistema dato 
è in equilibrio. 

Trasformato il sistema in una forza PR e in una coppia #/, le due forze 
f, f'' che costituiscono la M si possono spostare in modo che una di esse, 
ad es. f', incontri la È. Se R' è la risultante di È e di Y”, il sistema è ridotto 
così alle due forze sghembe R' ed f”. Le due forze sghembe possono va- 
riare in infiniti modi, sia perchè le forze f’, f'" che costituiscono la 1 
possono variare di direzione e di grandezza nel loro piano (n. 500 b), 
sia perchè, come si è detto dianzi, si può cambiare la grandezza e la gia- 
citura di M. 

Analiticamente, il sistema è individuato dalle sei caratteristiche 
(793) (TL = ZA 3 Y ZI, Z =ZZ;5 

(M,=ZM,,, M,=ZM,,; M,=2M,,. 

Condizione necessaria e sufficiente affinchè il sistema sia in equili- 

brio è che le sei caratteristiche (793) siano nulle, ossia 


sx, è, sr sù, Mad, 


(793,) ZM,,=0, ZM,,=0, ZM,,=0. 


Esercizio 946. — Calcolare il valore della forza P rappresentata in proiezioni 


mongiane nella fig. 1094. 

Soluzione. La proiezione orizzontale P’ è lunga 22 mm. Il dislivello delle due 
estremità della proiezione verticale P‘ è h = 14 mm. Quindi, per il teorema di 
Pitagora, il segmento che rappresenta la forza nello spazio è lungo / 22° + 14* 
= 26,1 mm. Se la scala delle forze è 1 cm = 200 kg, il valore della forza è P 


= 522 kg. 


I 


Esercizio 947. — Trovare la risultante delle tre forze concorrenti P,, P., Pi 
rappresentate in proiezioni mongiane nella fig. 1095 a). 
Soluzione. A partire da un punto arbitrario 0/0” tracciamo (fig. 1095 b) i 
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due poligoni delle forze che sono le due proiezioni del poligono delle forze nello 
spazio, e i cui lati sono le proiezioni orizzontali e verticali delle forze date. I seo- 
menti di chiusura E’ ed E” sono le due proiezioni della risultante cercata. Se la 
scala delle forze è 1 cm = 500 kg, si ha R = 865 kg. 

Per occupare meno spazio, si può anche assumere 9’ = 0/7, 07 = O”. 


E) 


Fig. 1094. Fig. 1095, Fig. 1096. 


Esercizio 948. — Un ritto verticale AB (fig. 1096) alto f è tenuto fermo da 
quattro tiranti uguali, fissati al suolo nei vertici di un quadrato di lato a. Cal- 
colare la compressione nel ritto, sapendo che i tiranti sono tesi ugualmente da 

= 800 kg, e che h=a. 

Soluzione. La mezza diagonale BC del quadrato è lunga a/% 2; quindi la 
lunghezza s del tirante è tale che s° = a? + a?/2 = 3a?/2, da cui s = (V 3/7 2)a. 
Si ha perciò cosa = h/s = a/s = V 2/3 = 0,8165. 

La componente verticale di S è V = S cosa = 0,8165 S; quindi la compres- 
sione nel ritto risulta 


S,j=—4-800-0,8165 = — 2613 kg. 


501. Decomposizione di una forza in tre. 


La ricerca degli sforzi nelle aste di una trave reticolare piana, me- 
diante l’equilibrio dei nodi, dipendeva dal problema della decomposi- 
zione di una forza nota in due, aventi le rette d’azione date e concorrenti 
in un punto di essa (nn. 36 4, 304 a). Nel caso delle strutture nello spazio 
occorre risolvere il problema analogo della decomposizione di una forza 
nota in tre, delle quali sono date le rette d’azione, concorrenti in un punto 
della forza nota. Se invece si vogliono le tre forze che fanno equilibrio 
alla forza nota, basta cambiare poi i versi delle forze trovate. Ci limitiamo 
a indicare i metodi più semplici. i 

a) Metodo delle componenti. Se P è la forza data, le sue compe- 
nenti (789) secondo gli assi x, y, # arbitrari sono P cos a, P cos B, P cos y. 
Se si indicano con fi, fa, fa i valori delle tre forze incognite, le loro com- 
ponenti sono f,cos a,, f1 Cos f,, f1 €08 y1; fa COS a», ... fa COS Yz. Introdu- 
cendo le componenti di P, fi, fa, fa nelle tre equazioni (790), si otten- 
gono tre equazioni con le tre incognite f,, fe, fa. 
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Quando esistono delle simmetrie, il problema si semplifica notevol- 
mente (es. 949, 952, 954, 955, 956, 957). 

b) Metodo dei momenti. Questo metodo consente di determinare se- 
paratamente le tre incognite f,, f:, f3, evitando il sistema di tre equazioni. 
La somma dei momenti di f,, fa, f3 rispetto a qualunque retta » nello 
spazio dev’essere uguale al momento di P rispetto a r. Se assumiamo 
una retta x che incontri le rette d’azione di due delle tre forz> incognite, 
ad es. di f, ed f,, i momenti di queste sono nulli. Quindi rispetto a 
tale retta devono essere uguali i momenti di P e di f,; ciò che de- 
termina il valore di f;. In modo analogo si ottengono f, ed fs (?). È evi- 
dente i’analogia col metodo di Ritter (n. 38 c). 

c) Decomposizioni successive in due forze. Si considera il piano della 
forza P e di una delle tre rette, ad es. f,, il piano di f, e di f3, e la retta 
r d’intersezione dei due piani. Si decompone da prima la forza P secondo 
le rette j, ed 7, poi si decompone la forza r così trovata secondo le rette 
fs ed 73. Questo metodo si presta a una soluzione analitica molto semplice 
quando le quattro rette P, f1. f.. f3 siano disposte con qualche simmetria 
(es. 954, 955, 956). Altrimenti, nel caso generale, si presta bene per la 
soluzione grafica (n. 501 4). È evidente l’analogia col metodo di Cul- 
mann (n. 38 bd). 

d) Metodo grafico. Se la forza nota P e le rette delle tre forze inco- 
gnite fi, fa, fa, concorrenti in 0, sono rappresentate in proiezioni mon- 
giane (fig. 1097 a), si usa il seguente metodo grafico, fondato sullo stesso 
concetto del n. 501 c). 

Traduciamo graficamente tale concetto. Il piano di P e di f, ha come 
traccia sul piano orizzontale la congiungente v delle tracce delle rette 
P ed j;; e il piano di j; e di j, ha come traccia la congiungente v delle 
tracce delle rette f, ed j,. Perciò la retta r ha come traccia il punto @'’ 
d’incontro di v e di v. Ma la r passa anche per 0, quindi le sue proiezioni 
‘r’ ed r”’ si tracciano immediatamente (fig. 1097 a). Basta ora decomporre 
(fig. 1097 b) la prima proiezione P'’ della forza P secondo le rette }; ed 
r’, poi la r' secondo le rette j; ed 7;; e la seconda proiezione P'’ secondo 
le rette f{' ‘ed 7”, poi la r'’ secondo le rette f:’ ed fs". Si ottengono così 
due poligoni che sono le due proiezioni del poligono spaziale delle forze, 
e che danno le due proiezioni di ciascuna delle forze incognite. Da queste 
si deducono anche i valori di f,, 72, f3 (es. 946). Come controllo del- 
l'esattezza della costruzione, i vertici corrispondenti dei due poligoni 
devono essere sulle stesse verticali. 


(3) Anche ne caso piano della decomposizione di una forza nota P in due 7, ed #. delle qualj 
sono date le rette d’azione, complanari con la P e concorrenti in un punto di essa (nn. 36 a, 304 a), 
si può usare un metodo analogo. Basta cioè uguagliare i momenti della P e della f, rispetto & 
un punto della ja. 
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e) Osservazioni. Il problema della de- 
composizione di una forza nota P in tre, 
delle quali siano date le rette d’azione, 
concorrenti in un punto della P, è gene- 
ralmente possibile e determinato, poichè 
Si dispone di tre equazioni di equilibrio 
(anche il metodo del n. 501 B)lo confer- 
ma). Occorre però che le quattro rette 
date di P e di f,, fa, fs siano tali che tre 
di esse non siano in uno stesso piano, 
altrimenti si hanno le seguenti eccezioni. 

Se la P è nel piano di f, ed f., il pro- 
blema si riduce alla decomposizione di P 
in f, ed f,, mentre f; è nulla. In partico- 
lare, se P è allineata con f., si ha f, = P, 
mentre f, ed f, sono nulle. 

Se sono in uno stesso piano f,, fa, fa 
c non P, il problema è impossibile, per- 
chè la risultante di f,, f», fa è in quel 
piano, e quindi non può coincidere con P. 

Se tutte e quattro le rette di P, f,, 
Îa; fs sono in uno stesso piano, e sono 
concorrenti, il problema è indeterminato, come si è visto nel n. 38 a), 
e com'è confermato dal fatto che una delle tre equazioni (790) si riduce 
all’indentità 0 = 0. 

Se le forze incognite, concorrenti in un punto della P, sono più di 
tre, il problema è generalmente indeterminato. Tuttavia, se esistono delle 
simmetrie che consentano di prevedere che alcune delle forze incognite 
sono uguali tra loro, il problema può essere determinato (es. 956). Se 
tutte le rette delle forze incognite sono disposte con simmetria radiale 
intorno alla P, tali forze sono uguali, e il problema è determinato qualun- 
que sia il loro numero (es. 952). Nel caso in cui tutte le rette 
delle forze incognite, eccettuata una, siano in un piano, 
quest’ultima è determinata qualunque sia il numero delle 
prime, perchè la sua componente normale al piano e quella 
della P devono essere uguali. La ricerca degli altri sforzi 
costituisce poi un problema iperstatico nel piano (es. 955), 
analogo a quello degli esercizi 54, 405 e del n. 445 b). 


Fig. 1097. 


Esercizio 949. — Sei aste di uguale lunghezza ? costituiscono 
gli spigoli di un tetraedro regolare, disposto con tre spigoli su di 
un piano orizzontale (fig. 1098) e soggetto nel vertice A a un ca- 
rico P verticale. Calcolare gli sforzi nelle sei aste. Fig. iv98, 


544 CAPITOLO VENTIDUESIMO 


Soluzione. Le tre aste concorrenti in 4 sono ugualmente disposte rispetto alla 
verticale del carico; quindi la componente verticale dello sforzo in ciascuna di 
esse è V = P/3. 

L'altezza h si trova mediante il teorema di Pitagora, e risulta h = 
= 1 2)V 3. Quindi i coseni degli angoli che uno spigolo come AB forma 
con la verticale e col piano orizzontale valgono cosa = h/l = V 2/V 3, cos f = 
= sen a = 1// 3. Pertanto si ottiene S = — V/cos a = — (P/3) : cosa = — (P/3): 
:/2///3=— P/y/ 6= — 0,408P. 

La componente orizzontale di S vale H = $S cos B= P/V 18. Quindi lo 
sforzo nelle tre aste orizzontali risulta S, = (4/2): cos 30° = H/ Td} = P/Y 54 = 
= 0,136P. 


Esercizio 950. — Le estremità inferiori B, 0, D di tre aste AB, 40, AD sono 
fissate al suolo nei vertici di un triangolo rettangolo isoscele (fig. 1099), avente 
i cateti lunghi 2. Il vertice A, alto è = AA,= BO =1 sopra il piano BCD, si pro- 
ietta nel punto di mezzo A; della bisettrice dell'angolo retto 
CBD. Calcolare gli sforzi nelle tre aste provocati dal carico 
verticale P agente nel vertice A. 

Soluzione. La distanza di B dalla retta CD è doppia 
della distanza di 4,. Quindi, uguagliando i momenti di Pe 
di S,, rispetto a tale retta, la componente verticale di Sy ri 
sulta V.,, = P/2. Per conseguenza si ha anche Va = Voa = P/4. 

Applicando ripetutamente il teorema di Pitagora, si ottiene 


AB = 238 = 8, AB=VAI+ AB = vP+F8=3//8, 
AO = (81/44 (Ya = 100/16, AG= V Adi + dx0° = VE+10P/16 = 1y26/4. 
Quindi i coseni degli angoli delle aste rispetto alla verticale valgono 


cos BAA, = 44,:AB= V/8/3, cos CA4,= 44,:4C= 4/V 26. 


Pertanto, gli sforzi cercati risultano 


So =—(P/2):(V/ 8/3) =—3v 8P/16=—0,530P, 
Ss = — (P/4) :(4/V/ 26) = — Vv 26P/16 = — 0,319P.. 


Esercizio 951. — Idem; però il piede A, della verticale abbassata per 4 coin- 
cide col baricentro G del triangolo BCD. 

Soluzione. Qualunque sia il triangolo BCD, anche se scaleno, quando A, = 
= Ga distanza di ogni vertice del triangolo dal lato opposto è tripla della di- 
stanza di A,. Perciò, in compenso, la componente verticale Y dello sforzo in cia- 
‘scuna asta dev'essere un terzo di P (affinchè i momenti di P e di S rispetto ai 
lati del triangolo BCD risultino uguali). Gli sforzi nelle tre aste hanno dunque 
la stessa componente verticale V = P/3; e il valore di ciascuno di essi si ottiene 
dividendo P/3 per il coseno dell’angolo che l’asta fa con la verticale. 
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Esercizio 952. — Sei aste uguali, fissate al suolo nei ver- 
tici di un esagono regolare di lato /, si riuniscono nel punto 
A situato sulla verticale per il centro dell’esagono e alto ! sul 
piano, formando una piramide regolare (fig. 1100). Calcolare 
gli sforzi nelle aste provocati dal carico verticale P agente 
in A. 

Soluzione. Per la simmetria radiale, la componente verticale Fig. 1100. 
degli sforzi S nelle aste vale V = P/6. Le aste sono inclinate 
di 45°. Quindi gli sforzi cercati risultano S= — Y/cos 45°= — y/ 2P/6= — 0,2362. 


Esercizio 953. — Calcolare gli sforzi nelle tre aste 1, 2, 3 della struttura della 
fig. 1101, provocati dalla forza P orizzontale e normale alla retta CD. 

«Seluzione. Lo. sforzo. di. compressione . S, -nell’asta 1 verticale si ottiene dal. 
l'equazione PA — Sjd = 0 dei momenti rispetto alla retta CD, oppure dal trian- 
golo delle forze P, S,, R costruito nella terza proiezione della struttura, che dà 
anche la risultante R di S, ed $3, agente secondo la retta r. 

Si ottengono poi S, ed .$3 decomponendo la E secondo 2 e 3, ciò che si effet- 
tua sul iibaltamento C,D,(A) del triangolo ACD fatto sul piano orizzontale. 


Fig. 1101. Fig. 1102. 


Esercizio 954. — Calcolare gli sforzi nelle tre aste di un paranco, due delle 
quali sono in un piano orizzontale e ortogonali tra loro, mentre la terza AB è 
inclinata di 45° e simmetrica rispetto alle prime due (fig. 1102). 

Soluzione. Le componenti di P secondo AB e secondo la bisettrice dell’an- 
golo CAD sono P/ 2 e H = P. Quindi l'asta AB è tesa con S=PV2= 
= 1,414P, mentre le aste AC e AD sono compresse con S=—4H/V2= 
= — 0,707P = — $,/2. 


Esercizio 955. — Idem, nel caso in cui esista una quarta asta AF nel piano 
orizzontale secondo la bisettrice dell'angolo CAD. 

Soluzione. Si ha ancora S, = PV 2 e H = P. Quindi si è ricondotti al pro- 
blema della struttura iperstatica piana ACDE soggetta alla forza H = P (es. 54). 
Se le tre aste orizzontali hanno uguale sezione, si ottiene S,, = — P/2, Sa = 
= Sua =—P/2V2=— 0,352. 


O. BELLUZZI — Scienza delle costruzioni — II 25 
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Esercizio 956. — Un paranco è costituito da quattro aste vincolate a un muro 
verticale (fig. 1103). Le due aste 4B e AC sono in un piano orizzontale, e sono 
inclinate di a = 30° col piano di simmetria AFG. Il piano ADE è inclinato di 
y = 45°, ei punti D ed E sono sulle verticali per B e C. Calcolare gli sforzi pro- 
vocati nelle aste dal carico P. 

Soluzione. Per la simmetria, il problema è staticamente determinato nono- 
stante la presenza di quattro aste. 

Decomponiamo da prima P in due componenti P, e P, secondo le rette AF 
e AG, che risultano P, = P e P,= / 2P. Poi decomponiamo P, secondo AB 
e AC, e otteniamo $S, = S, = P;/2 cosa = P/2 cos 300 = P/V 3 = 0,577P. In- 
fine decomponiamo P, secondo AD e AE: l'angolo a; è tale che tg a, = 
= tgacosy (3), per cui si ha tga, = (1/V 3)(1/V 2) = 1/V6= 0,40825, cui 
corrisponde cos a, = 0,9258. Quindi si ottiene S$= S,= — P,/2 cosa, = — 0,764P. 


Fig. 1103. Fig. 1104. 


Eser izio 957. — Un paranco (fig. 1104 a) non girevole è costituito da un 
ritto verticale tenuto fermo da due tiranti, e da due aste inclinate che sosten- 
gono il carico P. Calcolare gli sforzi nelle varie aste. 

Soluzione. Dal triangolo delle forze del nodo A (fig. 1104b) si ha 


Pisen30° = $S,:sen 45° = — S.:sen 1059, 
da cui 
sen 450 sen: 1050 
BP a 300 — 1,414P, Sen = — 1,932P, 


La componente orizzontale di S, è H, = S, cos 115° = 1,366P. 
La componente orizzontale di $, è H, = S; cos 45°. La componente di H, 
secondo la paraliela a Cu per B è H{ = H,cos 45° = 0,5$,. 
Per l’equilibrio del nodo B dev'essere 
2H,j= Hi, da cui S, = H,= 1,366P. 
Le componenti verticali di S, e di S, sono V, = $, sen 15° = 0,366P, Vj, = 
= $, sen 45° = 0,966P. Quindi la compressione nel ritto è 


S3= —2V4+ Ya = — 2- 0,966P + 0,366P = — 1,566P. 


(*) Infatti, si ha tga = BY/4F, tgo, = DGIAG = BF!A4G. Ma si può scrivere 
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La componente verticale della reazione del suolo in C è 7, = S3 + S, cos 450 = 
= 2,932P. Quindi, come verifica, si ha che la somma algebrica delle componenti 
espon delle reazioni in C, D, E è V,-Vi—V.=V,—-2F4= Saar 
— 0,966P = P. 


Esercizio 958. — Il paranco della fig. 1105 a) è gi- 
revole intorno al ritto verticale. Calcolare gli sforzi 
provocati dal carico P quando il piano ABC forma 
un angolo a qualsiasi con la bisettrice Cu dell’angolo 
retto DCE. Il tirante a è orizzontale. 

Soluzione. Per l’equilibrio del ritto alla rotazione, 
la componente orizzontale H, che esso trasmette al no- 
do B dev'essere tale che H,h = Pa, da cui H, = Pa/h, 
agente nel piano ABC. 

Le componenti orizzontali di S, e di S; sono 7, = 
S, cos 30°, Hz = $, cos 30°. Per l'equilibrio del nodo B 
si deve avere (fig. 1105 b) Fig. 1105. 


H,cos (45° — a) + H3cos(45°+ a)= H,, H,;cos(450 + a)= Hzcos(45°— a). 


Ricavando H3 dalla seconda e sostituendo nella prima, si ha 


cs Pata Ba _ 
Hx cos (45° — a) + H, cos (45°— a) cos (45° — q) dini 
Quindi si ottiene 
1) 2 
REL AO br TEA Gia 
h_vV3 h_ vV3 sà 


Lo sforzo di compressione nel ritto da B fino a C, risulta 


Pa Di 
8,= —(83+ 3) cos 600 = ni si CO8 A è 


Nel tratto C,0 esso aumenta di P. 

Lo sforzo $, è massimo per a = 0. Per a = 45° lo sforzo S, diventa massimo 
e si ha max S,= (2/V 3) 3)Pa/h, mentre Ss si annulla. Intanto però la struttura 
diventa labile, se il tirante BE non è capace di funzionare anche come puntone, 


L; 


502. Decomposizione di una forza in sei. 


Nello studio delle strutture nello spazio si deve spesso risolvere il 
probîema della decomposizione di una forza nota P (o di un sistema di 
forze note) in sei, delle quali sono date le rette d’azione nello spazio. 
Le incognite sono le grandezze di queste sei forze. Quindi, avendosi sei 
incognite e sei equazioni di equilibrio (n. 500 e), il pr b cma è general 
mente possibile e determinato, salvo i casi di eccezione che ora vedremo. 
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a) Fa eccezione il caso in cui le sei rette date delle forze incognite 
f sono tali che esista un asse 7 che le incontri tutte e sei (4). Infatti, qua- 
li che siano i valori delle f, la somma dei loro momenti rispetto a r è 
nulla. Quindi se la forza P da decomporre non incontra r, l’equilibrio 
non è possibile; se invece anche P incontra r, il problema è indeterminato. 

In generale, quando le sei rette sono tutte sghembe tra loro, non è 
facile verificare se esista o no un asse r che incontri le sei rette. Tutta- 
via nei casi della pratica tale verifica può essere immediata, come ad es. 
nei casi seguenti (5). 

Non più di tre delle rette date possono concorrere in un punto 0. 
Infatti, se quattro delle rette concorrono in 0, tracciato il piano per 0 
e per la retta 5, e l’intersezione 0’ della 6 con questo piano, l’asse 00” 
incontra le sei recte. In particolare, non più di tre delle sei rette possono 
essere parallele. 

Se le sei rette concorrono tre a tre in due puati 0 e 0,, l’asse 00, 
le incontra tutte e sei. Ciò accade anche se concorrono due a due in tre 
punti allineati. 

Non più di tre delle rette date possono giacere in uno stesso piano. 
Infatti, se quattro delle rette sono in un piano, l’asse che’ passa peri 
punti d’incontro delle rette 5 e 6 con questo piano incontra ‘le-seirette. 
Se tre delle rette giacciono in un piano, le altre tre non devono incontrare 
il piano in tre punti allineati, altrimenti l’asse per i tre punti incontra 
tutte e sei le rette. 

Se le sei rette giacciono tre a tre in due piani x e 2,, la retta secondo 
la quale s’intersecano x e 2, le incontra tutte e sei. Ciò che accade anche 
se giacciono due a due in tre piani intersecantisi lungo uno stesso asse 7, 
oppure se giacciono in sei piani di un fascio (o paralleli). 

b) Per determinare i valori delle sei forze incognite, si può evitare 
la risoluzione del sistema delle sei equazioni a sei incognite facendo uso 
di un artificio analogo a quello del n. 501 b). A tal fine, si cerca un asse 
r che incontri il maggior numero possibile delle rette date, e si uguaglia 
a zero la somma algebrica dei momenti della P e delle sei forze incognite 
rispetto a r. Si ottiene così un’equazione che contiene soltanto quelle 
forze incognite che non incontrano r. Facendo lo stesso per altri assi r‘, 
r”... analoghi, e utilizzando eventualmente anche qualcuna delle tre equa- 
zioni di equilibrio alla traslazione (es. 959, 960, 962, 963), si determi- 
nano successivamente le varie forze incognite. 

In casi speciali può esistere un asse r che incontra cinque delle sei 
rette date, e che consente di scrivere un’equazione con una sola inco- 


(‘) Più in generale, si ha un caso di eccezione quando il determinante D dei coefficienti delle 
sei equazioni di equilibrio è nullo. 


(*) Si veda anche il $ 30 del secondo volume dell'opera di A. FòPPL citata nella noto lL. 
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gnita. Ciò accade ad es. quando tre rette 1, 2, 3 sono complanari, per- 
che la congiungente delle tracce di 4 e 5 su tale piano incontra le rette 
1, 2, 3, 4, 5; e lo stesso dicasi per le tracce di 4 e 6, e di 5 e 6. 

In generale si possono invece tracciare due assi 7 ed 7’ che incontrano 
quattro delle sei rette, per cui si ottengono due equazioni con due delle 
incognite. Considerando poi altre quaterne di rette, si ottengono altre 
coppie di equazioni. In molti casi della pratica la determinazione dei due 
assi r' ed r”’ suddetti può essere immediata. Ad es.: Se le rette 1,2 e 3,4 
sono due a due complanari, l’asse 7° che unisce i punti d'incontro di 1,2 
e di 3,4 le incontra tutte e quattro; l’altro asse r”' è l'intersezione dei due 
piani. Se invece sono complanari soltanto 1 e 2, si manda per il loro punto 
d’mcontro m il piano che contiene la 3, che è intersecato dalla 4 in un 
punto n; l’asse r’ è la congiungente mn; l’aitro asse 7’ è la congiungente 
delle tracce delle rette 3 e 4 sul piano 1,2. 

Se accade che tre delle rette concorrano in un punto 0 e che le altre 
tre siano in un piano 2, esistono tre assi che incontrano cinque delle sei 
rete, e sono le congiungenti di O con ciascuno dei punti d’incontro di 
due delle tre rette compianari. Tuttavia in questo caso può convenire il 
metodo grafico, decomponendo da prima la P in due forze ausiliarie, una 
passante per O e una giacente nel piano 7, e decomponendo poi queste 
rispettivamente secondo le tre rette concorrenti e le tre rette complanari. 
In particolare, se P passa per 0, le tre forze compianari sono nulle; se 
P giace su x, sono nulle le tre forze concorrenti. 

Se invece di una sola forza P è dato un sistema di forze qualsiansi 
da decomporre in sei aventi rette d’azione date, si decompone ciascuna 
forza del sistema, poi si sommano le singole componenti trovate. 

Le principali applicazioni della decomposizione suddetta sono la ri- 
cerea delle reazioni dei vincoli di un corpo o di una struttura nello spa- 
zio (n. 503), e quella degli sforzi nelle sei aste che collegano due corpi 
o due strutture nello spazio (n. 505). 


503. I vincoli di un corpo col suolo. 


a) Per vincolare completamente nello spazio un corpo o una strut- 
tura indeformabile, è necessario sopprimere le sue sei libertà di movi- 
mento; ciò che richiede l’impiego di almeno sei vincoli semplici (cioè 
capaci ciascuno d’impedire un solo movimento), oppure di alcuni vincoli 
multipli equivalenti. 

In un punto del corpo si crea un vincolo semplice quando si obbliga 
tale punto a rimanere su di una data superficie, in modo che esso possa 
muoversi in- ogni direzione' contenuta nel piano tangente, ma non in 
direzione della normale. In particolare, ciò si può ottenere anche colle- 
gando il punto con un punto fisso mediante un’asta avente cerniere sfe- 
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riche alle estremità. Se dunque si usano come vincoli delle aste artico- 
late, colleganti qualcuno dei punti del corpo con punti fissi, esse devono 
essere almeno sei. Se il loro numero è minore di sei, rimane al corpo qual- 
che possibile movimento, ossia esso non è completamente vincolato; se 
è maggiore, le aste in più di sei sono sovrabbondanti. 

Le sei aste possono essere comunque disposte l’una rispetto all’altra, 
purchè non in modo che esista una retta 7 che incontri tutti e sei i loro 
assi (o i loro prolungamenti); altrimenti esse non impediscono una rota- 
zione (che può essere infinitesima oppure finita (°)) del corpo intorno a r. 
Quindi, per le stesse ragioni viste nel n. 502 a), si deve evitare, ad es., 
che quattro o più dei sei assi concorrano in uno stesso punto (in parti- 
colare, che quattro o più siano paralleli), che concorrano tre a tre in due 
punti, che concorrano due a due in tre punti allineati, che quattro o più 
giacciano in uno stesso piano, che giacciano tre a tre in due piani, che 
giacciano due a due in tre piani intersecantisi lungo uno stesso asse (0 
paralleli tra loro), o che giacciano in sei piani di un fascio (o paralleli) (). 

b) Si giunge alle stesse conclusioni anche partendo dal seguente caso più 
evidente (3). Vincoliamo un punto A del corpo mediante una cerniera sferica 
(vincolo triplo), che impedisce ad A ogni spostamento (fig. 1108 a). Il corpo può 
così ruotare in qualsiasi modo intorno al punto A (ossia intorno a qualunque asse 
per 4), e quindi ogni suo punto D può muoversi su di una superficie sferica di 
centro A e di raggio AD. Per vincolare un secondo punto B non è necessaria 


(*) Quando i vincoli, pur essendo in numero sufficiente, hanno una disposizione singolare 
(ossia difettosa), il movimento che rimane ancora possibile è infinitesimo se esso modifica 
la loro disposizione in modo che cessi la singolarità, mentre è finito se la singolarità permane. 
Nel nostro caso il movimento è infinitesimo se in seguito a esso le sei aste cessano di essere tutte 
incontrate da una retta. 

Come esempio semplice delle due possibilità, consideriamo la struttura piana della fig. 1106. 
Le tre aste articolate non vincolano completamente il corpo 48, perchè sono parallele (nn. 43, 
61). Se le loro altezze sono uguali, esse rimangono parallele, e quindi difettose, anche dopo il mo- 
vimento, che perciò può avere qualunque valore finito. Se invece hanno altezze diverse, il paral- 
lelismo cessa col movimento, il quale perciò non può essere che infinitesimo. La singolarità si 
deve però evitare in entrambi i casi. 


Fig. 1106. Fig. 1107. 


(*) Esempi concreti di alcune di queste eccezioni sono i seguenti. Nel caso della fig. 1107 a) 
le sei aste parallele non impediscono uno spostamento infinitesimo del corpo in qualunque dire- 
zione normale alle aste (cioè una rotazione intorno al punto di concorso all’infinito delle aste.) 
Nel caso della fig. 1107 b) le sei aste, due a due in piani paralleli, non impediscono uno sposta- 
mento infinitesimo normale ai tre piani (cioè una rotazione intorno alla retta all’infinito di questi). 

(*) V. anche il $ 57 del volume di S. TiMosHENKo-D. H. YOUNG citato nella nota l. 
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una cerniera sferica, ma basta una cerniera scorrevole 
ad anello (vincolo doppio), avente l’asse diretto secondo 
BA, che impedisca a B soltanto gli spostamenti normali 
a BA, perchè lo spostamento nella direzione BA è già 
impedito dal vincolo in A. In tal modo il corpo può an- 
cora ruotare intorno all’asse AB, ossia ogni suo punto D 
può muoversi su di un circolo in un piano normale ad 
AB e col centro su AB. Infine s'impedisce questo movi- 
mento residuo vincolando un terzo punto C a rimanere 
su di un piano, mediante un appoggio scorrevole sul pia- 
no stesso (vincolo semplice). I vincoli usati equivalgo: o 
dunque a 3-- 2+ 1= 6 vincoli semplici. Essi vincolano 
completamente il corpo, eccettuato il caso in cui il piano 
d’appoggio di O sia tangente al cilindro avente per asse AB e passante per C, 
perchè allora non sarebbe impedita una piccolissima rotazione del corpo in- 
torno ad AB. 

In luogo della cerniera sferica in A, si possono usare tre aste articolate, non 
complanari, che uniscano A con tre punti fissi (fig. 1108 b). In luogo della cer- 
niera ad anello in B, si possono usare due aste in un piano normale a BA, non 
allineate, che uniscano B a due punti fissi. In luogo dell'appoggio su di un piano 
in C, si può usare un’asta che unisca C con un punto fisso, purchè il suo asse non 
incontri la retta 45, altrimenti non impedirebbe una piccolissima rotazione 
intorno ad 45 (d’altro canto, in tal caso la retta AB incontrerebbe tutti e sei 
gli assi delle aste). 

Le tre aste 1, 2, 3 possono anche far capo a tre punti diversi del corpo ed 
essere tali che i loro prolungamenti concorrano in un punto A, nel qual caso A 
è una cerniera sferica ideale, ossia è il centro di una rotazione sferica istantanea 
del corpo (analogamente a quanto si disse nel n. 43 db). Anche le aste 4, 5 possono 
avere i loro prolungamenti concorrenti in un punto B (cerniera ideale ad anello), 
e la congiungente AB è l’asse della rotazione istantanea del corpo. 

Infine, è lecito sostituire qualcuna. delle aste concorrenti in A o in B con 
altrettante aste disposte diversamente, purchè si eviti che esse ammettano una 
retta che incontri tutti e sei i loro assi. 


Fig. 1108, 


IS 


c) Se il corpo (o la struttura) è vincolato mediante sei aste, gli 
sforzi in queste, ossia le reazioni dei vincoli, si determinano come si è 
detto nel n. 502 d). Notiamo soltanto che se le aste 1, 2, 3 sono concor- 
renti e così pure le 4, 5, e costituiscono delle cerniere reali o ideali in 
punti A e B (n. 503 b), lo sforzo nella 6 si ottiene mediante un’equazione 
a un’incognita, uguagliando a zero la somma dei momenti di P (o di 
tutte le forze esterne) e di $, rispetto alla retta AB. Se inoltre le aste 
4, 5, 6 sono in uno stesso piano, allora oltre alla 48 esistono altre due 
rette (per A e per uno dei punti d’incontro di 4 e 6 o di 5 e 6) che incon- 
trano gli assi di cinque aste; per cui gli sforzi S,, S;, Ss si ottengono 
mediante tre equazioni a una sola incognita. sil 

Il fatto che la decomposizione di una forza in sei è possibile e deter- 
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minata (purchè le sei rette non abbiano una disposizione singolare), con- 
ferma che sei aste sono necessarie e sufficienti per vincolare un corpo 
nello spazio. 

Se si è data inavvertitamente alle sei aste una disposizione singolare 
(e quindi inefficace), se ne è avvertiti dal fatto che qualche sforzo risulta 
infinito, oppure che essi risultano indeterminati (n. 58). 

Se invece in 4 e in B si hanno effettivamente delle cerniere (n. 503 d) e in 
C un appoggio su di un piano, si trova da prima nel modo suddetto la reazione 
R, di questo, che è normale al piano. Per determinare poi le reazioni &, ed R, 
delle due cerniere, si possono tracciare due rette arbitrarie per B nel piano nor- 
male ad AB e tre rette arbitrarie per A (le cinque rette si scelgono nel modo più 
conveniente); quindi si calcolano le componenti di F, e di FR, secondo le due e le 
tre rette tracciate (come nel caso in cui queste fossero cinque aste). 


Esercizio 959. — Un serbatoio cilindrico di diametro 
d= 5 me di altezza 4 = 5 m è vincolato mediante tre 
aste verticali e tre aste orizzontali, com'è indicato nella 
fig. 1109. Calcolare gli sforzi nelle sei aste provocati dalla 
spinta del vento, assunta di 180 kg/mq di area investita 
normalmente e agente nella direzione e nel verso AD. 

Soluzione. La spinta del vento contro la superficie 
cilindrica si può ritenere uguale a 2/3 di quella che 
agirebbe sulla sezione diametrale del cilindro, ossia H = 
= (2/3)180-5-5 = 3000 kg, e la risultante è a metà 
dell’altezza È. 

La retta BC incontra le cinque aste 2, 3, 4, 5, 6; 
quindi (n. 5025) lo sforzo nell’asta 1, di trazione, è 
tale che H - 1/2 — S; : 3d4/4= 0, da cui S= H - 2h/34 = 
= 2H/3 = 2000 kg. 

Gli sforzi S, = S; si possono calcolare in modo ana- 
logo, considerando i momenti rispetto alle rette AC e AB. 
Ma si ottengono più semplicemente dalla condizione S,1+ S,+ S3= 0, da cui S,= 
= Sg = — S;/2= — 1000 kg. 

La verticale per B incontra le cinque aste 1, 2, 3, 5, 6; quindi dev'essere 
H-BD—S,- BE=0, da cui Sj= H/V3= 1732 kg. 

La verticale per C incontra le cinque aste 1, 2, 3, 4, 6; quindi si trova in modo 
analogo S; = — 1732 kg. 

La verticale per A incontra le cinque aste 1, 2, 3, 4, 5; ma rispetto a essa 
a H ha momento nullo, per cui risulta Sg = 0. 


Fig. 1109. 


Esercizio 960. - Un corpo è vincolato al suolo mediante sei aste disposte 
come nella fig. 1110 (*). Calcolare gli sforzi nelle aste, ossia le reazioni dei vin- 
coli, provocati dalla forza P. 


(*) Il corpo è disegnato come un parallelepipedo rettangolo per rendere più evidenti le dire- 
zioni delle aste e della forza P. Tuttavia esso può essere di forma qualsiasi. 
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Soluzione. Consideriamo positivi gli sforzi se sono di trazione, ossia se sono 
rivolti secondo le frecce. 

Lo sforzo S; si ottiene uguagliando a zero la somma dei momenti di P e di 
S; rispetto alla verticale per A, che incontra le altre cinque aste: 


Pa+(Scosa)= 0, da cui Sg = — Pa/b cosa. 


Lo sforzo S; si può ottenere analogamente, rispetto alla verticale per B, op- 
pure uguagliando a zero la somma delle componenti delle forze nella direzione 
AC, e risulta S; = — S = Pa/b cosa. 

Uguagliando a zero la somma dei momenti rispetto alle rette AB e CD, 
si trova che dev’essere S, = — Sj, Sh = — S. 

Uguagliando a zero la somma delle componenti nella direzione 4B, si ha 


P+ S,cosf — S,cosf=0, da cui S,= — Sj = P/2c0sf. 
Uguagliando a zero la somma dei momenti rispetto alla retta 40, si ha 
Pe — (8; sen fi) - b/2 — (S, sen fi) 6/2 — Ssb — (Ss sen a)db = 0, 


da cui Sh= — Sg = P(c+ atga):bd. 


Fig. 1110. Fig. 1111. 


Esercizio 951. - Idem, nel caso della fig. 1111. 
Soluzione. La retta AB e le verticali per A e per B incontrano cinque Aelle 
sei aste. Scrivendo l’equazione dei momenti rispetto a ciascuna di tali rerie, si 


ottiene 
S,= Pelb, Ss= 0, S,= P/cos a. 


L’equazione dei momenti rispetto alla verticale per D dà S = 0. 
L’equazione dei momenti rispetto alla retta 4D è 


Jia +Sa=0, da cui Ss=—S,=— Pce/b. 
L’equazione dei momenti rispetto alla retta B,C, è 
— (S,sena)a— Sa = 0, da cui Ss=— Si sena=—Pitga. 
Come controllo, è facile verificar» che gli sforzi trovati soddisfano alle tre 


condizioni di equilibrio alla traslazione del corpo nelle direzioni a, db, c. 


Esercizio 962. - Idem, nel caso della fig. 1112. 
Soluzione. Per l'equilibrio alla traslazione nella direzione A B dev'essere S, = Sy. 
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Per l’equilibrio alla rotazione intorno alla retta C,D, si ha 


— P2a—(S;/y 2)2a—(S,/V 2)2a= 0, da cui $S,=S,=—P//2. 
Per l'equilibrio alla traslazione nella direzione AD dev'essere S, = — S,. 


Per l’equilibrio alla rotazione intorno a DD,, essendo uguali e contrari i mo- 
menti di S, e di S,, dev'essere S$ = 0. 

Per l’equilibrio alla rotazione intorno ad AB dev'essere S = — Sg. 

Per l’equilibrio alla rotazione intorno ad AD si ha 


— (P/V/ 2)a/V 2+ Ssa= 0, da cui S;= P/2. 
Esercizio 963. — Idem, nel caso della fig. 1113. 


Soluzione. Per l'equilibrio alla traslazione nella direzione AB dev'essere S, = 
= Sy. Quindi dall’equilibrio alla rotazione intorno ad A4,B; si ottiene Sj = S,= 


=vV 2P. 
Per l’equilibrio alla traslazione nella direzione AC dev'essere S$= Ss = — S1 = 
=—$S,=—-vV2P. 


Dall’equilibrio alla rotazione intorno ad A0 si ottiene S, = 0,75P. Quindi 
per l’equilibrio alla traslazione in direzione verticale dev'essere S, = 0,257. 


Fig. 1113. Fig. 1114. Fig. 1115. 


Esercizio 964. — Calcolare gli sforzi nelle sei aste (fig. 1114), provocati dalla 
forza P avente la direzione e il punto d’applicazione qualsiansi (della P si cono- 
scono la componente verticale e le due componenti orizzontali). 

Soluzione. Dall’equilibrio alla rotazione intorno ad AA; si deduce $;; intorno 
a BB, si deduce S,. 

Dall’equilibrio alla rotazione intorno a 0,D, e alla traslazione nella direzione 
AB si deducono due equazioni che determinano $, ed S,. 

Ora che quattro sforzi sono noti, si può dedurre S, dall’equilibrio alla rota- 
zione intorno a B,D,; ed S; dall’equilibrio alla rotazione intorno ad 4,0,, op- 
pure dall’equilibrio alla traslazione verticale. 


Esercizio 965. - Un tavolo triangolare equilatero ABC è sostenuto orizzon- 
talmente da tre aste verticali uguali e da tre aste inclinate pure uguali (fig. 1115). 
Calcolare gli sforzi nelle sei aste provocati dalla coppia M = 1000 kgm agente 
nel piano del tavolo. Il lato del triangolo e l’altezza sul suolo sono a = h = 1,50 m. 

Soluzione. Le tre coppie di aste sono in condizioni identiche, per cui si ha 
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Sj= S3= S, S= Si = Ss. Se la coppia M ha il verso indicato, i primi tre 
sforzi sono evidentemente di trazione e gli altri tre di compressione. 

A equilibrare la coppia M contribuiscono soltanto le componenti orizzontali 
di Sj, Ss, Ss, perchè S,, Sj, Ss sono verticali. Quindi, assumendo il centro dei 
momenti nel baricentro del triangolo, si deve avere 


2V6 1 
3($, cos 4509)-—&_ — N, dacu £= V6.M _ 1,633 = 1089 kg. 
2V3 sile 
Per l'equilibrio in direzione verticale si ha poi 
x 2V3 M -__ M & 
Sh = — 8, cos 4s0=— I. 1,155 7 = — 770 kg. 


Esercizio 966. — Un tavolo triangolare equilatero ABC è sostennto orizzon- 
talmente da sei aste uguali, disposte due a due in piani 
verticali e ugualmente inclinate dell'angolo a (fig. 1116). 
Calcolare gli sforzi provocati dalla coppia M = 1000 kgm, 
essendo a = 1,50 m. 

Soluzione. Delle due aste che concorrono in un vertice 
del tavolo, una è tesa e una è compressa; mentre per 
l’uguale inclinazione delle due aste, gli sforzi hanno lo stes- 
so valore assoluto. Quindi, essendo le tre coppie di aste 
in condizioni identiche, si ha |S,|=|S|=]|Se|=$S1= 
= Sy= S;. Infine, per l’equilibrio del tavolo alla rotazione 
intorno all'asse verticale per il baricentro del triangolo, 
si deve avere 


Fig. 1116. 
/3. M È; 
6(S cos a) - *_sM, da cui st. 3 cnni. 
2V3 3 acosa a cos a 


Se a = 45°, risulta S = 0,816.1//a = 544 kg. 


Esercizio 967. — Idem. Determinare gli sforzi nelle sei aste provocati da 
una forza P qualsiasi agente in un punto generico D del PAD 
tavolo (fig. 1117). : 

Soluzione. Siano VY e H la componente verticale e la 


componente orizzontale di P. 

Decomponiamo V in tre forze verticali passanti per i 
punti A, B, C (ad es. la V, si ottiene considerando i mo- 
menti rispetto alla retta BC). Quindi decomponiamo Va, 
Y,, V.; rispettivamente in due forze agenti secondo le ret- 
te 1 e 2, 3 e 4, 5 e 6. 

Decomponiamo poi H in tre forze agenti secondo le 
rette orizzontali u, v, w (n. 38). Quindi decomponiamo que- 
ste forze rispettivamente in due agenti secondo le rette 
1 e 2, 3 e 4, 5 e 6. 

Inline, basiu sommare algebricamente i singoli risultati. Fig. 1117. 
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Esercizio 968. — Un palo è costituito da tre montanti verticali collegati da 
tralicci nei tre piani che essi formano (fig. 1118). Determinare 
gli sforzi provocati da una forza verticale P. i 

Soluzione. Tracciato per .4 il piano oriz- 
zontale abc, si decompone la P nello sforzo 
S; e nella forza P'(S,= P- Ad/ad, P' = 
= P- Aa/ad). Poi si decompone P’ negli sfor- 
zi S,ed S,(S,= P' -cd/bc=P - Aa <cd/ad - be, 
Sx = P'- bd/be = P- Aa -bd/ad - de). 

Se il punto d è esterno a be, gli sforzi 
S, ed S, risultano di versi opposti. 


Esercizio 969. — Un palo è costituito 
da tre montanti verticali o inclinati, col- Fig. 1119. 
legati da tralicci (fig. 1119). Determinare gli sforzi provocati 
da una forza P orizzontale. 

Soluzione. Tracciato il piano orizzontale abe che contiene la forza P, si decom- 
pone questa nelle tre forze P”, P”, P'’’ agenti secondo le rette ab, ac, be (usando 
il metodo di Culmann, n. 38 ò, o quello di Ritter, n. 38 c). 

La forza P' sollecita la trave piana costituita dai montanti 1,2 e dalle sue 
aste di traliccio. Perciò si studia questa trave coi metodi del Cap. XIV e si ot- 
tengono gli sforzi nei montanti 1 e 2 e nelle aste del traliccio. Analogamente, le 
forze P” e P’” sollecitano rispettivamente le travi piane 1-3 e 2-3. 

Gli sforzi così trovati nelle aste dei tralicci sono quelli definitivi. Lo sforzo 
nel montante 1 (che è comune alle travi 1-2 e 1-3) si ottiene invece sommando 
algebricamente gli sforzi trovati in tale montante quando si sono studiate le 
travi 1-2 e 1-3. Lo stesso dicasi per i montanti 2 e 3. 


Fig. 1118. 


Fsercizio 970. - Un palo a base rettangolare è costituito da quattro montanti 
verticali, collegati da tralicci nei quattro piani esterni (fig. 1120). Determinare 
gli sforzi provocati da una forza P orizzontale parallela al 
piano 1,2, applicata a una mensola collegata ai montanti 1 e 2. 

Soluzione. La forza P genera nelle aste deila mensola due 
sforzi S, che vengono trasmessi ai montanti 1 e 2. Le compo- 
nenti degli S secondo la congiungente 1-2 hanno come somma 
una forza uguale a P, che sollecita la trave piana 1-2. Inoltre 
gli S hanno due componenti P’ = Pd/a, che sollecitano le travi 
piane 1-3 e 2-4. 

Studiando le tre travi 1-2, 1-3, 2-4 si ottengono gli sforzi nelle loro aste. Quelli 
trovati nelle aste di traliccio sono definitivi, mentre quelli trovati nei montanti 
1 e 2, che sono comuni a due travi, si sommano algebricamente. Le aste di tra- 
liccio della trave 3-4 sono inerti. 


Se la forza P ha anche una componente verticale P,, la mensola deve avere 
una terza asta inclinata, collegata ad es. al montante 1, al quale trasmette la P,. 


Fig. 1120. 
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504. Le s'rutture semplici. 


Esaminiamo ora (e nei nn. 505, 506, 507) i vari modi di generare le 
strutture reticolari nello spazio. Considereremo le strutture che sono in- 
deformabili (cioè non labili) in virtù dei vincoli interni (le aste), anche 
se si lasciano libere nello spazio (per cui sono paragonabili a un comune 
corpo solido); e quelle che lo sono per il concorso dei vincoli interni e di 
quelli esterni, mentre sarebbero labili se mancassero questi ultimi (1°). 

a) Consideriamo da prima le strutture del secondo tipo. 

Per fissare nello spazio un punto D mediante aste articolate alle 
estremità, occorrono tre aste non complanari, che lo colleghino con tre 
punti A, B, C del suolo (fig. 1121 a). Se le tre aste 
sono ccmplanari, esse non possono impedire al punto 
D un movimento piccolissimo normale al loro piano 
(fig. 1121 b) (1) (12), oppure un movimento illimitato 
se i tre punti A, B, C sono allineati (fig. 1121 c). 

Un nuovo punto E (fig. 1122) si fissa mediante 
altre tre aste non complanari, delle quali almeno due 
fanno capo a due punti del suolo, ad es. C ed F, 
mentre la terza può far capo al nodo D già fissato. 
Un terzo punto G si collega con tre punti fissi, due 
dei quali possono essere i nodi D ed E. Un quarto 
punto H si collega con tre punti fissi, che possono 
essere i tre nodi D, E, G, anzichè punti del suolo. 
E così di seguito, collegando ogni nuovo punto, 
mediante tre aste non complanari, con tre punti fissi 
o già fissati. Fix» LIZ: 

La relazione fra il numero a delle aste e il numero n dei nodi (esclusi 
i punti del suolo) risulta dal modo di generazione suddetto, poichè per 


(1°) Anche per le strutture reticolari piane (Cap. XIV) si può fare la stessa distinzione. Ad 
es., la struttura della fig. 480 è indeformabile in virtù del numero delle aste, anche se si lascia libera, 
e si ha la relazione (446) a = 2n — 3, che è analoga alla (795). Se invece (sempre nel piano) si fissa 
un punto C mediante due aste che lo collegano con due punti 4 e B del suolo, poi si fissa un pun- 
to D mediante due aste che lo collegano con C e con un punto del suolo, poi si fissa un punto 
E mediante due aste che lo collegano con C e con D, e così di seguito, si ha la relazione a= 2n, 
che è analoga alla (794). 

(11) Come nell’esercizio 53, tale movimento, pur essendo dovuto alla deformazione delle 
aste e ai cedimenti dei vincoli, è di natura diversa dagli ordinari spostamenti elastici, perchè in 
questo caso bastano deformazioni piccolissime per consentire uno spostamento considerevole. 
Tanto più che una forza anche piccola agente in D e non complanare con le aste provoca in que- 
sie degl: sforzi elevati. Tuttavia il movimento non è illimitato, perchè quando il punto D è uscito 
dal piano non sussiste più la singolarità. 

(3) La singolarità (ossia il difetto) di questo caso è poi confermata dal fatto che quando si 
calcolano gli sforzi nelle aste provocati da una forza agente in D e non complanare con le tre aste. 
i loro valori risu:cano infiniti (se non si tiene conto delle deformazioni). 
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ogni nodo si sono usate tre aste; quindi si ha 
(794) a=3n. (strutture vincolate al suolo) 


Nel caso della fig. 1122 si ha n=4, a=3-4=12, 

Quando poi si applicano delle forze esterne qualsiansi ai nodi, la 
ricerca degli sforzi S nelle aste è staticamente determinata, perchè si 
hanno 3n sforzi incogniti e si dispone di 3 equazioni di equilibrio per 
ogni nodo, ossia di 3» equazioni. 

Però in pratica si calcolano di solito gli sforzi mediante successive 
decomposizioni (es. 971-974), che richiedono meno lavoro di quello ne- 
cessario per scrivere e risolvere il sistema di equazioni. 

Se il numero delle aste è minore o maggiore di 3n, la struttura è labile 
oppure ad aste sovrabbondanti (e quindi staticamente indeterminata, 
n. 48). 

b) Vediamo ora come si può generare una struttura che sia indefor- 
mabile per sè stessa, cioè anche se si lascia libera nello spazio. Partiamo 
dalla più semplice struttura indeformabile, che è co- 
stituita da tre aste disposte secondo un triangolo 
ABC (fig. 1123), per la quale si ha n= 3, a=3. 
Per aggiungere un nodo D, lo si deve collegare coi 
primi tre nodi mediante tre aste non complanari (in 
modo che le sei aste siano i vertici di un tetraedro). 
E così di seguito, collegando ogni 


nuovo nodo con tre qualsiansi già D 
esistenti, mediante tre aste non 
complanari. 
Il numero delle aste aggiunte al B 
primitivo triangolo è dunque triplo 
Fig. 1122. Fig. 1123. 


del numero dei nodi aggiunti. Però 
nel triangolo primitivo le aste non sono 3-3 = 9, bensì soltanto 3, 
per cui all’inizio se ne risparmiano 6. Quindi, se » è il numero totale 
dei nodi, il numero totale delle aste è 


(795) a=3n_—-6. (strutture libere) 


Dopo il triangolo, la più semplice struttura libera è il tetraedro. 

La generazione per successivi tetraedri, indicata in a) e in bd), è ana- 
lega a quella delle strutture piane triangolate (n. 294 a). Le strutture 
così generate si chiamano semplici, per distu:guerle dalle composte (n. 505) 
e dalle complesse (n. 506). 

Una piramide a base quadrilatera (fig. 1124) è labile, poichè manca un’asta 
(a = 8 invece di 9). Essa si deforma se deformiamo il quadrilatero articolato 
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ABCD. Se ad es. facciamo avvicinare i nodi A e C e allonta- 
nare i nodi B e D, e se supponiamo che A, B, C, D siano ini- 
zialmente in un piano, il quadrilatero diventa anche sghembo, 
poichè A e C si abbassano e B e D si alzano. La struttura di- 
venta indeformabile se si aggiunge un’asta secondo una delle 
diagonali del quadrilatero. 


Se poi si collega la struttura col suolo mediante 6 vincoli (n. 503), 
la ricerca degli sforzi è staticamente determinata, perchè si hanno 
3n—6 sforzi incogniti nelle aste e 6 reazioni incognite, ossia 3n — 6 + 
+6 =3n incognite, mentre si dispone di 3n equazioni di equilibrio. 

c) Mentre le strutture reticolari piane non sono atte a sopportare le 
forze esterne agenti normalmente al loro piano, le strutture spaziali sop- 
portano forze comunque dirette. 

Il calcolo degli sforzi nelle aste delle strutture semplici è sempre 
possibile mediante successive decomposizioni di una forza in tre con- 
correnti in un suo punto (n. 501), ossia utilizzando l’equilibrio di ciascun 
nodo. Infatti, esiste sempre almeno un nodo nel quale concorrono soltanto 
tre aste (se non altro, l’ultimo dei nodi che si sono aggiunti). Cominciando 
da esso, si ottengono gli sforzi nelle tre aste decomponendo l’eventuale 
forza esterna agente nel nodo (se questa manca, i tre sforzi sono nulli). 
Poi si passa a un nodo successivo (il penultimo aggiunto), nel quale con- 
corrono quattro aste, ma si hanno soltanto tre sforzi incogniti perchè 
il quarto è già noto: e si decompone in tre la risultante della forza esterna 
agente nel nodo e dello sforzo già noto. E così di seguito, considerando 
successivamente i nodi a ritroso rispetto all’ordine in cui sono stati 
aggiunti (analogamente al calcolo per nodi successivi, che usammo per 
le strutture piane, nn. 304, 305). La decomposizione in tre si può effet- 
tuare con uno qualunque dei metodi indicati nel n. 501. 

Ciò che si è detto vale tanto per le strutture vincolate al suolo quanto 
per le strutture libere. In queste ultime le forze esterne non sono arbi- 
trarie, ma devono essere equilibrate tra loro. 


+1g, 1124. 


Nel calcolare gli sforzi nelle aste, si fanno le stesse ipotesi che si fecero per 
le strutture piane (n. 295); cioè si suppongono le aste articolate alle estremità, 
e le forze esterne agenti soltanto nei nodi. Per conseguenza gli sforzi nelle aste 
sono di sola trazione o compressione, ossia è nullo il momento flettente. Quindi 
le tre rette secondo le quali si effettua la decomposizione sono gli assi delle aste. 

In realtà le aste sono collegate tra loro mediante chiodature o saldature. Tutta- 
via, quando le aste siano sufficientemente snelle, come accade di solito nella pratica, 
i risultati che si trovano nel modo suddetto non differiscono molto dagli sforzi reali, 
mentre il momento flettente provoca tensioni secondarie di non grande entità (1°). 


(*) Il calcolo degli sforzi secondari di solito non si eseguisce, perchè molto più complesso 
di quello indicato nel n. 472 per le strutture piane. Si vedano alcune considerazioni nel $ 44 del 
secondo volume di A. FòPPL citato nella nota 1. 
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Esercizio 971. — Calcolare gli sforzi nelle aste del paranco della fig. 1125, 
provocati dal carico P. 

Soluzione. Decomponendo P secondo l’asta 6 e la bisettrice dell'angolo BEO, 
si ha S$=Pedf=V2P. 

L’angolo 2a = BEC è definito (nota 3) datga= tg 30° cos 450= /2/2/3= 
= 0,40826, per cui a = 22°12’30”, cosa = 0,9258. Quindi si ottiene Sj = Ss = 
= — f/2-0,9258 = — 0,764P. 

Decomponendo Ss secondo l’asta 1 e la bisettrice dell'angolo BDC, si ha 
S,1= Se Vv 2 = 1,414P ed f, = P. Quindi si ottiene S, = Sy = — f,/2 cos 300 = 
= — 0,577P. _ oE P Po se 


+ig. 1125. Fig. 1126. 


Esercizio 972. — Calcolare gli sforzi nelle aste della struttura della fig. 1126, 
provocati dai due carichi P. 

Soluzione. Decomponendo il carico P agente in E secondo l’asta 6 e la bisettrice 
dell’angolo FEG, si ha Ss = — Pig 30° = — 0,577P ed f = P/cos 30° = 1,1552. 

L’angolo 2a = FEG è definito (nota 3) da tga= tg 30° cos 30° = 1/2, per 
cui cosa=1//1+tg?a=2/V5=0,8944. Quindi si ottiene Sj= /S = 
= —f/2-0,8944 = — 0,559P. 

La componente orizzontale di S, è uguale a Ss, per cui si ha S, = 4/ 25; = 
= — 0,816P. La somma delle componenti verticali di S, ed S3z è uguale a P + 
- S/V2= PP V/3= 0,423P. Quindi si ottiene 
8, = Sa = — 0,423P/2 cos 30° = — 0,244P. 


Esercizio 978. — Idem, nel caso di una struttura 
non regolare come la precedente, rappresentata in 
assonometria e in proiezioni nella 
fig. 1127 a, b). 

Soluzione. È molto semplice 
, la soluzione grafica. 

Decomponiamo da prima il ca 
rico P agente in E nelle componen 
ti S secondo l’asta 6 ed r secondo 
la retta r d’intersezione del piano 
P,6 e del piano 4, 5; ciò che si effet- 
tua mediante due triangoli in secon- 


di ‘a p da ein prima proiezione. Poi decom- 
di poniamo la forza r nelle componen- 
“| c) A ci S, ed S; secondo le aste 4 e 5. 
Quindi decomponiamo le for: e E 
«E Ar note Se e P agenti in D nelle com PA 
sli pes ponenti $, ed 7’; poidecomponiamo * 


Fig. 1127. la forza r’' nelle componenti S, ed S3 Kg 1138. 
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Esercizio 974. — Le due basi della struttura della fig. 1128 sono triangoli 
equilateri situati in piani orizzontali, di lati a e 2a, e l’altezza è h = 3a. Calco- 
lare gli sforzi nelle aste provocati dai tre carichi verticali uguali P. 

Soluzione. La proiezione orizzontale delle aste 1, 4,7 vale (2/3)a V 3/2 = a/V/3. 
Quindi la lunghezza di queste aste è definita da sì? — felina (a/V/ 3) 3)? = 28a?/3, 
da cuis, = 2 V 7a/y/ 3. Perciò si ha cosa = h/s,= 33/2 7,sena = 1/2V7. 

Proiettando sulla verticale (per eliminare S; ed Sy) le quattro forze concor- 
renti in C, si ha 


S,cosa+P=0, da cu 8,=—P/cosa=—2y7P/3-/3=— 1,018P. 


Proiettando le stesse forze sulla bisettrice dell’angolo ACB, si ha 
S3 cos 30° + Ss cos 30°= S,sena, da cui Ss=Ss=$S;/2V3yV7=— P/9. 


Per ottenere S; annulliamo la somma algebrica dei momenti delle cinque forze 
concorrenti in B rispetto alla retta B,C; (si eliminano Sy, S;, Sg). Si ha così 


Ss cos 30° - 3a + P-(1/3)a V 3/2= 0, da cui Ss =— P/9. 


Essendo Ss = $3 = $g, il nodo B è nelle stesse condizioni di C, per cui S,= 
= S, ed S; = 0 (S; è nullo anche perchè la risultante di P, Sy, Ss, Ss è nel piano 
bisettore per B). Lo stesso dicasi per il nodo A, per cui $, = Sy = S} ed 6s= 
= S3=0 (4). 


505. Le strutture composte. 


a) Un altro modo di generare una struttura reticolare nello spazio 
consiste nel collegare tra loro mediante aste due strutture indeforma- 
bili semplici (n. 504 d) oppure complesse (n. 506 4), in modo da costi- 
tuire un’unica struttura indeformabile, che si chiama composta. Per im- 
pedire quaiunque movimento relativo di una delle strutture parziali ri- 
spetto all’altra, occorrono sei aste, come per vincolare una struttura al 
suolo (n. 503); e le sei aste devono essere disposte in modo che non esi- 
sta alcuna retta che incontri tutti e sei i loro assi (n. 503 a). La fig. 1129 
rappresenta il caso di due strutture a forma di tetraedro, collegate tra 
loro mediante le sei aste 1, 2, ... 6. 

Anche per le strutture composte vale la relazione (795) fra il numero 
a delle aste e il numero » dei nodi. Infatti, per le due strutture parziali 
si ha a, = 3%, —6, a, = 3n, — 6, da cui, sommando, a, + a, = 3(n, + 
+ #3) — 12; quindi, aggiungendo le sei aste di collegamento, il numero 
delle aste risulta a = a, + a,.+6 = 38(n1 + no) -12+6=3n— 6. 

b) A differenza daile sine semplici (n. 504), le strutture com- 
poste possono non avere nessun nodo nel quale concorrano tre sole aste, 


(14) Invece di essere vincolata al suolo, la struttura potrebbe avere tre aste disposte secondo 
le rette 4,B., 4:C1, B;C,, nel qual caso sarebbe del tipo del n. 504 d). 
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e quindi non consentire l’inizio del calcolo degli sforzi mediante l’equi- 
librio dei nodi (n. 504 c); oppure, anche avendone, possono a un certo 
punto non consentire la continuazione del calcolo, se in qualunque nodo 
successivo si hanno quattro sforzi incogniti invece 
di tre. Un esempio di questo caso si ha nella 
fig. 1129: il calcolo degli sforzi si può cominciare 
dal nodo A o dal nodo 5, nei quali concorrono tre 
sole aste: ma poi non si può continuare, perchè si 
hanno dovunque quattro incognite. 

Si elimina tale inconveniente calcolando gli sforzi 
nelle sei aste che collegano le due strutture par- 
ziali, nello stesso modo con cui si calcolano nel caso 
di sei aste che vincolino un corpo al suolo (nn. 502, 
503 c). Trovati i sei sforzi, o anche soltanto qual- 
cuno di essi, si può continuare il metodo della suc- 
cessiva decomposizione in tre (5). 

c) Lo stesso metodo, che si può chiamare 
della sezione, si può usare per calcolare lo sforzo 
in una sola asta (o in un numero limitato di aste), 
ogni volta che sia possibile separare la struttura in due parti mediante 
una sezione (eseguita con un piano o con altra superficie) che tagli sei 
aste non incontrate da una stessa retta. Per quanto si è detto in a), una 
tale sezione è sempre possibile nel caso delle strutture composte. È evi- 
dente l’analogia col metodo della sezione di Ritter (nn. 297-299). 


Fig. 1129. 


Esercizio 975. — Calcolare lo sforzo nell’asta 6 della struttura rappresentata 
nella fig. 1129, nel caso in cui le tre aste 1, 3, 5 siano concorrenti in un punto. 

Soluzione. Pensata una sezione che tagli le sei aste 1, 2, ... 6, uguagliamo a 
zero la somma algebrica dei momenti, rispetto alla retta mn, delle forze esterne 
agenti sulla parte superiore della struttura e degli sforzi che questa riceve dall’al- 
tra parte lungo le sei aste tagliate. In tale equazione figurano soltanto le forze 
esterne P,, P., P3 e lo sforzo cercato & (perchè P, e gli altri cinque sforzi, incon- 
trando la mn, hanno momenti nulli). 


506. Le strutture complesse. 


a) Si chiamano complesse que! e strutture che non sono generate nè per 
successivi tetraedri (n. 504), nè collegando tra loro due strutture sem- 
plici (n. 505). Di solito esse si possono considerare ottenute da strutture 
semplici, sostituendo una o più aste con altrettante disposte diversa- 


(35) Questo artificio è analogo a quello che vedemmo nel n. 306 a) e nell’esercizio 387, co 
quale si eliminava un analogo inconveniente mediante una sezione di Ritter. 
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mente (1). Ad es., la struttura della fig. 1130 a) è semplice, potendosi 
ottenere dal triangolo ABC per l’aggiunta successiva dei nodi D, E, F 
e di tre aste per ciascuno. 
D Orbene, da essa si ottiene 
l’ottaedro della fig. 1130 Db) 
E sostituendo l’asta BC con 
l’asta CF. Quindi l’ottaedro è 

a) una struttura ccmplessa. 

Un altro esempio è quello 
della fig. 1131. La struttura 
delia fig. 1131 a) è semplice, 

E ced è ottenuta aggiung.ndo 
successivam.-nte i nodi A, 5, 
A 5) C, D, E, F. Da essa si ottiene 
PF la struttura compiessa della 
fig. 1131 b) sostituendo l’asta 
AF, con la FA, 
Per quanto si è detto, anche per le strutture complesse rimangono 
valide la (794) e la (795), poichè il num-ro delle aste non cambia. 
Nell’eseguire la sostituzione si deve badare che le aste non risultino 
sovrabbondanti in qualche parte e insufficienti in qualche altra; come 
accadrebbe ad es. se nella fig. 1130 a) si sopprimesse l’asta AF e se ne 
aggiungesse una fra A ed E, oppure se nella fig. 1131 a) si sopprimesse 
l'asta AF) e se ne aggiungesse una fra B e A,. 
b) Spesso le strutture complesse non hanno nessun nodo nel quale 
concorrano tre sole aste, e dal quale si possa cominciare il calcolo. 


Fig. 1130. 


Nel caso delle strutture indeformabili non vincolate al suolo (n. 504 d), 
il numero medio delle aste concorrenti in ciascun nodo della struttura si ot- 
tiene raddoppiando il numero a delle aste (perchè un’asta ha due estremità) e 
dividendo per n; per cui, tenendo conto della (795), esso risulta 2a/n = 6 — 12/n. 
Se n= 5, tale numero risulta 6 — 12/5 = 3,6; quindi esiste almeno un nodo 
nel quale concorrono tre sole aste (e c’è anche, a maggior ragione, se n = 4, nel 
qual caso concorrono 3 aste in tutti i nodi). Se invece n = 6, tale numero risulta 
6— 12/6 = 4; quindi è possibile che non esista nessun nodo nel quale concor- 
rano tre sole aste (e così pure, a maggior ragione, se n > 6). Ciò accade appunto 
nella struttura complessa della fig. 1130 b). 

Invece nel caso delle strutture vincolate al suolo (n. 504 a), già per n = 3 
è possibile che non esistano nodi nei quali concorrano tre sole aste, come nel 
caso della fig. 1132. Si veda anche la fig. 1131 b). 


(**) Anche le strutture reticolari piane si possono chiamare semplici quando sono ottenute 
mediante successivi triangoli (n. 294 a); composte se ottenute collegando con tre aste due strutture 
indeformabili (n. 294 db); complesse se ottenute da una struttura semplice sostituendo una o più 
aste con altrettante disposte diversamente. 
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c) Nel calcolare gli sforzi, può dunque accadere che non esista un 
nodo nel quale concorrano tre sole aste e dal quale cominciare. Per eli- 
minare questo inconveniente, si può usare il metodo di Henneberg o di 
sostituzione di un’asta, che vedemmo nel n. 308. Si sopprime un’asta in 
modo che un nodo rimanga con tre sole aste, e si applica il suo sforzo 
incognito X a entrambi i nodi ai quali essa faceva capo; quindi si sosti- 
tuisce l’asta soppressa con un’asta fittizia disposta opportunamente, per 
ripristinare il numero a. Lo sforzo $ in un’asta qualsiasi è espresso da 


(a) S=S+ SX, 


se S, è quello dovuto alle forze P esterne e se S, è quello dovuto alle due 
forze X = 1. In particolare, nell’asta fittizia dev'essere S = 0, ciò che 
determina il valore di XY. Quindi, sostituendo X nella (a), si calcolano gii 
sforzi in tutte le aste (1°). 

Nel caso della fig. 1131 b) si sopprime ad es. l’asta FA, e si sostituisce 
con la A7;, ottenendo in tal modo che nel nodo F concorrano tre sole aste. 

Quando esistano alcune simmetrie, nonchè in certi casi semplici, si 
riesce a calcolare gli sforzi anche in modo diretto (es. 976, 977). 


Esereizio 976. — La struttura della fig. 1132 differisce da quella dell’eserci- 
zio 974 per la diversa disposizione dell’asta 2. Calcolare gli sforzi nelle aste. 

Soluzione. In questo caso non esiste un nodo nel quale concorrano tre sole 
aste. Tuttavia, considerato un nodo 
qualsiasi, ad es. B, se uguagliamo a 
zero la somma algebrica dei momenti 
della forza P e dei quattro sforzi in 
esso concorrenti rispetto alla retta BC, 
si eliminano le tre incognite Sy, Ss, Ss 
e si ottiene la stessa equazione con 
l’incognita Sg come nell'esercizio 974. 
Per cui è ancora S& = — P/9. 

I tre nodi A, 5, C sono in condi- 
zioni identiche. Quindi si conclude fa- 
cilmente che tutti gli sforzi hanno gli Fig. 1133. 
Fig. 1132. stessi valori trovati nell’esercizio 974. 


Esercizio 977. - Una struttura è costituita da dodici aste uguali. disposte 
secondo gli spigoli di un ottaedro regolare (fig. 1133). Calcolare gli sforzi pruvo- 
cati dalle due forze P uguali e contrarie. 


(1’) Riassumendo, i metodi principali per il calcolo degli sforzi nelle aste sono dunque 1 se- 
guenti. 1°) Se la struttura è semplice, si effettua successivamente in ogni nodo la decomposi- 
zione di una o più forze in tre, usando uno dei metodi del n. 501. 2°) Se è composta, si traccia 
una sezione che tagli le sei aste che collegano le due parti della struttura e si determinano i se 
slorzi mediante le (793,), o meglio procedendo come si è detto rel n. 502. 3°) Se è complessa' 
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Soluzione. La simmetria della struttura e delle forze P consente di calcolare 
gli sforzi in modo semplicissimo, nonostante l’assenza di nodi nei quali concor- 
rano tre sole aste. 

Le aste 1, 2, 3, 4 fanno un angolo di 45° con la retta d’azione OA della forza 
P. Quindi per l’equilibrio del nodo A si ha 


4(S, cos 459) = 46,/V2= P, da cui Sj=$S,= Ss = S,=-V2P/4= 0,354P. 


Le aste 1 e 1’ sono normali tra loro, e così pure le aste 5 e 8. Quindi, essendo 
evidentemente S, = Sy ed S;= Sg, si conclude che nelle aste 5 e 8 si hanno 
sforzi di compressione uguali a $,. 

Pertanto, risulta Sj=.. Sy = Sy =... Sy = 0,354P, Ss= S= $S,= S= 


= — 0,354P. 


triangolari. 


Fra le strutture indeformabili indipen- LS N 
dentemente dai vincoli col suolo (ossia li- / N 
bere) molte sono tali che le aste costitui- 
scono gli spigoli di un poliedro chiuso e 


vuoto internamente (ossia privo di aste che XJ 
ne attraversino lo spazio racchiuso, affinchè Ea 
questo sia utilizzabile) (strutture @ gratic- di 


507. Le strutture a graticcio chiuso a faece T-_-</ » \ 9 


cio (18)). Quindi i numeri a delle aste (0 spi- A 
goli), n dei nodi (o vertici) ed } delle maglie 

(o facce) sono legati dalla stessa relazione 

trovata da Eulero fra gli spigoli a, i vertici 

n e le facce f dei poliedri chiusi (1°): 

(a) a=n+j_-2. Fig. 1134. 


si usa il metodo di Henneberg. 4°) In ogni caso si potrebbe far uso del sistema di 3n equazioni 
(792) (tre per ogni nodo), ma il procedimento è troppo laborioso (n. 296 a). In casi semplici, o 
quando esistano particolari simmetrie, il calcolo si semplifica, come si è visto in diversi esempi. 

(3) V. il $ 43 del volume di A. FopPL citato nella nota 1. 

(3*) La (a) si dimostra col seguente ragionamento. Cominciamo la costruzione del polie- 
dro con una sola faccia. che ha un numero « di lati o spigoli uguale al numero » di vertici; per 
cui a, = n. La se:onda faccia che aggiungiamo ha uno spigolo e due vertici in comune con la 
prima; per cui il numero Aa degli spigoli aggiunti è eguale al numero Am dei vertici aggiunti 
più uno : A;a = A,m + 1. La terza faccia ha due spigoli e tre vertici in comune con le due pre- 
cedenti: per cui il numero Asa dei nuovi spigoli aggiunti è ancora uguale ai nuovi vertici aggiunti 
An più uno A,a = An + 1. E così di seguito fino alla penultima faccia. Quindi se A} è il nu- 
mero delle facce aggiunte, esclusa l’ultima, si ha 


Aa + A20+... =AMFPAMT... + Af, ossia Aa = An+4Af. 


Quando si chiude il poliedro aggiungendo l’ultima faccia, non si aggiungono nuovi spigoli nè 
nuovi vertici, perchè sono comuni al poliedro aperto già costruito. E il numero totale f delle facce 
è {= 1+ Af + 1, da cui Af = f— 2. Pertanto, il numero totale degli spigoli risulta a = a, + 
+sa = +An+tAf=n+f-2. 


566 CAPITOLO VENTIDUESIMO 


Nel caso particolare in cui tutte le maglie o facce siano triangoli, si ha un’ul- 
teriore relazione fra a ed f: ogni maglia ha tre aste, ma ogni asta è comune a due 
maglie contigue, per cui il doppio del numero delle aste è uguale al triplo del 
numero delle maglie, ossia 2a = 3f. 

Perciò, se nella (a) si sostituisce f con 2a/3, si ritrova la (795). 

Si conclude pertanto che qualunque struttura a graticcio chiuso a maglie 
triangolari è strettamente indeformabile, ossia isostatica: quindi (nn. 48, 296) 
è anche staticamente determinata. Perciò si può risparmiare il computo dei nodi 
n e delle aste a. La proprietà vale anche se due o più maglie contigue sono in uno 
stesso piano, ossia anche nei casi della fig. 1134: però si deve evitare che tutte 
le aste che concorrono in un nodo siano complanari, altrimenti il nodo non è 
validamente vincolato (note 11, 12). 

Sono strutture a graticcio chiuso il tetraedro (n = 4, a = 6), l’ottaedro (n = 6, 
a = 12), un cubo o un parallelepipedo alle cui facce si sia aggiunta una diago- 
nale (n = 8, a = 18, fig. 1134 a), nonchè gli esempi delle figg. 1134 b, c, d). 


508. Le cupole Schwedler. 


a) Le cupole Schwedler coprono vani il cui contorno è un poligono, 
spesso regolare. Sono costituite da aste disposte secondo dei meridiani, i 
quali sono impostati nei vertici del poligono di base; da aste disposte secondo 
dei paralleli; e da aste disposte secondo una delle diagonali dei trapezi fra 
i meridiani e i paralleli (fig. 1135 a, b) (talvolta secondo entrambe le 


Fig. 1135. 


diagonali: diagonale e controdiagonale). Nella meggior parte dei casi la 
cupola è aperta superiormente, ossia i meridiani non si congiungono nel 
polo, ma fanno capo al parallelo superiore, detto di lanterna. 

Se in ogni trapezio c’è una sola diagonale (cioè se mancano le contro- 
diagonali), a ogni nodo libero (cioè non vincolato al suolo) corrispondono 
tre aste (una meridiana, una parallela e una diagonale); per cui la (794) 
è soddisfatta, e quindi la cupola è indeformabile e staticamente deter- 
minata. Se c'è un parallelo anche in corrispondenza delle imposte, esso 
non fa che collegare dei punti del suolo (per mig:iorare la rigidezza dei 
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vincoli), e perciò non modifica il comportamento della cupola. Non esi- 
stono nodi nei quali concorrano aste tutte complanari, per cui in queste 
cupole non si hanno disposizioni singolari ossia difettose. 

Vediamo ora come si calcolano gli sforzi nel caso di carichi simmetrici 
e nel caso di carichi qualsiansi. 

b) Carico simmetrico. Nelle cupole i cui paralleli sono poligoni rego- 
lari, spesso tutti i meridiani sono caricati nello stesso modo e con cari- 
chi verticali, per cui basta studiare i nodi di un meridiano. 

Le due aste di parallelo che concorrono in un nodo sopportano sforzi 
uguali, per cui la risultante È dei due sforzi, che è nel piano orizzontale, 
è diretta secondo la bisettrice dell'angolo delle due aste. Quindi il carico 
P nel nodo, la risultante R e gi sforzi S,, S, nelle due aste meridiane 
concorrenti nel nodo g acciono nel piano meridiano e 
sono tra loro in equilibrio. Per conseguenza le diago- 
nali sono inerti (29). 

Se i meridiani non si congiungono nel polo, cioè se 
esiste un parallelo di lanterna (fig. 1136 a), si comin- 
cia dal nodo superiore 4 e si decompone (fig. 1136 b) 
il carico P, nella risultante A, orizzontale e nello sforzo 
$, secondo l’asta meridiana. Poi si considera il nodo b, 
e si determinano la risultante A, e lo sforzo S, che 
fanno equilibrio a P, e a S,. E così di s: guito. Infine, 
si decompongono le risultanti R e si ottengono anche 
gii sforzi nei paralleli (es. 978). db) 

Se invece i meridiani si congiungono nel polo, lo P 
sforzo $S, nell’asta superiore è tale che la sua compo- Li 
nente verticale è P/m (P carico nel polo, m numero 
di meridiani). Per i nodi successivi si procede come Fig. 1136. 
nell'altro caso (es. 979). 

Dal diagramm» della fig. 1136 b) si deducono facilmente anche le 
espressioni analitiche dei vari sforzi (es. 978, 979). 

Le aste dei meridiani sono sempre compresse. Gli sforzi nelle aste 
dipendono da tutti i carichi ag:nti nei nodi sovrastanti. Quindi nelle 
aste in basso g.i sforzi sono massimi quando tutti i nodi sono caricati. 

Nei paralleli superiori gii sforzi sono sempre di compressione. Invece 
nei paralleli inferiori possono essere di trazione, specialmente se i cari- 
chi P aumentano poco dai nodi superiori a quelli inferiori, e tanto più 
quanto maggiori sono i carichi ag:nti nei nodi sovrastanti. 


(2°) In altri termini, le forze P, KR, S,, Ss sono sufficienti per assicurare l’equilibrio del nodo. 
E poichè nelle strutture isostatiche esiste una sola situazione equilibrata, non può sorgere il dub- 
bio che si verifichi una situazione diversa da quella indicata, nella quale siano in tensione anche 
le diagonali. A conferma di ciò, nel caso della fig. 1135 a) i nodi del parallelo di lanterna si tro- 
vano nelle condizioni del n. 500 c, 2°, essendo P, A, S; in un piano e la diagonale fuori da 
questo piano; per cui lo sforzo in questa è nullo e quindi è nullo in tutte). 


568 CAPITOLO YVENTIDUESIMO 


c) Carichi qualsiansi. In questo caso le diagonali non sono inerti; 
quindi (fig. 1135 a) non si trova un nodo nel quale gii sforzi incogniti 
siano soltanto tre e dal quale si possa cominciare il calcolo. Per eliminare 
questo inconveniente, si calcolano separatamente gii sforzi nelle aste 
provocati da ciascun carico, cioè si riconduce il problema al caso di un 
carico P in un solo nodo. Accade allora che numerose aste risultano 
inerti, e la loro determinazione, nel caso di queste cupole, è molto 
semplice (es. 980) (v. nota 22). Tali aste si possono pe erciò pensare 
soppresse, ciò che di solito riduce a tre sole le aste attive concorrenti 
nel nodo in cui agisce P (fig. 1139). Quindi il calcolo degli sforzi si comin- 
cia da questo nodo, e si continua per successive decomposizioni di forze 
note in tre inecgnite, e in alcuni nodi soltanto in due. 

Ripetuta la stessa ricerca per cgnuno dei carichi agenti, si ottengono 
poi gii sforzi totali sommando algebricamente quelli parziali provocati 
da ciascun carico. In tal modo è facile individuare quelle condizioni di 
carico che sono più gravose per le varie aste. 

d) Spesso si dispongono due diagonali in ogni trapezio (diagonale e con- 
trodiagonale). In tal caso la struttura ha numerose aste sovrabbondanti, e per- 
ciò è staticamente indeterminata. Inoltre, se le controdiagonali non hanno la 
lunghezza giusta, si generano delle tensioni iniziali (autotensioni, nn. 50 b, 338 a)) 
di montaggio. 

Tuttavia se entrambe le diagonali hanno la sezione piatta, e quindi sono poco 
resistenti al carico di punta, quella delle due diagonali che risulterebbe compressa 
reagisce in misura insignificante e la sua presenza si può trascurare. Ciò che pra- 
ticamente rende determinata la struttura. Pertanto, il calcolo si può eseguire 
tenendo conto soltanto delle diagonali che risultano tese, ossia astraendo da quelle 
compresse. A tal fine, si sopprimono quelle diagonali che si prevedono compresse, 
e si procede nel calcolo degli sforzi. Se a un certo punto una delle diagonali con- 
servate risultasse compressa, si sopprime e si rimette quella che prima si era 
soppressa (2). 


Esercizio 978. - In una cupola Schwedler a pianta ottagonale (fig. 1137 a), 
coi meridiani inscritti in un arco circolare, i paralleli di lanterna e d’imposta 
hanno la colatitudine @' = 15° e @” = 75°; inoltre essa ha tre paralleli equi- 
distanti tra loro e dai primi. Il carico è simmetrico, e in ognuno dei nodi appar- 
tenenti ai vari paralleli si ha P, = 800 kg, P, = 800 kg, P,= 1200 kg, P4= 
= 1400 kg. Calcolare gli sforzi nelle aste. 


(3) Però quando si calcolano successivamente gli sforzi provocati dai carichi agenti nei di- 
versi nodi (n. 500 c), una diagonale è tesa per alcuni di essi e compressa per altri. Perciò le com- 
pressioni non si possono trascurare, perchè fanno diminuire le trazioni. Soltanto se la somma 
delle compressioni supera la somma delle trazioni, la diagonale si può ritenere inerte (se è piatta). 
Quindi bisognerebbe prevedere il segno dello sforzo totale provocato da tutti i carichi. 

Per ulteriori considerazioni sulle controdiagonali si veda il $ 44 del volume di A. FOPPL ci- 
tato nella nota l. 
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Soluzione. Gli angoli d’inclinazione delle diverse aste di un meridiano risul- 
tano ©, = 22°30’, ©, = 37930”, @©s = 52930‘, ws = 67°30. Quindi si ottiene 
(fig. 1137 b) (sen 22°30’ = 0,38268, tg 22°30’” = 0,41421, ecc.) 

Si=— 800/0,38268 = — 2091 kg, S, = — 1600/0,60876 = — 2628 kg, 
Ss = — 2800/0,79335 = -- 3529 », Si=— 4200/0,92388 = — 4546 ». 


Le risultanti £ degli sforzi S' nei paralleli valgono (fig. 1137 b) 


R,= 800/0,41421 = 1931kg, Z, = 1600/0,76733—1931 = 154kg, 
R.= 2800/1,30328— 2085 = 63», Ra= 4200/2,41421— 2148 = — 408 » . 


L’angolo nei vertici dell’ottagono regolare è a = 135°, per cui si ha a/2 = 67930’, 
cos 67930’ = 0,38268. Quindi gli sforzi nei paralleli risultano (fig. 1137 c) 


Sf =— 1931/2-0,38268 = — 2523 kg, £=_—201:kg, 
S5=— 82 kg, S{=+533 kg. 


Gli sforzi nelle diagonali sono nulli. 
Se manca il parallelo o cintura d’imposta, R; è la spinta orizzontale del me- 
ridiano contro la cerniera d’imposta. 


Esercizio 979. — Cupola Schwedler a pianta esagonale, inscritta in una mezza 
sfera, con un parallelo d'imposta e due paralleli situati a 30° e a 60°, e con i meridiani 
prolungati fino al vertice (fig. 1138 a). Calcolare gli Sforzi 
nelle aste provocati da un carico verticale P nel vertice. 

Soluzione. Gli sforzi S, helle sei aste 1 sono tali che la 
loro componente verticale è P/6. Dalla 
fig. 1138 b) si deducono i seguenti valori 
degli sforzi S: 


P/6 

Si = Ta 150 = — 0,644P, 
P/6 

Sa = — gen gg © — 02962, 
P/6 > 

= prg © DATE 


Le risultanti R degli sforzi $S’ nei pa 
Fig. 1137. ralleli valgono Fig. 1138. 


R;, = (P/6)tg 15° = 0,045P, R.=(P/6)tg 45° —Rs=0,122P, 
E, = (P/6)tg 75° — K4.— R.= 0,455P.. 


Gli sforzi di trazione S' nei paralleli sono dati da S'= E/2 cos 60°0= E; quindi 
hanno gli stessi valori delle A. 


Esercizio 980. — Trovare le aste inerti nella cupola della fig. 1139, soggetta 


a una sola forza nel nodo D. 
Soluzione. In un nodo A del parallelo di lanterna concorrono tre aste compla- 
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nari e l’asta 4B; quindi (n. 500 c) questa è inerte. Nello 
stesso modo si riconosce che sono inerti tutte le aste di 
tale parallelo. Perciò nel nodo A restano eventualmente 
gli sforzi dell’asta meridiana e della diagonale; ma 
poichè esse non sono allineate, anche i loro sforzi ri- 
sultano nulli. Ripetendo il ragionamento, si conclude 
che, se tutti i nodi del parallelo di lanterna sono scari- 
chi, le aste che lo costituiscono e quelle che concorrono 
nei suoi nodi sono inerti. Quindi è lecito pensare sop- 
presse tali aste e considerare il secondo parallelo come 
fosse di lanterna. 

Se anche i nodi del secondo parallelo fossero seari- 
chi, si giungerebbe alla stessa conclusione per le aste che 
lo costituiscono e per quelle inferiori che concorrono 
nei suoi nodi. Essendo invece caricato il nodo D, si può ripetere il ragionamento 
per i soli nodi scarichi. Soppresse le aste superiori al parallelo, in C concorrono 
tre aste complanari e una quarta, la CD, che dev'essere inerte. Ciò si ripete per 
le altre aste del parallelo, ma non per la DE. Infatti questa risulta affaticata, 
poichè fa capo al nodo D che è soggetto al carico P che si suppone non agente 
nel piano delle altre tre aste. 

Proseguendo in modo analogo, risultano inerti tutte le aste indicate con 
linee sottili (22). 

Il calcolo degli sforzi si può dunque cominciare dal nodo D, nel quale gli sforzi 
incogniti sono soltanto tre. 


Esercizio 981. — Calcolare gli sforzi nelle aste della struttura piramidale della 
fig. 1140 a) (analoga alle cupole Schwedler), soggetta al solo carico P verticale 
nel nodo B. Ciascuno dei due piani è alto 4 m, e i tre lati della base sono lun- 
ghi 6 m. . 

Soluzione. a) L’equilibrio del nodo A richiede che le aste 1, 2, 3 siano inerti. 
Inoltre, per l’equilibrio dei nodi C e D, sono inerti le aste 4 e 5 (n. 500 c, 29). 
Infine, le altre due aste 8 e 11 concorrenti nel nodo C devono pure essere inerti. 

Consideriamo l’equilibrio del nodo B. Equilibrio alla rotazione intorno ad 
EF (la verticale del carico P dista V 3/2 metri da EF): 


PV 3/2+ (Ss cos 309)4 = 0, da cui Sk =— P/4. 


Equilibrio alla rotazione intorno a FG (l'asta 7 fa con la verticale un angolo a 
tale che cosa = 4/4,36 = 0,917): 


P2V3— (Ss cos 30°)4 + (9, cosa) 3 /3=0, da cui S,= — 0,908P.. 
Equilibrio alla rotazione intorno ad EG (la proiezione orizzontale dell'asta 10 è 


lunga m 4,58; quindi l’angolo a, che l’asta fa con la verticale è tale che tg a, = 


(33) La determinazione delle aste inerti, che nelle cupole Schwedler è semplicissima, in altro 
strutture può richiedere considerazioni assai più complesse. Un bell’esempio di acuto ragionamento 
si ha nell'esercizio 38 a pag. 238 del volume di A. FòPPL citato nella nota 1. 


to, 
4 
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= 4,58/4= 1,145, da cui cosa)= 0,658): 


PV 3/2+ (Swoc084)3V/3=0, da cui Sio = — 0.253P.. 


Gl sforzi Sy ed S,, si possono calcolare in modo analogo. Ma si ottengono più 
agevolmente decomponendo S; secondo le rette 9 e 12, ciò che si è etfettuaio 
(tig. 1140 b) sul ribaltamento della falda AEG Essi risultano Sy = — 0,184P, 
S,3 = 0,255P. 

b) Se invece agiscono tre carichi verticali P uguali nei nodi B, C, D, sono 
affaticate le aste 4, 5, 6, 7, 8, 9, e gli sforzi risultano 
Sj= S=S=—0,250P, S,=Sg= Ss = — 1,090P. 


5 


c) Infine, se agisce un solo carico verticale P nel vertice A, sono affaticate 
soltanto le aste 1, 2, 3, 7, 8, 9, e gli sforzi risultano 


Fig. 1140. FIg. 1131 


509. Altri tipi di cupole e di coperture reticolari. 


Nella pratica si usano svariatissimi tipi di coperture reticolari (°*), che qui 
non è il caso di elencare. Ci limitiamo a pochi cenni su alcuni dei più caratteri- 
stici. 

a) Cupole a rete. Si possono pensare dedotte dalle cupole Schwedler facendo 
ruotare un parallelo sì e uno no, in modo che i nodi di ciascuno di essi vengano 
a trovarsi in corrispondenza della mezzaria dei nodi dei paralleli contigui. In 
luogo dei meridiani e delle diagonali si hanno così due ordini di aste, inclinate 
secondo direzioni di solito simmetriche (fig. 1141), le quali, insieme coi paral- 
leli, formano dei triangoli isosceli. 


(3?) Si veda, ad es., la seconda parte del volume di W. SCHLINK: Statik der Itaumfachwerke, 
Lipsia, Teubner, 1907. 
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In queste cupole si deve evitare che i paralleli siano 
dei poligoni con un numero pari di lati, poichè la cupola 
risulterebbe labile, nonostante che le aste siano in numero 
sufficiente. È facile persuadersi di questo fatto esami- 
nando la struttura semplice della fig. 1142. I nodi sono 
n= 4 e le aste a = 12, come vuole la (794). Tuttavia 
essa si può deformare facendo ruotare i vari triangoli 
A45B1, BC2, CD3, DA4, in modo che i nodi 1 e 3 ad es, 
si abbassino e i nodi 2 e 4 si alzino, e che le distanze 
1-2, 2-3, 3-4, 4-1 rimangano invariate, com’è richiesto dalla presenza delle 
aste 1-2, 2-3, 3-4, 4-1. Con ciò la struttura assume la configurazione punteggiata. 
Se invece il poligono 1, 2, 3... ha un numero n dispari di lati, facendo ad 
es. abbassare il nodo 1, alzare 2, abbassare 3, ecc., accade che il nodo n si 
abbassa come 1, per cui la distanza 1-n diminuirebbe, ciò che è impedito dal- 
l’asta 1-n. Quindi si conclude che se n» è dispari, la cupola è indeformabile. Tutta- 
via si deve evitare che n, anche se dispari, sia grande, poichè la rigidezza risul- 
terebbe scarsa, risultando meno significativa la differenza fra due cupole con n 
pari o dispari (24). 

b) Cupole Zimmermann (?). Queste cupole sono caratterizzate da una spe- 
ciale disposizione delle aste, che consente di collegare due paralleli di cui quello 
superiore è un poligono avente un numero di lati metà di quello inferiore. Un 
esempio si ha nella cupola a due piani della fig. 1143. Le falde del piano inferiore 
possono essere inclinate, come nella fig. 1143 a), oppure possono essere in piani 
verticali (fig. 1143 b). 


Fig. 1142. 


- Fig. 1143. Fig. 1144. 


c) Volte a botte reticolari. La fig. 1144 rappresenta una volta di questo tipo. 
Le due fronti della volta possono essere irrigidite mediante due strutture reti- 
colari piane qualsiansi; oppure possono essere appoggiate su muri frontali, sago- 
mati come la volta. I due bordi AC e BD possono essere appoggiati sui muri late- 
rali; oppure possono essere vincolati in modo opportuno soltanto alle estremità 
A e C, Be D alla sommità di quattro pilastri. 


(*) Per ulteriori considerazioni e per il calcolo di queste cupole, si vedano ad es. il $ 45 del 
volume di A. FOPPL citato nella nota 1, e il $ 28 del volume di W. SCHLINK citato nella nota 23. 
Si veda anche l’esercizio 982. 

(35) W. ZIMMERMANN: Das Raumtiachwerk der Kuppel des Reichstaghauses, « Zentralblatt 
d. Bauverw. », 1901, pag. 201. Per il calcolo si vedano il $ 48 del volume di A. FòoPPL citato nella 
nota 1, e i $$ 29, 30 del volume di W. SCHLIXNK citato nella nota 23. 
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Per il calcolo degli sforzi nelle aste, queste volte si possono considerare come 
l'insieme di travi reticolari piane ACEF, EFGH,... a correnti paralleli, che sono 
comuni a due travi contigue (salvo le due estreme). Queste travi sono sollecitate 
nel loro piano dalle componenti nel piano stesso dei carichi agenti nei nodi; per 
cui si determinano anzitutto tali componenti. Noti i carichi agenti nei nodi di 
un meridiano generico (supposti verticali nella fig. 1145 a), si decompone P, nelle 
componenti 01’ e 11 secondo le direzioni a e d (fig. 1145 b), P, nelle componenti 
12° e 2’2, ecc. La trave reticolare ACEF è soggetta nel nodo 1 alla componente 
a = 01°. La trave EFGH (figg. 1144, 1145 c) è soggetta 
nel nodo inferiore 1 alla componente 1’1 e nel nodo supe- 
riore 2 alla componente 12’; per cui essa sopporta la 
differenza 5 = 1’2’ (28). E così di seguito (?°). Questa 
decomposizione si effettua per un solo meridiano, se 
tutti i meridiani sono caricati nello stesso modo (cioè 
se i carichi sono uguali in tutti i nodi di una stessa 
erizzontale); altrimenti si ripete per tutti i meridiani. 
In tal modo si ottengono tutte le forze agenti su cia- 
scuna trave; quindi si calcolano queste come si è visto 
nel Cap. XIV. In ultimo 
si sommano algebricamen- 
te gli sforzi trovati nelle 
aste dei correnti che ap- 
partengono a due travi 
contigue. 

Se i meridiani hanno 
la forma di una funico- 
lare dei carichi agenti nei 
loro nodi, i punti 1’, 2’, 
3‘, 4’ coincidono in un 
polo O = 4’; per cui le 
forze che sollecitano le va- 
rie travi EFGH, GHIL,... 
sono nulle, e le uniche aste 
affaticate sono quelle dei 
meridiani. Lo stesso acca- 
de per la trave ACEF se essa è appoggiata a un muro lungo il bordo 40, al- 
trimenti essa sopporta le forze 00. 

Nella fig. 1145 d) è eseguita la stessa decomposizione nel caso dell’azione 
del vento. 


Li 
s\ /1s 


h' 
Fig. 1146. 


Fig. 1145. 


Esercizio 982. — Determinare gli sforzi nelle aste di una cupola a rete a un 
solo piano (fig. 1146), provocati dalla forza P. 


(**) Ciò che è equivalente per gli sforzi in tutte le sue aste, eccettuati i montanti. Per valu- 
tare gli sforzi in questi ultimi, si devono tener distinte le forze agenti nei nodi 1 e 2 (fig. 1145 c). 
(*) Se qualche carico, ad es. P., è piccolo, può accadere (fig. 1145 b) che il punto 2” situato sulla 
11’ cada alla destra di 1’. In tal caso la forza è che sollccita la trave LFGZ è rivolta verso l’alto. 
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Soluzione. Osserviamo anzi tutto che essendo regolare il poligono 1, 2, 3, 4, 
5. gli sforzi Sj, Ss, Ss, Si, S; risultano -uguali e alternativamente di segno con- 
trario (ciò che è vero anche se la forza P non è disposta simmetricamente come 
nella figura). Infatti, i quattro sforzi Sj, Sa, $7, Ss che concorrono nel nodo sca- 
rico B devono essere tali che la risultante dei due primi sia uguale e contraria 
alla risultante dei due ultimi. Quindi le due risultanti devono agire secondo la 
retta d’intersezione dei piani di 1, 2 e di 7, 8, che è la parallela « alla retta ». 
Ma la « è ugualmente inclinata rispetto a 1 e 2 e rispetto a 7 e 8; inoltre è esterna 
all'angolo di 1 e 2 e all'angolo di 7 e 8. Perciò S,, S, ed S,, Ss sono due a due 
uguali e di verso contrario. Ripetendo lo stesso ragionamento per il nodo C, ecec., 
si riconosce la verità dell’affermazione, e si riconosce inoltre che sono uguali tra 
loro anche gli sforzi S,, Ss, ... S13 e che il segno di S7, S10; Si: Su è contrario 
a quello di Ss, Sg, Sio; Sig 

Nel nostro caso, per la simmetria della forza P, si ha anche S = Sjs. 

Partendo dal nodo A, costruiamo le due proiezioni del poligono spaziale P, 
Si. Ss: Ss, 815 di equilibrio di A. Poichè le seconde proiezioni delle aste 1 e 5, 
6 e 15 si sovrappongono, quelle degli sforzi S, ed $;, S ed $,; sono allineate. 
Quindi la seconda proiezione del poligono suddetto è il triangolo avente come 
lati le seconde proiezioni di P e delle risultanti di S,, S; e di Sg, Sg. Trovate 
queste ultime, si tracciano anche le prime proiezioni r ed st delle risultanti stesse, 
dalle quali si deducono le prime proiezioni di $,, 8; Sg, S15 mandando le paral- 
lele alle prime proiezioni delle aste. 

Passando al nodo B, si traccia di seguito a $, la prima proiezione di $, uguale 
a |S,| e se ne deduce la seconda proiezione. Quindi dagli estremi della bilatera 
$S,S, si tracciano in prima e seconda proiezione le parallele alle aste 7 e 8, otte- 
nendo $, ed Sy. Come controllo dell’esattezza della costruzione, i punti db’ e db” 
devono essere sulla stessa verticale. 

Non è necessario considerare altri nodi, poichè, per quanto si è detto in prin- 
cipio, sono noti senz’altro anche i rimanenti sforzi. 

Nella prima proiezione sono indicate con segno grosso le aste compresse. 


510. Cenni sul controventamento dei ponti metallici. 


a) Come già si disse nel n. 495, i ponti sono soggetti a forze orizzontali 
laterali dovute all’azione del vento sul ponte e sul treno (?8), all’azione centrifuga 
di questo e all’eventuale frenamento se il binario è in curva, e al moto di serpeg- 
giamento della locomotiva. Nel caso dei ponti metallici a travate, queste non sono 
atte a sopportare tali forze; per cui esse si devono collegare in modo opportuno, 
sì da ottenere una struttura spaziale capace di resistervi. 

Se il ponte è a via inferiore e se l’altezza delle travi principali è minore di 
quella del treno, si collegano i nodi dei loro correnti inferiori non solo con le tra- 
verse destinate a sostenere la via, ma anche con diagonali. In tal modo risulta 
una trave reticolare (trave di controvento) disposta in un piano orizzontale, avente 


(3*) Il regolamento italiano attuale prescrive di tener conto di una spinta del vento di 
250 kg/mq se il ponte è scarico, e di 150 kg/mqa se il pon è percorso dal treno (se la spruts 
fosse superiore, i carri merci vuoti potrebbero ribaltarsi). ° 
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come correnti i correnti inferiori delle travi principali, come montanti le traverse, 
e le diagonali suddette. 

Se invece le travi principali sono più alte del treno, è possibile creare anche 
una trave di controvento superiore, mediante traverse e diagonali disposte nel 
piano orizzontale dei correnti superiori. Le reazioni di questa trave vengono poi 
sopportate da due robusti telai posti alle due estremità del ponte, e da questi 
trasmesse agli appoggi. 

Infine, se il ponte è a via superiore, oltre alle due travi di controvento sud- 
dette si collegano i nodi superiori di ciascuna trave principale con quelli inferiori 
dell’altra mediante coppie di diagonali disposte in piani verticali t-asversali. 

Anche i ponti metallici ad arco o sospesi si controven- 
tano in vari modi, ma il calcolo è molto incerto e laborioso. 

b) Ci limitiamo qui a considerare il caso dei ponti a 
via inferiore e controventati solo inferiormente (29). 

Siano g, la risultante dell’azione del vento sul ponte sca- 
rico, per unità di lunghezza, e %, la sua altezza sul piano 
della trave di controvento (fig. 1147 a). Si trasporta la q. 
nel piano orizzontale di questa (fig. 1147 b) e si aggiunge 
una coppia di momento g,h, per unità di lunghezza, che si 
può sostituire con due forze g’ = g,h,/b uguali e contrarie, 
agenti nei piani delle travi principali. 

La forza g, così trasportata affatica la trave di controvento, che si studia 
facilmente. Le forze 9g’ hanno versi tali che la trave principale direttamente col- 
pita dal vento risulta alleviata e l’altra risulta aggravata. Gli sforzi nelle aste 
di quest’ultima si possono dedurre da quelli già noti dovuti al peso proprio g, 
moltiplicando questi per g’/g. Più di tutte risultano aggravate le aste del corrente 
inferiore, perchè agli sforzi dovuti al peso proprio g si sovrappongono quelli do- 
vuti a g' e quelli, pure di trazione, dovuti a 9g, trasportata all’altezza della trave 
di controvento, il cui corrente teso è comune alla trave principale. 

L’azione p, del vento sul treno, che di solito ha un’altezza h, diversa, si tratta 
nello stesso modo. Però può essere opportuno, per lo studio delle aste di parete, 
determinare la posizione parziale più gravosa del treno sul ponte. 


Fig. 1147. 


511. Calcolo dello spostamento di un nodo. 


Lo spostamento di un nodo % si calcola nel modo più semplice me- 
diante l’espressione (470,) dei lavori virtuali 


(a) A Òx = 288,0 ’ 


che naturalmente è valida anche per le strutture spaziali. Quando siano già 
noti gli sforzi effettivi S dovuti ai carichi, basta calcolare gli sforzi fittizi 
S; dovuti alla forza P, =1 applicata nel nodo & e nella direzione secondo 
la quale si vuol valutare lo spostamento. Quindi si sostituiscono gli S 
e gli $, nella (a), insieme con le caratteristiche o = s/EA delle varie aste. 


(3*) Ulteriori notizie sulla costruzione e. sul calcolo del controventamento dei ponti si tro» 
vano nei principali trattati riguardanti i ponti metallici. 
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Nel caso particolare in cui la struttura sia sogget‘a a un carico P 
in un solo nodo e si voglia lo spostamento di questo ncala direzione della 
F, gli sforzi S, si deducono dagli $S dividendoli per P. 


Esercizio 983. — La struttura della fig. 1133 ha le aste di uguale sezione. 
Calcolare l'allontanamento dei nodi 4 e B e l’avvicinamento dei nodi C e D. 

Soluzione. Gli sforzi S provocati dalle forze P sono (es. 977) S,= ... S4 = 
= #o-. Bg V/ 2P/4, S=S=S= S= — V 2P/4. Gli sforzi S, pro- 
vocati da due forze P = 1 applicate nei punti A e B si ottengono dagli S ponendo 
P= 1. Sostituendo nella (a), si ottiene 


s, = 1202 pv? 3 po _ 3. Ps 


a‘ & "ge" #° Ed° 

Per calcolare dò.;, pensiamo applicate due forze P = 1 nei punti C e D, ri. 
volte in dentro. Gli sforzi fittizi che esse provocano valgono ancora V 2/4, ne- 
gativi nelle aste 2, 2’, 5, 6, 4, 4’, 7, 8 e positivi nelle aste 1, 1’, 3, 3’. Associan- 
doli nella (a) agli sforzi S precedenti, si ottiene 

V2,V2 V2,V2 ì V2,V2 1 1 8 
oi “nei Siino: pei el del Di n di 

Si poteva invece ottenere direttamente d.; osservando che l’accorciamento 
della diagonale del quadrato 5, 6, 7, 8 è uguale all’accorciamento dei suoi lati 
moltiplicato per V2. 


512. Le strutture reticolari iperstatiche. 


Possono essere iperstatiche per eccesso di vincoli esterni (col suolo) 
o per eccesso di vincoli interni (aste). Anzi tutto si rende isostatica la 
struttura, sopprimendo i vincoli sovrabbondanti e sostituendoli con le 
loro reazioni incognite X (una sola X dove si è soppresso un vincolo 
esterno; due X uguali e contrarie, applicate ai nodi ai quali l’asta faceva 
capo, se si è soppressa un’asta). Quindi si determinano le incognite X. 

A tal fine, si può far uso delle equazioni (468,) dei lavori virtuali, 
nelle quali si introducono i valori degli sforzi S, dovuti alle sole forze 
esterne, e i valori degli sforzi $’ dovuti a X' = 1, $” dovuti a X” = 1, ecc. 

Oppure si scrivono le equazioni determinatrici delle X tenendo conto 
delle condizioni che erano imposte dai vincoli soppressi: se è sovrabbon- 
dante un vincolo esterno rigido, si uguaglia a zero la somma algebrica 
degli spostamenti del nodo svincolato, dovuti alle forze esterne e alla 
reazione incognita .X (0 alle varie X); se invece è sovrabbondante un’asta, 
la somma algebrica degli spostamenti relativi dei due nodi ai quali essa 
faceva capo, dovuti alle forze esterne e alle due forze X applicate a 
questi (o alle varie .X), si uguaglia alla variazione di lunghezza che subi- 
sce l’asta per effetto della X che la sollecita. Questa via è più semplice 
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della prima, quando siano già note le espressioni de- 
gli spostamenti dei nodi che si sono svincolati, pro- 
vocati dalle forze esterne e dalle forze X = 1 agenti 
sulla struttura resa isostatica (es. 984). 


Esercizio 984. — Calcolare gli sforzi nelle aste di una 
struttura a forma di ottaedro regolare (fig. 1148), ipersta- 
tica per la presenza della diagonale CD. Le aste sono di 
uguale sezione. 

Soluzione. Sopprimiamo la diagonale CD, che evidente- 
mente è compressa, e sostituiamola con due forze X appli- 
cate ai nodi C e D e rivolte in fuori. 

L’avvicinamento dei nodi C, D dovuto alle forze P è dato da Po/2 (es. 983). 
L’allontanamento di 0, D dovuto alle forze X è dato da 3X0/2. L’accorciamento 
dell'asta CD dovuto alla compressione X è Xo V 2. Quindi la X è determinata 
dall'equazione 


Fig. 1148. 


2 ik sad re ==(3—-2V2)P=0,172P. 
2 2 È 3+22 
Gli sforzi nelle aste sono dati da S = Sy + SX. Tenendo conto dei risultati 
dell’esercizio 977, si ottiene facilmente 
S= (2—-/2)P/2= 0,293P2 nelle aste 1, 3, 1’, 3’; 
S= (V2—1)P = 0,414P >» » 2,2,4, 4; 
S=—(2— 2)P/2 = — 0,293P » » 5,6, 7, 8. 


Esercizio 985. — Calcolare gli spostamenti relativi delle tre coppie di nodi 
opposti della struttura iperstatica dell’esercizio 984. 

Soluzione. L’allontanamento dei punti A e B si calcola mediante la (a) del 
n. 511. Gli sforzi effettivi S sono quelli trovati nell’esercizio 984. Gli sforzi fittizi 
S; possono essere quelli che si hanno nella stessa struttura iperstatica per P= 1, 
oppure (n. 324c) quelli che si hanno per P= 1 nella struttura privata dell’asta 
sovrabbondante CD. Nei due modi si ottiene (3°) 


__ 92 na i e e 
io = (iv?) Po + 4(V2— 1°Po + (3-2 V2)*Po /2= V®Po= 1,414Po; 


da = asi . V.? Po+ 4(/2— 1) V.? Po = V2Po. 
In modo analogo, l’avvicinamento dei punti E ed Y risulta 
ò.,, = (2— 2)Po = 0,586Po . 
L’avvicinamento dei punti C e D non è altro che l’accorciamento dell’asta 


OD, ossia da = Xov 2=(3—2V 2)Pov2= (3 2— 4)Po = 0,243Po. 


(*°) L’allontanamento $,3 si può anche ottenere sottraendo da quello 333 = 1,5Po (es. 983), 
provocato da P nella struttura isostatica, l'avvicinamento 0,5Xv = 0,5» 0,172Pg = 0,UsbPe 
dovuto alla X. 


O. BELLUZZI — Scienza delle costruzioni — II 37 
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513. Bibliografia. 


Lo studio delle forze e delle coppie nello spazio è svolto ampiamente ad es. 
nella parte terza del secondo volume dell’opera di A. FÒPPL, citato nella nota 1; 
nei Capp. V, VI, VII del volume di S. TImosHENKo-D. H. YouxG (nota 1); nel 
terzo capitolo della prima parte del volume di W. ScHLINK (nota 23); e in alcune 
delle opere citate nel n. 4l. 

I vari modi di generare le strutture reticolari sono esposti ad es. nei volumi 
di A. FOPPL, di W. SCHLINK e di S. TimosHENKo-D. H. YouxG già citati. L’im- 
portante questione dei vincoli di tali strutture col suolo è discussa negli stessi 
volumi, rispettivamente nei $$ 31, 42, nel capitolo quarto della prima parte (in 
modo ampio), e nel n. 57. Molti tipi di strutture sono illustrati specialmente nel 
volume di W. ScHLINK. Numerosi esempi di calcolo sono svolti in quest’ultimo, 
e qualcuno nel volume di A. FUPPL, e nel quarto volume, Cap. IV, dell’opera di 
H. MiLLER-BRESLAU citata nel n. 216. Si vedano anche il volume di H. EgERER: 
Neue Methoden der Berechnung ebener und riumlicher Fachwerke, Berlino, Sprine 
ger, 1909; il Cap. VIIl del volume di J. H. MartHEws-P. E. SonEson: Analysis 
of framed structures, New York, MeGraw-Hill, 1935; e il Cap. VII del volume 
di L. VIANELLO: Der Eisenbau, Miinchen, Oldenbourg, 1927. Per il controventa- 
mento dei ponti si può vedere, ad es., il vol. I, parte 2* C, dell’opera di M. GRù- 
NING: Der Eisenbau, Berlino, Springer, 1929. 

Per il calcolo delle cupole costituite da archi meridiani (resistenti a flessione) e 
da paralleli si vedano il volume di H. Marcus: Studien iiber strebenlose Raumjach- 
werke und verwandte Gebilde, Berlino, Springer, 1914; e la memoria di A. RuDA- 
xow: Grundziige der Kuppelberechnung nach dem Formanderungscerjahren, « Der 
Stahlbau », 1942, n. 8-9. 


CAPITOLO XXIII. 


IL CEMENTO ARMATO 


514. Generalità. 


a) Le strutture di cemento armato (pilastri, travi rettilinee o ad arco, 
travature reticolari, lastre piane o curve, volte, ecc.) sono costituite da 
calcestruzzo di cemento nel quale sono annegate delle armature di ferro 
disposte in modo opportuno. Il concetto principale sul quale è fondato 
l'accoppiamento dei due materiali è quello di sopperire, mediante il ferro, 
alla deficiente resistenza del calcestruzzo là dove è soggetto a tensioni 
di trazione, alle quali non è adatto a resistere; mentre dove le tensioni 
sono di compressione esso offre una resistenza soddisfacente. Inoltre il 
ferro rende possibile un buon collegamento fra le varie strutture, che 
risultano perciò solidali tra loro; così che l’intera costruzione risulta pres- 
sochè monolitica, con grande vantaggio per la rigidezza e per la resistenza. 

Il ferro ha di solito la forma di barre o tondini, ma talvolta si usano 
anche ferri profilati. 

L’accoppiamento dei due materiali eterogenei è reso possibile dal 
fatto che il calcestruzzo durante la presa serra il ferro e gli aderisce for- 
temente, per cui la loro unione risulta solida e intima, e la loro collabo- 
razione sicura. Tale unione non è poi insidiata dalle dilatazioni termiche, 
perchè il coefficiente di dilatazione è circa uguale per i due materiali, 
così che essi si dilatano in uguale misura, senza che nascano tensioni 
sensibili. Inoltre il ferro risulta validamente protetto dal calcestruzzo 
che lo circonda, contro i diversi agenti che potrebbero attaccarlo o al- 
meno farlo arrugginire. Infine si ha anche il vantaggio di un buon com- 
portamento della costruzione contro gli incendi, perchè il calcestruzzo 
isola abbastanza bene il ferro dal calore, che ne comprometterebbe la 
resistenza. 

Il cemento armato si presta a qualunque esigenza costruttiva, con- 
sentendo di creare strutture di qualsiasi forma; per cui si possono realiz- 
zare costruzioni singolarmente ardite, dotate di notevole leggerezza, e 
non prive di quella estetica che di solito si ottiene quando la concezione 
sia razionale e ispirata a sani criteri statici. 

b) Una teoria statica del cemento armato si rende necessaria per lo 
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stesso motivo che si indicò nel n. 14 a, e); poichè senza di essa si dovrebbe 
determinare ogni volta il coefficiente di sicurezza s di una costruzione ese- 
guendone prima una uguale, destinata a essere distrutta, e caricandola fini 
a provocarne la rottura. La teoria in questione è inevitabilmente men: 
semplice e meno sicura di quella delle strutture costituite da materiali 
omogenei e isotropi. La presenza di due materiali dotati di proprietà 
elastiche e resistenti molto diverse tra loro rende più complesse e incerte 
le ipotesi che si pongono a fondamento della teoria. Inoltre la mai.canza 
di omogeneità dello stesso calcestruzzo rende moito incerti i risultati 
della Teoria dell’elasticità, fondati sulla congruenza delle deformazioni 
degli elementi infinitesimi di volume. E pertanto un eccessivo aflina- 
mento della teoria è da ritenersi inutile. È dunque necessario, assai 
più che nelle altre costruzioni, aver sempre presente il reale comporta- 
mento rilevato nelle moltissime esperienze eseguite su ogni tipo di strut- 
ture; per cui la teoria, pur inquadrandosi più che si può negli schemi 
usuali della Scienza delle costruzioni e pur mirando a conseguire la mag- 
gior possibile generalità, deve tener conto essenzialmente dei rilievi 
sperimentali (mediante opportuni adattamenti), affinchè i risultati ai 
quali essa conduce rispecchino abbastanza bene la realtà e diano sicuro 
affidamento; senza di che essi sarebbero illusori, e indurrebbero nel pro- 
gettista una tranquillità pericolosa. 

Non si deve pertanto dimenticare che Za teoria del cemento armato 
è soltanto un compromesso fra la necessità di ottenere formule che con- 
sentano di sottoporre al calcolo i vari problemi della pratica, e quella di 
scostarsi il meno possibile dalla realtà, assai più complessa che nelle altre 
costruzioni. Si dovranno perciò introdurre spesso nelle formule degli op- 
portuni coefficienti sperimentali, variabili, se occorre, da caso a caso. 
E nei casi dubbi si dovrà usare ogni prudenza, riducendo gli ordinari 
carichi di sicurezza. Infine non deve stupire il contrasto che talvolta si 
riscontra fra i procedimenti sanzionati dalla pratica e il rigore logico. 
Non si ha dunque la pretesa che i risultati della teoria in questione 
siano esatti, ma soltanto che essi consentano di giudicare del grado di 
sicurezza di una costruzione. 

La teoria statica del cemento armato riguarda principalmente il cal- 
colo delle tensioni interne nei due materiali, provocate dalle sollecita- 
zioni esterne N, M, T, M.. Il calcolo di queste ultime si effettua come 
per le strutture omogenee, per cui esse si supporranno già determinate. 
Interessa anche lo studio delle deformazioni (n. 552), sia per il calcolo 
di reazioni sovrabbondanti, sia per poter confrontare il comportamento 
effettivo della struttura già eseguita con quello teorico (all’atto del col- 
laudo), poichè le deformazioni rappresentano la più appariscente manife- 
stazione esterna delle tensioni interne. 

I criteri da seguire nei calcoli, nonchè i requisiti cui devono soddisfare 
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i materiali, e le modalità del loro impiego e dell’esecuzione delle opere, 
so:10 disciplinate dalle Norme ufficiali italiane (1). 

e) I risultati delle esperienze più importanti saranno indicati man mano se 
ne presenta la necessità, e nella misura strettamente indispensabile. Esposizioni 
ampie si trovano nelle opere citate nella bibliografia (n. 555). 

Ci limiteremo a un breve cenno sui materiali, e tralasceremo la relativa tecno- 
logia, per non invadere il campo della Tecnica delle costruzioni. Per lo stesso 
motivo, non ci occuperemo dei vari tipi di costruzioni aventi scopi particolari. 
nè della loro esecuzione pratica e dei particolari costruttivi (salvo in qualche 
esercizio), per i quali argomenti si rimanda alle opere specializzate (n. 555). 


515. Gli ingredienti del calcestruzzo. 


Il calcestruzzo di cemento risulta dalla mescolanza di ghiaia, sabbia 
e cemento, impastata con una conveniente quantità di acqua. 

a) Ghiaia. La ghiaia costituisce l’ossatura del calcestruzzo. Può 
avere dimensioni variabili da 0,5 a 3 cm (eccezionalmente fino a 5 — 7 
cm per getti grossi e con ferri radi). Dev'essere assortita, in modo che 
gli elementi minori occupino i vani fra quelli maggiori; ciò che riduce 
il volume necessario di malta. 

La ghiaia può essere di fiume o di cava. Deve provenire da rocce 
stabili, non gelive, e di resistenza maggiore di quella del calcestruzzo. 
Dev'’essere priva di sostanze terrose o polverulente, e sopra tutto orga- 
niche; se non è tale, si rimedia col lavaggio. 

L’aderenza della malta alla ghiaia è migliore se questa è scabra an- 
zichè levigata. 

In mancanza di ghiaia si usa il pietrisco, ottenuto frantumando rocce 
aventi i requisiti suddetti. 

b) Sabbia. Può essere di fiume o di cava; quella di mare deve sempre 
essere lavata. Le dimensioni dei granuli variano da 0,5 fino a 5 mm, e 
dev’essere il più possibile assortita. Valgono le stesse osservazioni fatte 
per la ghiaia. 

c) Cemento. I cementi sono leganti idraulici (cioè che fanno presa 
anche sott’acqua), composti di calce, silice e allumina. I cementi più 
comuni si ottengono cuocendo ad alta temperatura una miscela intima 
di calcare e di argilla (cementi artificiali), oppure la marna (cementi 
naturali); poi macinando finemente il klinker risultante dalla cottura. 

Il cemento normale è il cemento Portland o a lenta presa. Il cemento 
ad alta resistenza o granito si ottiene dosando e mescolando con mag- 
gior cura i componenti, e macinando il klinker con maggior finezza. 


(1) Negli esercizi si sono tenute presenti le Norme attualmente in vigore (decreto 16 novem- 
bre 1939), che però cambiano sensibilmente nelle periodiche revisioni. Per le modalità eventual- 
tuente non contemplate in tali Norme, si vedano quelle in uso in altre nazioni (n. 353d). 
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Il cemento fuso o alluminoso ha un contenuto maggiore di allumina, e 
la cottura è spinta fino alla fusione. Si usano anche cementi speciali, come 
il pozzolanico e quello d’alto forno, che danno un calcestruzzo più resi- 
stente all’azione dell’acqua di mare. 

I cementi banno la proprietà di far presa quando vengono impastati 
con acqua: cioè l'impasto da prima solidifica, poi indurisce gradatamente 
e acquista col tempo una notevole resistenza meccanica. I cementi nor- 
mali iniziano la presa dopo 1 = 2 ore e la terminano dopo 6 + 12 ore. 
Il cemento fuso indurisce rapidamente, ciò che è molto utile nei lavori 
urgenti. 

La presa del cemento è disturbata dal gelo, che può anche provocare 
lo sgretolamento se avviene quando la presa è già iniziata. Il cemento 
fuso invece fa presa anche a bassa temperatura, sì che ne è consentito 
l'impiego fino a — 109. 

I requisiti di accettazione dei cementi sono stabiliti dalle Norme 
ufficiali (nota 1), e riguardano il peso specifico, la finezza di macinazione, 
l’invariabilità di volume della pasta di cemento durante la presa, e sopra 
tutto la resistenza meccanica, che si determina mediante prove a com- 
pressione e a trazione su provini di malta normale (una parte in peso di 
cemento e tre di sabbia normale). La resistenza alla compressione dopo 
28 giorni dev'essere almeno di 500 kg/cmq per il cemento normale e 
almeno di 680 kg/cmq per il cemento ad alta resistenza. 

La migliore resistenza meccanica si ottiene usando un determinato 
rapporto fra l’acqua e il cemento. Aumentando la quantità dell'acqua, 
là resistenza diminuisce rapidamente. 

d) Acqua. Dev’essere pura, limpida, priva di sali (specialmente di 
magnesio) e di sostanze organiche (alcune delle quali, ad es. lo zucchero, 
sono dannosissime). Non deve però essere eccessivamente pura (come 
certe acque di sorgente), perchè scioglierebbe la calce. 


516. I] calcestruzzo. 
a) La composizione media più usata è la seguente: 


ghiaia 0,8 me 
sabbia 0,4 » 
cemento 300 kg, 


con la quale si ottiene circa un metro cubo di calcestruzzo. 

La quantità d’acqua può variare da 120 a 180 litri. Con 120 litri si 
ottiene calcestruzzo avente la consistenza della terra umida; con 150 
calcestruzzo plastico; con 180 calcestruzzo fiuido. Se si impiega molta 
acqua, diminuisce la resistenza del calcestruzzo (n. 515 c); perciò quando 
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se ne usano 150 o 180 litri cccorre aumentare il cemento almeno del 10 
o del 20% rispettivamente. Se la sabbia è umida s'impiega natural- 
mente una minore quantità d’acqua. 

L’impasto può essere fatto a mano, mescolando con badili; tuttavia 
per opere di qualche importanza è preferibile l'impasto meccanico me- 
diante la betoniera, che consente un lavoro più rapido e produce calce- 
struzzo molto più omogeneo. 

b) La compattezza del calcestruzzo si consegue anzi tutto adottando 
una conveniente granulometria (?), cicè proporzionando nel modo migliore 
le quantità degli elementi di dimensioni diverse che compongono sia la 
ghiaia che la sabbia, in modo da ridurre al minimo i vani. 

Anche l'omogeneità dell’impasto ha molta influenza sulla compattezza. 

Si deve poi costipare il calcestruzzo nelle casseforme mediante pe- 
stelli, con cura tanto maggiore quanto meno esso è fluido. Migliori risul- 
tati si ottengono usando i vibratori o i pervibratori, coi quali si fa vibrare 
il calcestruzzo o la cassaforma; però la vibrazione non dev'essere troppo 
prolungata, per non separare i componenti. 

La compattezza fa aumentare la resistenza del calcestruzzo. È par- 
ticolarmente necessaria in quelle opere che richiedono l’impermeabilità, 
come ad es. i serbatoi. Inoltre essa rende il calcestruzzo meno attaccabile 
dai vari agenti chimici. Infine un buon costipamento aumenta l’aderenza 
del calcestruzzo ai ferri. 

c) La resistenza meccanica del calcestruzzo dipende dalla qualità e 
dalla quantità del cemento, dalla compattezza e quindi anche dalla per- 
fetta manipolazione dell’impasto, dal rapporto acqua-cemento, dalla re- 
sistenza della ghiaia, e dalle condizioni nelle quali avviene la matura- 
zione (è maggiore se si protegge per qualche tempo il getto con stuoie 
mantenute bagnate). 

La resistenza che più interessa è quella alla compressione, che si de- 
termina di solito su saggi cubici di 16 o di 20 cm (resistenza cvbica 07) (*), 
dopo 28 giorni dalla confezione. Essa non dev'essere minore di 120 kg/cmq, 
ma può raggiungere valori assai maggiori (anche più del doppio). La re- 
sistenza alla trazione varia da 1/10 a 1/20 di quella alla compressione. 

La resistenza aumenta con la maturazione, da prima rapidamente 
poi lentamente (anche durante vari anni). 


(*) Nel caso di opere importanti si studia la granulometria più opportuna facendo uso di 
speciali diagrammi (di Feret, di Abrams, di Bolomey, di Fuller) che legano le percentuali dei 
granuli della sabbia o della ghiaia aventi diverse dimensioni. Si vedano le opere che trattano dei 
materiali da costruzione. Si veda anche l’art. 6 delle Norme italiane. 

(*) Secondo esperienze di Bach, la resistenza di saggi prismatici a base quadrata diminuisce 
al crescere del rapporto fra l'altezza A e il lato a della base, da prima rapidamente, poi lenta- 
mente; e si riduce a circa 0,850, per h/a = 10. Ciò è dovuto all’annullarsi (a una certa distanza 
dalle estremità) dell’azione benefica (n. 122 a) esercitata dall’attrito fra il saggio e i piani della 
macchina di prova. 
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Il carico di sicurezza %, si assume uguale a circa 1/3 di 0,, però 
con valori un po’ minori se si tratta di pilastri compressi anzichè di 
travi inflesse (art. 18 delle Norme e nota 24). 

d) Il modulo di elasticità E, del calcestruzzo non è costante come per 
il ferro, ma varia molto con la composizione, con la natura dei compo- 
nenti e con la maturazione, ed è compreso fra 150000 e 350000 kg/cma. 

Inoltre, per uno stesso calcestruzzo, E. diminuisce al crescere della 0., 
poichè il calcestruzzo segue mediocremente la legge di Hooke (la dila- 
tazione e cresce più rapidamente di o (fig. 1149)) (4) (9). Lo scostamento 
PE: dalla legge di Hooke è maggiore a trazione che a 
4 compressione. Tuttavia, per evitare le eccessive com- 
plicazioni che si avrebbero abbandonando i principi 
fondamentali e i metodi consueti della Scienza delle 
costruzioni, fondata sulla legge di Hooke, si ammette 
la validità di questa legge, e si assume un valore op- 
portuno di E. che si suppone costante (*). Nel calcolo 
delie tensioni interessa E, a compressione (n. 518 bd), e 
talvolta E. a trazione (n. 534): nel calcolo delle defor- 
mazioni interessa invece il valore medio complessivo di £, (n. 552). 

Il modulo E, a compressione si può dedurre mediamente dal carico 
di rottura o, mediante formule empiriche, una delle quali, ricavata 
dalle esperienze di Graf (7), è la seguente: 

E, = 108 :(1,74+ 300/0,). 

La contrazione trasversale è minore che nei metalli, essendo m © 6; 
per cui si ha v = 1/m < 1/6. Nelle questioni in cui essa interessa, si as- 
sume di solito v = 0,1 (5); tuttavia non si commettono errori considere- 
voli se si pone v = 0. 

e) Il ritiro è la proprietà che hanno i calcestruzzi di diminuire un 
poco il loro volume durante la maturazione, se questa avviene in ambiente 


Fig, 1149. 


(4) Invece che con la legge di Hooke c = Ee o e = c/E = ao, la dipendenza fra e e o si 
può rappresentare con la formula di Bach-Schiile (Cap. V, nota 3), oppure con la formula pro- 
posta da Wohler (« Armierter Beton », 1918, pag. 110); cioè rispettivamente con 

e=a0", oc = Ee(1— fe). 

Alcuni diagrammi o, e secondo diversi autori sono riportati nel vol. I del « Handbuch fùr 
Eisenbetonbau», 3* ediz., pagg. 565-600, Beriino, Ernst, 1921. 

(*) Per un dato valore di c (punto a) si può definire il valore medio di E, da O ad a, dato dal 
coefficiente angolare o/e della retta Oa. Oppure, in certi problemi (carico di punta, n. 285), si può 
considerare il valore istantaneo E, = do/de, dato dal coefficiente angolare della tangente in a. 

(5) Ciò è anche giustificato dal fatto che numerose esperienze mostrano che nel caso della 
compressione lo scostamento dalla legge di Hooke non è grande fino a valori di c, che sono su- 
periori al carico di sicurezza k, (M. Ros: Die Druckelastizitàt des MOrtels und des Betons, « Eidg. 
Materialpriifungsanstalt », Zurigo, 1925). Lo scostamento è molto maggiore nel caso della tra- 
zione, ma ciò interessa poco, poichè si trascura completamente la resistenza del calcestruzzo a 
trazione (nn. 518, 524). 

(*) V. il capitolo di O. GRAF nel vol. I del « Handbuch», 4* ediz., citato nella nota 4, pag. 93. 

(*) A. MESNAGER: Cours de béton armé, Parigi, 1921, pagg. 123-124. 
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asciutto. Se avviene sott'acqua, si ha invece un aumento di volume, ma di 
minore entità. Attualmente si stanno studiando speciali cementi espansivi. 

In condizioni normali il ritiro è compreso fra 0,1 e 0,5 mm per metro, 
per cui si ha — e, = 0,0001 + 0,0005 (*). Esso varia con la qualità del 
cemento, e cresce con la quantità di questo. Si può ridurlo notevolmente 
mantenendo bagnato il getto per lungo tempo. 

Il ritiro genera spesso delle crinature nel calcestruzzo. Inoltre provoca 
delle autotensioni nel calcestruzzo e nel ferro, perchè questo ostacola il 
libero ritiro del calcestruzzo (n. 535). Infine provoca anche delle reazioni 
nei vincoli delle strutture iperstatiche, che si riducono predisponendo 
opportuni giunti di dilatazione (efficaci anche per le dilatazioni termiche). 

f) Il coefficiente di dilatazione termica lineare del calcestruzzo è in me- 
dia a = 0,00001. Esso è circa uguale a quello del ferro (0,000012); per cui 
le variazioni termiche non provocano tensioni sensibili nei due materiali. 

g) Il peso specijico del calcestruzzo dipende dalla natura dei compo- 
nenti e specialmente dalla ghiaia. Esso può variare da 2000 a 2300 kg/me. 

Secondo le Norme ufficiali (art. 20). il peso specifico del cemento 
armato si assume di regola uguale a 2500 kg/me. 


517. Il ferro. 


a) Le Norme ufficiali (art. 17) prevedono l’impiego del ferro omoge- 
neo o acciai) dolce, dell’acciaio semiduro e dell'acciaio duro. 

Il primo deve avere il carico di rottura o, compreso fra 4200 e 5000 
kg/cmq, il carico di snervamento o, non minore di 2300 kg/emq, e l’allun- 
gamento alla rottura non minore del 20%. Il secondo deve avere 0, com- 
preso fra 5000 e 6000 kg/cmq, os non minore di 2700 ke/cmq, e l’allun- 
gamento non minore del 16%. Il terzo deve avere o, compreso fra 6000 
e 7000 kg/emq, o, non minore di 3100 kg/cmq, e l'allungamento non 
minore del 14% (1°). 

È utile che il carico di snervamento sia elevato, per i motivi che ve- 
dremo nei nn. 524 d), 554 d). 

Il carico di sicurezza può giungere (art. 19) a 100 kg/emq per l’acciaio 
dolce, e a 1800 kg/cmq per gli acciai semiduro e duro (in certi casi fino a 2000 


(?) Vari regolamenti prescrivono di equiparare gli effetti del ritiro a quelli che sarebbero provo- 
cati da una diminuzione di temperatura A t. Ad es. le Norme italiane (art. 33) adottano una diminu- 
zione di circa — 15°. (Invece le Norme italiane del 1928 preserivevano di valutare la contrazione 
dovuta al ritiro in 0,15 mm per metro.) Però una diminuzione termica A#, mentre provoca delle 
reazioni dei vincoli (e quindi delle tensioni) nelle travi a vincoli iperstatici che si oppongano all'a.- 
corciamento (e in questo la At può essere all’incirca equivalente al ritiro), non provoca inve: e 
quelle autotensioni che sono dovute al contrasto che il ferro oppone al libero ritiro del calcestruzzo, 
e che si hanno anche nelle travi isostatiche. Probabilmente la sostituzione del ritiro con una At è 
stata suggerita dall’incertezza della valutazione di queste autotensioni (n. 535 d). 

(3°) Si tenga presente che gli acciai hanno una capacità di allungamento (fino alla rottura) 
tanto uinore quanto maggiore è cy; per cui aumenta il pericolo di una rottura brusca (nota 11). 
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kg/cmq). In ogni caso non deve sunerare la metà del carico di snerva- 
mento 0, 

Si tenga presente che un valore elevato di c, (e quindi di e, = £, 
n. 518 dò) rende più probabile l’inconveniente delle crinature del calce- 
struzzo nella zona tesa. 

Oltre alla prova a trazione, intesa a determinare le caratteristiche 
suddette, si effettua spesso anche la prova a piegamento, consistente nel 
piegare a freddo un tondino di diametro d intorno a un cilindro di dia- 
metro d per l’acciaio dolce, e uguale a 35d per l'acciaio semiduro, senza che 
si producano crinature (1). 

I diametri usati per i rondini sono di 5 — 10 mm per le staffe e di 
10 — 40 mm per i ferri longitudinali. Le lunghezze commerciali sono di 
12 — 15 metri. Raramente si usano ferri profilati, ad es. a IL. 

La distanza dei ferri dalla superticie dei getti non dev'essere minore 
di 0,8 cm nelle solette, e non minore di 2 cm nelle travi e nei pilastri 
(art. 37). Se il getto è all’aperto, è opportuno che il ricoprimento di 
calcestruzzo sia aumentato. 

Nel caso del calcestruzzo precompresso (n. 553 e Cap. XXXI) si usano fili 
d’acciaio ad alta resistenza, con limite elastico fino a 12000 — 14009 kg/emq. 

Nelle pareti dei serbatoi si collocano talvolta lamiere stirate in prossimità 
della superficie, destinate a impedire che il calcestruzzo si fessuri. 

La ruggine che ricopre i ferri non pregiudica l’aderenza fra il ca.cestruzzo e 
il ferro, purchè non sia eccessiva. Invece si deve evitare con ogni cura che i ferri 
siano unti. Per aumentare l’aderenza sono stati proposti vari tipi di ferri attor- 
cigliati, oppure aventi dei risalti; ma essi sono superflui, perchè di solito l’ade- 
renza è soddisfacente anche coi comuni tondini. 

b) Per aumentare la solidarietà fra il calcestruzzo e i ferri, si ancorano 
le estremità di questi nel calcestruzzo, ripiegandole a uncino curvo o ad 
angolo (fig. 1150 a, b). In tal modo l’aderenza risulta assai meno cimen- 
tata. L’ancoraggio è più efficace se l’uncino è agganciato a un ferro tra- 
sversale (fig. 1150 c). 

Nei ferri piegati (n. 537) si devono evitare le piegature brusche usando 
raccordi di raggio r non minore di 10 d — 15 d (fig. 1151 a) (altrimenti la 
parte interna del ferro curvo esercita pressioni troppo elevate sul calce- 
struzzo) (1°). 


(1!) Le crinature avvengono più spesso nella parte concava (cinè in quelia che è stata com* 
pressa). e queste sono dovute alle autotensioni provocate dal piegamento plastico (Cap. XXXI), 

(13) Indicando con c,la tensione e con $ lo sforzo totale in un ferro curvo di diametro d e 
di raggio di curvatura r, con p la pressione media e con pd la forza per unità di lunghezza fra 
ferro e calcestruzzo, per la (91) si ha (fig. 1151 b) 


nd? 7 
S=0, = pd-r, da cui r=i cd. 


Per c; = 1200 kg/cmq e p = 60 kg/cmq, risulta r = — 154. 
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Quando i ferri non hanno la lunghezza necessaria, si ricorre alle giun- 
zioni. La giunzione a vite e manicotto si ottiene collegando le estremità 
filettate di due ferri mediante un manicotto pure filettato (fig. 1152 a) (1°). 
Prima di filettare il tondino, se ne ricalca a caldo un tratto, facendo 
crescere il diametro in modo che filettando poi la parte ingrossata ri- 
manga un diametro netto uguale a quello del tondino. 


c) # p 
Nn se 40d >i 


Fig. 1150. Fig. 1151. Fig. 1152. 


Più usata è la giunzione per semplice sovrapposizione (fig. 1152 b), 
che si effettua affiancando i due ferri per un tratto 4 > 404 (art. 37), 
(es. 1040). La trasmissione dello sforzo di trazione da un ferro all’altro 
è affidata all’aderenza fra calcestruzzo e ferro, ed è resa più sicura dagli 
ancoraggi dei due ferri. Non è opportuno legare tra loro i due ferri con 
filo di ferro, che impedirebbe al calcestruzzo di avvolgerli completamente. 

Si può anche effettuare la giunzione mediante saldatura elettrica 
(es. 1113). 

Le giunzioni dei vari ferri non devono capitare tutte nella stessa zona, 
bensì devono essere sfalsate. Inoltre devono capitare nei tratti della trave 
dove JI è piccolo. 


518. I fondamenti della teoria statica. 


La teoria statica del cemento armato è fondata su alcune ipotesi 
e convenzioni intese a semplificare la teoria stessa, pur aderendo il più 
possibile ai risultati dell’ esperienza. Tali ipotesi e couvenzioni fonda- 
mentali sono le seguenti. 

a) Si ammette che nelle travi le sezioni si conservino piane, sia nel 
caso dello sforzo normale che in quello della flessione. Inoltre si ammette 
che la legge di Hooke sia valida anche per il calcestruzzo, ossia che £, 
sia costante (n. 516 d). 


(*) La vite può avere lo stesso verso în entrambi i tondini. Però si avvita più comodamente 
se ha versi opposti; ed è necessario che sia tale quando si voglia creare una tensione iniziale 
girando il manicotto, come nel caso delle catene degli archi a »piuta eliminata. 
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b) Si ritiene che l’aderenza fra il ferro e il calcestruzzo non venga 
mai meno, e che perciò i due materiali si comportino come solidali tra 
loro. 

c) Si conviene di non fare alcun assegnamento sulla resistenza a 
trazione del calcestruzzo, cioè di trascurare la sua resistenza dove esso 
risulta teso. 

Le ipotesi a) sono le stesse che si fanno per le travi omogenee (nn. 104 a, 
125 c), mentre le altre sono specifiche per il cemento armato. Vediamo 
ora le ragioni che giustificano tali ipotesi, e le conseguenze che se ne 
traggono. 

a. Nel caso dello sforzo normale semplice N e nel caso del momento 
fiettente semplice / l’esperienza conferma che le sezioni si conservano 
piane anche nelle travi di cemento armato. Inoltre si ammette che valga 
la legge di Hooke per i motivi indicati nel n. 516 d) e nella nota 6. 

Perciò nel caso di N (n. 519) la tensione c, nel calcestruzzo è costante 
in tutti i punti della sezione (come nel n. 104), e la tensione o, nel ferro è 
costante in tutti i ferri della sezione invece nel caso di M (n. 524) la 0 
è proporzionale alla distanza y dall'asse neutro » (come nel n. 125); 
quindi in due punti a, e 4, del calcestruzzo distanti y, e y, da n, oppure 
in due ferri distanti y, e Ys da », le tensioni 0, e G, sono tali che (14) 

Ya 
7a 
La (796) consente di calcolare 0, in a, quando si conosce 0, in a,, pur- 


chè tanto in 4, che in 4, ci sia lo stesso materiale (0 calcestruzzo, 0 ferro). 
Perciò se tanto in 4, che in a, c'è calcestruzzo, oppure ferro, si ha 


(796) Cs tt = Ya Vas da cui Ca = 


-09R Va UE 
(796,) Oc, = e, , On, 305,7 ° 
Yi Yi 


b) L’ipotesi della solidarietà dei due materiali è giustificata dal fatto 
che il calcestruzzo aderisce fortemente al ferro. sì che nei casi della pra- 
tica, anche i più sfavorevoli, l'aderenza non è vinta (). 


(®*) Dovendo più avanti applicare spesso la (796), anzichè scrivere la proporzione e risolverla 
per cs è preferibile la riduzione all'unità: a distanza vj da n la tensione è c3; a distanza 1 è 0/73: 
quindi a distanza #9 è 6g = (G1/Yj)V/g = Gy(YVa/U3). 

(*##) L’aderenza risulta più cimentata nel caso di ferri grossi. perchè se si raddoppia il dia- 
metro di un ferro si quadruplica la sezione (e perciò, a parità di %;. si quadruplica la forza che 
si può applicare al ferro per tentare di sfilarlo dal calcestruzzo), mentre la circonferenza, e quindi 
anche la superficie aderente, diventa soltanto doppia. Oppure perchè nel caso di una trave in- 
flessa, avente una data sezione 4, di ferro, usando più ferri suttili si ha una circonferenza totale c 
maggiore di quella di un solo ferro grosso. 

La resistenza x, dell'aderenza varia da 15 a 30 kg;cmq di superficie di contatto fra ferro e 
calcestruzzo. 

Se consideriamo un pilastro compresso nelle condizioni più sfavorevoli, cioè col carico P 
applicato ai soli ferri (per cui è affidato all’aderenza il compito di trasmetterlo al calcestruzzo), 
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I due materiali lavorano dunque in modo solidale, per cui, in uno 
stesso intorno, l’allungamento o l’accorciamento elastico è lo stesso per 
entrambi. Ciò si esprime con 


€ "803 ossia 0;/E, = 0./E.. 
Quindi si ottiene 
(797) o;Jo,. = E,JE. =", da cui 0, = N06, 


essendo n = E,/E, = — 2 - 10°/2 - 105 = 10 il rapporto dei moduli di ela- 
sticità del ferro e del calcestruzzo (1°). 

La (797) consente di calcolare c, conoscendo 0., 0 viceversa. Essa 
vale purchè sia e, = e;; quindi vale in uno stesso intorno della sezione 
nel quale si abbiano ferro e calcestruzzo vicini tra loro; oppure in due 
punti diversi, ma aventi la stessa distanza y dall’asse neutro; o anche in 
tutti i punti della sezione nel caso dello sforzo normale semplice. 

In un ferro di sezione A; lo sforzo totale c;4; si può scrivere per la 


ocA;=N0A;= 0; nA;. 


Perciò la reazione elastica opposta da un ferro di sezione A, è la stessa 
che opporrebbe una sezione equivalente nA,; di calcestruzzo (n = E;/E. 
diventa il rapporto di amplificazione della sezione del ferro), pensata 
sostituita al ferro e nella stessa posizione di questo. 

Utilizzando la (796) e la (797), si può in generale calcolare 0,, in un 
ferro distante y, dall'asse neutro quando si conosce 0. nel calcestruzzo 
distanza y, (0 viceversa). Infatti si ha 


Ses = Cc, Y2/Y1 + Or, = N03 


PETER a ì, 
(798) o, = no, Sr. 


e 
T1 
Questa relazione è fondamentale per lo studio del cemento armato, ed 
è di uso continuo. 


io sforzo cz 4, dev'essere sopportato dalla resistenza totale r,e2 dell'aderenza, essendo e la circon- 

ferenza totale dei ferri. / la loro lunghezza e cl l’area di contatto fra ferri e calcestruzzo (supposto 

che tg sia costante nella lunghezza 7). Quindi, nel caso di un solo ferro di diametro 4, si ha 
tasdl = Gyad'/4 5 da cui Ta > Gx(4/41) è 

Supposto che il ferro abbia il diametro eccezionale d = 40 mm, che sia lungo soltanto 1 m, e che 

la tensione nel ferro raggiunga lo snervamento (c; = 2400 kg/ema), risulta 7, = 24 kg/cma. 

che è all'incirca il valore medio della resistenza dell’aderenza. 

(36) Il modulo £, varia molto al variare dei componenti del calcestruzzo. Perciò si assume 
(Norme, art. 22) n = 10 nel caso del calcestruzzo di cemento normale, n = 8 se il cemento è 
ad alta resistenza, n = 6 se si usa cemento fuso. 

In Germania si usa » = 15 e in Francia n = 12; ciò che può essere giustificato dal motivo 
«che diremo nel n. 519 d) e nelle note 19, 25, 27, che vale anche nel caso —ella flessione. 

Dell’irfivenza della plasticità sul valore di n ci occuperemo nel Cap. XXX. 
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c) La convenzione di trascurare la resistenza del calcestruzzo alla 
trazione è giustificata anzi tutto dal fatto che essa è molto minore di 
quella alla compressione (1/10 = 1/20), e può anche annullarsi se il cal- 
cestruzzo si fessura (mentre se si fessura dov'è compresso, le due parti 
restano a contatto e seguitano a comprimersi). Perciò nelle zone tese si 
deve porre tanto ferro che sia capace di sopportare da solo tutta la tra- 
zione. 

Ma vi è un motivo più generale che consiglia di adottare questa con- 
venzione, ed è che soltanto così si riesce a valutare in modo abbastanza 
attendibile l’effettivo coefficiente s di sicurezza della trave (n. 14 a), pur 
confrontando le tensioni interne calcolate con quelle di rottura, anzichè le 
forze esterne. 

Infatti (*’), si sa che la rottura delle travi inflesse è preceduta da uno 
stadio nel quale la zona tesa è copiosamente fessurata, e quindi non resi- 
stente. Per cui se nelle condizioni normali di esercizio si calcolassero le ten- 
sioni tenendo conto della resistenza alla trazione, la sezione resistente sareb- 
be diversa da quella che resiste in tale stadio; e per conseguenza moltipli- 
cando per s le forze esterne P, le tensioni interne non diventerebbero s 
volte maggiori, bensì più elevate, per l’annullarsi della resistenza della zona 
tesa (le 0, e 0, subiscono aumenti improvvisi nell’istante in cui il calcestruzzo 
teso cessa di resistere). Quindi il coefficiente di sicurezza esterno, che è 
quello che interessa (n. 14 a), non sarebbe uguale a quello che si adotta 
per le tensioni interne. Se invece si suppone che anche nelle condizioni di 
esercizio la zona tesa non resista, la sezione resistente sulla quale si ta 
assegnamento è pressochè la stessa che resiste poco prima della rottura; 
per cuiilrapporto s fra le tensioni di rottura e quelle calcolate (non quelle 
effettive, nota 20) è circa (!*) uguale a quello fra le forze P, che provocano 
la rottura e quelle P di esercizio. Dunque soltanto così (!°) è lecito sostituire 
al criterio esterno di sicurezza (che è il più genuino e tranquillizzante, n. 
14 a) il criterio di sicurezza interno, che consente di risolvere la que- 
stione mediante il calcolo anzichè con esperienze molto costose. 

Perciò non si deve credere che la convenzione in questione sia troppo 
favorevole alla sicurezza, ossia troppo prudente, e quindi in contrasto 
con l'economia (2°) (23). 


(1) V. ad es. il capitolo di O. DOMKE: Die Theorie des Fisenbeton, nel « Handbuch fiir 
Eisenbetonbau », 4* ediz., primo volume, pag. 243, Berlino, Ernst, 1930. 

(35) Circa, poichè crescendo molto c, il comportamento del calcestruzzo s’allontana molto 
da quello elastico e la c, non varia più proporzionalmente alla distanza y; ciò che fa anche spo- 
stare l’asse neutro. 

(1°) Inoltre, secondo questo concetto, sarebbe preferibile usare il valore n = 15 delle Norme 
tedesche anzichè n = 10, perchè poco prima della rottura, essendo c, molto elevato, il valore 
di E, è molto diminuito (n. 516 d) ed è circa uguale a 140000 kg/cma. Si veda anche la nota 25. 

(**) Le tensioni che si calcolano trascurando la resistenza del calcestruzzo teso non sono 
quelle effettive, bensì quelle che si avrebbero se la resistenza del calcestruzzo teso si annullasse 
realmente. Esse si realizzeranno solo quando e dove accada che il calcestruzzo si fessuri. Perciò 
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d) Infine, è opportuno aver presente che le tensioni provocate da 
diverse sollecitazioni coesistenti (ad es. N ed M) non si ottengono, in 
generale, sovrapponendo quelle dovute alle singole sollecitazioni (n. 546 a). 


519. I pilastri comuni semplicemente compressi. 


a) I pilastri comuni sono quelli di sezione quadrata 
o rettangolare, armati con quattro ferri longitudinali 
posti in prossimità degli spigoli (fig. 1153 a). Se il lato 0) 
della sezione supera i 50 cm, è preferibile usare sei o 
otto ferri (figg. 1153 b, c). 

I ferri sono legati tra loro mediante staffe, poste a 
distanza 4 non maggiore di 104 (d diametro dei ferri 
longitudinali) e non maggiore di 0,55 (bd lato minore della 
sezione) (Norme, art. 30). Le staffe servono a impedire 
la flessione dei ferri longitudinali per effetto del carico di 
punta dei ferri stessi, perchè ne limitano la lunghezza 
libera % di flessione (nn. 276 d, 275 c); senza di che essi 
s’infletterebbero in fuori, provocando il distacco degli spi- 
goli del pilastro. Hanno invece pochissima efficacia come 
cerchiatura del calcestruzzo intesa ad aumentarne la re- 
sistenza a compressione (n. 122 a), perchè le staffe qua- 
drate o rettangolari sono molto deformabili. Per questo 
scopo si usano invece le staffe circolari (n. 520). 

Nello studio dei pilastri non si deve dimenticare che essi, insieme con 
le loro fondazioni, costituiscono la parte più delicata di una costruzione, 
sì che un difetto di resistenza dei pilastri ha di solito conseguenze molto 
più gravi che un difetto delle travi orizzontali (?°). 


Fig. 1153. 


il manifestarsi di una fessura (purchè capillare) non è un evento che debba preoccupare, essendo 
appunto previsto. 

Le tensioni effettive (in mancanza di fessure) sono invece minori di quelle calcolate, perchè 
in condizioni normali la resistenza alla trazione sussiste e offre un contributo sensibile. Questo 
però non significa che la resistenza della trave sia maggiore di quella supposta, poichè di fatto 
essa è determinata soltanto dal coefficiente s di sicurezza esterno, il quale, per quanto si è detto 
in c), dipende dalle tensioni calcolate e non da quelle effettive, avendosi 


s = P,JP => Gr/5 calcorate # 919 erfettive » 

I valori delle tensioni effettive (che si calcolano tenendo conto anche del calcestruzzo teso, 
n. 534) interessano solo quando si vuol conoscere la c, di trazione, per limitarla in modo che non 
si producano fenditure; oppure quando si vuol conoscere l’effettiva situazione attuale. 

(Anche nel caso delle travi compresse parallelamente all'asse (n. 270), dovendosi calcolare 
la trave in modo che si abbia la rottura solo quando P diventa sP (n. 272 db), accade che col ca- 
rico P la tensione risulta minore di c,/s, ossia minore di 4. Ma ciò non significa affatto che la trave 
risulti più resistente di quanto si è imposto nel fissare il valore di s.) 

(*) Considerazioni più generali sui criteri di sicurezza si trovano nel Cap. XL. 

(3) Infatti, i pilastri devono sopportare l’intera costruzione, per cui la mancata resistenza 
di qualcuno di essi provoca gravi lesioni nella costruzione stessa, o il suo crollo. Invece un ditetto 
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I risultati dei nn. 519 e 521 valgono anche per il calcolo dei puntoni 
delle travature reticolari. 

b) Se la lunghezza libera Z, del pilastro non supera 155, essendo > il 
lato minore della sezione, si trascura l’effetto del carico di punta (altri. 
menti si veda il n. 521). 

Determiniamo da prima il carico P assiale che il pilastro può sop- 
portare con sicurezza. Siano A, la sezione del calcestruzzo (**) e A, la se- 
zione totale dei ferri longitudinali. Se 0, e 0; sono le tensioni di compres- 
sione nel calcestruzzo e nel ferro, il primo sopporta un carico P, = cd, 
e il secondo un carico P, = c,;A4,. Per cui il carico totale risulta (797) 


P=P,+P,=0A+t0;A4;= oA. + noA;, 
ossia 
(799) P=o(A.+ nA;) = GA 6, . 


Per o. si pone il carico di sicurezza Fk. del calcestruzzo, cioè 35 + 45 
ke/cmq (al massimo 60 kg/cmq, Norme, art. 18) (24). Se indichiamo con A., 
la sezione ideale di un pilastro di solo calcestruzzo uguale ad A. + nA;; 
ossia se si pensa la sezione A, sostituita con una sezione n.4, di calce- 
struzzo (in armonia con la (a) del n. 518), si riconosce che il pilastro ar- 
mato sopporta lo stesso carico P = %.A.; che sopporterebbe il pilastro 
non armato di sezione A.; (25). 

Si può invece ragionare nel modo seguente (°8). Facendo crescere P fino alla 
rottura del pilastro. a un certo punto uno dei due materiali raggiunge lo sner 
vamento; dopo di che esso continua ad accorciarsi mentre la sua o rimane prati- 


di qualche trave non pregiudica di solito la resistenza delle travi vir», : tanto più che l’inter- 
vento delle deformazioni plastiche consente adattamenti benefici (Cap. a XX); ciò che non ac- 
cade nei pilastri. 

(@®) La sezione 4, dovrebbe essere la sezione totale 4; del pilastro meno la sezione A; del 
ferro. Tuttavia in pratica si usa per 4, la sezione 4,. Ciò equivale a ritenere n = 11 anzichè 
n = 10, poichè si dovrebbe porre 
, A; AjtnAj,= 4Ay+(n-1) A; = 4x+ 94,, 
mentre si pone 

A4,,= 45 + nd} = dy+nA;j = 44 +104;. 
L'errore che così si commette è molto piccolo, essendo incerto il valore di n ed essendo 4; piccola 
rispetto ad A4,(4, = 0,005.4,—-0,02 40). 

(®*) Il carico di sicurezza consentito per i pilastri è alquanto minore di quello ammesso per 
le travi inflesse, per tener conto del fatto che spesso si considerano semplicemente compressi pie 
lastri che sono soggetti anche a momento flettente (moderato) di difficile o incerta determinazione. 
Non si può porre cy = k;= 1200 kg/ema, perchè nel calcestruzzo si avrebbe o, = — 120 kg/ema. 

(8) Il valore n = 10 (o anche minore, nota 16) è adatto per calcolare le tensioni attuali che 
si hanno col carico P di esercizio, se si ritiene che sia E, = > 210000 kg/ema. Ma per valutare 
il grado di sicurezza s = P,/P e sostituirlo con s = Ge, lKo» sarebbe più adatto n = 15, perchè 
poco prima della rottura si ha invece E, = 140000 kg/cma. 

Sarebbe opportuno tener presenti entrambi i criteri, perchè il primo garantisce che le ten- 
sioni effettive o attuali non raggiungono valori tali da alterare col tempo le qualità resistenti 
dei materiali, e il secondo garantisce un determinato grado di sicurezza rispetto alla rottura 
(Cap. XL). 

(8) V. ad es. O. DOME, luogo citato (nota 17), pag. 252. 
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camente uguale a Gy. Il carico ulteriore viene perciò assunto dall’altro materiale, 
finchè anch’esso raggiunge lo snervamento. Poco dopo si ha la rottura. Pertanto, 
poco prima della rottura si ha c,= Ge, € G; = G;,, @ il carico di rottura è 


o \ 
Py a Goo+ Gr As si Te, (4,4 a #x]= Te, (A; ] n'A;) Ù ( vt) 


n Go, 


Se si assume 05, = 2400-3200 kg/emq e 0,, = 160+ 215 kg/emq, si ottiene 
n’ = 15, in armonia con ciò che si è detto nelle note 19 e 25. Il carico am- 
missibile è P = P,/s = (G,/8) Ac, (2°). 

c) Se invece P è dato, e sono note A. e A,, per il calcolo di verifica 
sì deduce dalla (799) 


P P 


(300) Go = Abad, 4, 
che non deve risultare maggiore di K.. 

Non interessa calcolare anche 0;, perchè (797) si ha 0; = no., ossia 
solo 350 — 450 kg/cemq, se o, = 35 — 45 kg/cmq ed n= 10. 

d) Nel caso del problema di progetto, avendosi due incognite A, e 
A,, si potrebbe assegnare il valore di una e ricavare l’altra. È preferibile 
però fissare il rapporto a = A4;/A, (a = 0,005 — 0,02 (*)). Si ha aliora 
P=k(A4;+ NaA.), da cui 


E 


80 si rn 
(8 1) A k.(1 — na) , 


A,= ad. 
e) La diminuzione di lunghezza di un pilastro (o di un puntone) è 
data da dl = el = ol/E.; per cui si ha 


4l= PUE.A,,. 


Esercizio 986. — Un pilastro ha la sezione quadrata di m 0,40 di lato. ed è 
armato con quattro tondini di 22 mm di diametro. Calcolare il carico cenurato 
P ammissibile. 

Soluzione. Assunto £, = 40 ke/emq ed n = 10, la (799) dà 


P = 40(1600 + 10 - 15,2) = 40 - 1752 = 70080kg = — 70%, 


Esercizio 987. — Un pilastro di sezione rettangolare di m 0,50 x 0,80 è ar- 
mato con sei ferri di 28 mm di diametro. Calcolare o, provocato dal carico cen- 
trato P= 180 t. 


(**) Questo ragionamento dimostra, meglio del primo, che assumendo n = 15 è rispettato 
il criterio del coefficiente di sicurezza esterno. 

(3) Le Norme italiane prescrivono (art. 30) che 4, non sia minore di 0,8% di 4, quando 
A. non supera 2000 cmq, e che possa scendere gradualmente fino a 0,5% di 4, per 4, compreso 
fra 2000 e 8000 cmq. 
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Soluzione. La (800) dà 


180000 180000 
= = = I/ 
Te 1000 + 10 - 36,9 4369 = 41.2 Eg/ema. 


Esercizio 988. — Un pilastro deve sopportare il carico centrato P = 120 t. 
Calcolare A, e A,, in modo che la sezione del ferro sia 1’1% della sezione del pi- 
lastro. e assumendo %, = 40 kg/cmq. 

Soluzione. Si ha a = 0,01. Le (801) danno 


120000 


Ag! 40(1+ 10 -0,01) — 


2727 cmq, A, = 27,3 cmq. 


Se si assume la sezione quadrata di 52 cm di lato e si arma con quattro ferm 
di 30 mm di diametro, la (800) dà 


= “asa = 40,2 kg/emq. 


520. I pilastri cerchiati. 


a) Se le staffe sono circolari e poco distanti tra 
loro, esercitano un'’efficace azione di cerchiatura sul 
calcestruzzo da esse racchiuso, e quindi (n. 122 a) 
ne aumentano notevolmente la resistenza alla com- 
pressione longitudinale. La sezione più opportuna del 
pilastro sarebbe quella circolare; tuttavia, per ragioni 
pratiche, si assume di solito la sezione ottagonale, che 
si scosta poco da quella circolare. La cerchiatura si 
realizza con un tondino disposto a elica (fig. 1154), 
di diametro D e di passo p abbastanza piccolo. Questi 
pilastri sono i più adatti nel caso di carichi elevati. 

Se la lunghezza libera l del pilastro non supera 
13D, si trascura l’effetto del carico di punta (altri- 
menti si veda il n. 521). 

Indichiamo con A°, la sezione del solo calcestruzzo racchiuso dalla cer- 
chiatura (?°) (*°), con A, la sezione totale dei terri longitudinali, e con A', 


Fig. 1154. 


(**) Si fa assegnamento sulla sezione 4’, del calcestruzzo racchiuso dall’elica, perchè l’espe- 
rienza mostra che assai prima della rottura il pilastro si scrosta, e continua a resistere la sola 
parte cerchiata. Per cui, in armonia col criterio di sicurezza esterno, si assume la stessa sezione 
4’ anche nel calcolo del carico P di esercizio. 

(**) La sezione racchiusa dall’elica è 4°, = xD*/4. Se Dj è il diametro del circolo inscritto 
nell’ottagono (fig. 1154), la sezione totale è dg = 0,8284D;°. Di solito il diametro D dell’elica è 
D = Dj_5 cm. Perciò il rapporto fra le sezioni A'9 0 Ae è dato da 

d'a x D®4 5_\} . : 
da © 0,3234103 © 095 (1 “N “Pi a By 


(Di 
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la sezione (a) di un’armatura longitudinale ideale che abbia lo stesso 
volume dell’elica. Il carico P ammissibile si calcola con la formula spe- 
rimentale (81) 

(802) P=k(A",+ 154, + 454)=KkA,,, 


purch è A., = 4°: 4 154, + 454’, non risulti maggiore di 2.4’. (n. 520 bd). 
A parità di volume di ferro, l'armatura a elica dà dunque un contri- 
buto triplo dell'armatura longitudinale. 
Se a, è la sezione del tondino dell’elica, il volume di una spira è 


v= a; V(aDE + pp = — aaD; (pè piccolo rispetto a 1D) 


per cui la sezione A; che avrebbe un’armatura dello stesso volume se 
fosse disposta longitudinalmente risulta 


(a) A°;<=e/p = (aD/p)a,. 


b) Le Norme ufficiali (art. 31) prescrivono che la sezione ideale A., 
non risulti maggiore di 2.4’, (come già si è detto); che la sezione A, non 


sia minore di A4‘,/2 (®*); e che il passo p dell’elica non sia maggiore di D/5. 
c) Nel caso del calcolo di verifica, si ha 


Di a __P 
 A'n+1BA, + 454%, dae, 


(803) 0, 


d) Per il calcolo di progetto si può procedere nel modo seguente. 

Il rapporto P/F. dà la sezione ideale A,, necessaria. Occorre tanto ferro 
che sia 154, + 454, = A, — do Se assumiamo A’, = VA 3,3 dove 
y = 0,5 (n. 520 db), si ha 


154, + 454, = A, —yA,=(1-y)A,=(1—-y)P/k.. 
Infine, assumendo A; = A4‘,/2, si ottiene 
(304) 1054,=(1—y)P/k,, da cui A,=(1— y)P/105k,, A4/=2A,. 


Dopo di che la sezione del tondino dell’elica è data (a) da a; = (p/aD)A',. 
I valori di D e D, si deducono da A’, (nota 30, es. 990). 


Esercizio 989. — Un pilastro cerchiato di sezione ottagonale, alto m 6, avente 
D, = 60 cm, è armato con otto ferri longitudinali di 24 mm e con un ferro a elica 
di 14 mm, di passo p = 8 cm. Calcolare il carico centrato P_ ammissibile. 

Soluzione. Il diametro dell’elica è (nota 30) D=60—5 = 55 cm; per cui 


(*!) Si può anche scrivere P= k,(d4°, + nA4,;+ 3n4',). Per cui si riconosce che in questo caso 
si adotta n = 15, in armonia con quanto si è osservato nelle note 19 e 25. 

(*#) Con questa limitazione si è voluto impedire che si diminuisca troppo 4, e si aumenti 
4'; per sfruttare eccessivamente il coefficiente 45 che è triplo del coefficiente 15. 
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si ha A, = 552/4 = 2376 cmq. Inoltre si ha A, = 36,2 cmq, a, = 1,54 cmq, 
4',= la 55/8) 1,54 = 33,3 cmq. 
Se si assume £, = 40 kg/emq, si ottiene (802) 


P = 40(2376 + 15 -36,2+ 45 - 33,3) = 40 - 4417 = 176680 kg. 
Esercizio 990. — Progettare un pilastro cerchiato capace di sopportare il ca- 


rico centrato P = 300 t. 
Soluzione. Assunto £, = 40 kg/cmq, e y = 0,6 (n. 520 d), si ha 


A,,=300000/40 = 7500 emq, 4’, =0,6-7500 = 4500 cmq. 


Perciò il diametro dell’elica dev'essere 


D=2V4'J1=2V4500/3,14 = — 75 cm; 


e quindi Dj) =D+-+3 em = 80 em. 

Si ha poi (804) 

A,=0,4-7500/105 = 28,6 emq. 

Si possono usare 8 tondini di 22 mm (A, = 30,4 cmq). 

Inoltre risulta A’, = 2 - 28,6 = 57,2 cmq; quindi, assunto p= 8 em, per la 
(a) si ottiene a, = (87775) 57,2 = 1,94 cmq; per cui si costituisce l’elica con ton- 
dino di 16 mm (a, = 2 cmq, A’, = 59 cmq). 

Come verifica. si ha (803) 


300000 300000 


00 7i183 15-30,4-4 45-59 — 7529 738 kg/ona « 


521. I pilastri snelli. 


a) Quando la lunghezza libera di flessione Z, del pilastro (n. 276 d) è 
maggiore di 15d nel caso dei pilastri comuni (b lato minore della sezione), 
o di 13D nel caso dei pilastri cerchiati (D diametro dell’elica), si deve 
tener conto del carico di punta. Ciò si ottiene nel modo più semplice 
usando il metodo © (n. 283); per cui, se il carico P è centrato, basta so- 
stituire nelle formule dei nn. 519. 520 al carico P il carico aumentato 
wP, dove nei due casi suddetti @ è dato da (Norme tedesche) 


Se 
| lo/b To 20 29 30 40 | l/D | 20 25 | 
‘ei | | 


| 
© |1,00 1,25 1,70 2,45 3,40 4,40| © 1,00 1,70 12,70 | 


Per valori intermedi di L/b o di %/D si deve interpolare linearmente. 
In tal modo si studiano facilmente i problemi di verifica o di progetto. 
b) Se invece si usa Ja formula (408) di Eulero (solo per pilastri di notevole 
snellezza, n 278 2), basta sostituire Jm; con Jc, min della sezione trasformata in 
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calcestruzzo (Je, min è la somma dei momenti d’inerzia delle aree A, ed nA,). 
Quindi si ha 
Ed c.mi 
(805) Por ="? == é 
"0 


Il modulo di elasticità più opportuno è E, = 140000 kg/emq (valore medio poco 
prima della rottura). 

Il carico ammissibile è P = P.,/8, dove il coefficiente di sicurezza si può as- 
sumeres= 8 — 10. 

Per il calcolo di progetto si può dedurre dalla (805) il valore necessario di 
Iojmin: Posto s = 10 ed E, = 140000 kg/cmq, si ottiene (To;min in cm', Pin t, 
dl in m) (83) 

(806) Farai = 70 PEA 


c) Si può anche usare la formula di Rankine (n. 284), introducendo però un 
coefficiente uguale a 1,25 (*). Per cui si ha 


1,25% 25% ‘co, 
(807) HE PCR Pa L 

14 22? 14 242° 
Si consiglia di assumere x = 0,0001; però con x = 0,00015 si ottengono risultati 
più in armonia con quelli che aà il metodo . Il quadrato della snellezza 7 = 1y/0,,;n 
del pilastro è 4° = 10°/0°,mins dOve 0%min = Jo,min/Ac, 


d) Nel caso dei pilastri snelli soggetti a un carico P parallelo all’asse. 
con piccola eccentricità e rispetto al baricentro della sezione equiva- 
lente A., (tale che P incontri ia sezione internamente al nocciolo di A, pa 
si procede come nel n. 283 4), usando la (427). Perciò nei problemi di 
verifica, di progetto, e di determinazione del carico P ammissibile, si ha 


»P Pe P e \ 
a = ; — = _ < k 
di 5 at gta 5 
e \ kAo 
(db), (e A, = + Pi (E 
(b), (0) slot ) agi 
dove W, ; = JTo,/Umax è il modulo di resistenza della sezione e Wo, = W./A., 


è il raggio vettore del nocciolo (n. 97) (8). 


(®°) E. M6rscH: Der Eisenbetonbau. primo volume, prima metà. pag. 243. Stoccarda. Witt- 
wer, 5° ediz.. 1920. 

(*) E. MòrscH, volume citato nella nota 33, pag. 250. Si veda anche O. DOMKE (nota 17). 
pagg. 258-259. 

(8) Per un calcolo di prima approssimazione si può porre W,, = = a/ò, essendo a il lato 
della sezione parallelo all’asse di sollecitazione (invece di a/6, per tener conto dei ferri). 

Se il pilastro è armato con quattro ferri distanti è dalle facce, il valore esatto di w, 7 è dato 
da (a = 45/40) 
Aa 1+12n08* a— 25 


To, 
SE = = 
Ao; a/2 6° 1+na * dove È 2a 


w, . 
Ci 
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Da queste formule si riconosce che l’influenza dell’eccentricità è tanto 
minore quanto più il pilastro è snello (perchè © è maggiore). 

Se l’eccentricità è considerevole, ossia se P incontra la sezione ester- 
namente al nocciolo, e quindi parte del calcestruzzo è teso, si procede 
come nei nn. 546-548. Se il pilastro è snello, si sostituisce P con wP. 


Esereizio 991. — Un pilastro lungo m 5,50, di sezione quadrata di 25 em di 
lato, è armato con quattro ferri di 20 mm. Calcolare il carico P ammissibile. 
Soluzione. Supposto che il pilastro sia articolato alle estremità, si ha lo = 
=1= 550 em, L/b = 550/25 = 22 >15; per cui si deve tener conto del carico 
di punta. 
a) Metodo ©. L’interpolazione lineare dà © = 1,43. La sezione equivalente 
è Ac; = $25 + 10 - 12,57 = 750 cmq. Quindi si ottiene 
koAo; 40 - 750 
= he — = 20979 ks. 
P = 1,43 0979 kg 
b) Formula di Eulero. Si ha J,, = 254/12 + 10 - 12,57 - 9,5° = 43896 cm'. 
Quindi si ottiene (805) 
140000 - 43896 ” P - 
Ps = 9,87 = gg — 200514 kg, Pe “nr = 20051 kg. 
e) Formula di Rankine. Si ha 02=43896/750=58,53 cm?; 4*=5502/58,53= 
=5168. Quindi si ottiene (807) 


1,25 - 40 - 750 
1+ 0,001 - 5168 


Con x = 0,00015 si otterrebbe invece P = 21124 kg. 


Esercizio 992. — Il pilastro cerchiato dell’esercizio 989 è alto mvece m 10. 
Calcolare il carico P centrato ammissibile. 

Soluzione. Se trascuriamo gli incastri alle estremità, si ha lo = 1000 cm, 
l,/D = 1000/55 = 18,2 >13. Per interpolazione lineare si ricava @ = 1,52. Quindi 
si ottiene 

koAcj  40-4417 _ 176680 


Too 1,52 1,52. 


= 116240 kg. 


Esercizio 998. — Nel caso del pilastro dell’esercizio 991 il carico P ha l’ec- 
centricità e = 4 em nella direzione di una delle mediane della sezione. 

Soluzione. Si ha (nota 35) w,, = 4,7 cm. Quindi risulta (c) 

40 - 750 30000 
= sl . = 13158 ks, 
P= 1,434 4/4,7 gag" > APR RE 

L’eccentricità di 4 cm riduce il carico ammissibile nel rapporto da 1 a 0,63. 

Se invece il pilastro fosse lungo l, = 8 m, si avrebbe l/b = 800/25 = 32; 
= 2,83. Quindi il carico ammissibile senza eccentricità, oppure con e = 4 cm, 
risulterebbe P = 10601 kg, oppure P = 8152 kg. La stessa eccentricità ridur- 
rebbe dunque il carico soltanto nel rapporto da l a 0,77. 
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522. La base dei pilastri. 


a) La base o fondazione di un pilastro non è meno importante del 
pilastro stesso, poichè un forte cedimento alla base provoca di solito gravi 
lesioni nella costruzione. Per limitare i cedimenti, si deve ripartire il ca- 
rico sul terreno allargando la base in misura tale che la o, unitaria non 
superi un dato valore %,, che per terreni discreti varia da 1.5 a 2.5 kg/emqa. 

L'area A, della base dev'essere assai maggiore della sezione ideale A, 
del pilastro, perchè %, è molto minore di %., e anche perchè il peso P, 
gravante sul terreno è aumentato del peso P, della 
base rispetto al peso P sopportato dal pilastro. 

La base di un pilastro può essere inerte (cioè 
senza armatura) o armata. La prima ha la forma 
di un plinto (fig. 1155 a, b). ed essendo massiccia 
richiede un notevole volume di calcestruzzo, ma 
fa risparmiare il ferro ed esige minori cure. La 
seconda ha un volume minore, perchè è più bassa 
ma richiede un notevole dispendio per il ferro e 
per la cassaforma. Essa risulta vantaggiosa solo 
quando i) terreno è poco resistente, sì che la base 
debba essere molto allargata. Esempi di basi ar- 
mate saranno svolti negli esercizi 1046, 1049; qui 
diamo qualche indicazione sulle basi inerti. i Re 

b) Se il peso P, è centrato, la 0; sul terreno si può ritenere uniforme, 
data la rigidezza del plinto. Perciò la base deve avere un’area A; data da 


P. P+ Pi k. i Pi 
(808) A E, k, x, Ag + L' 
Il peso P, della base si determina per tentativi. 

L'altezza H del plinto si determina talvolta considerando la possibi- 
lità che esso si rompa per punzonamento lungo il prolungamento rs, tu 
del pilastro (*). Oppure considerando la parte esterna alla sezione 7g 
come una mensola soggetta alla reazione 0, del terreno sottostante, e 
imponendo che essa resista al momento flettente. Ma i risultati non sono 
attendibili, perchè la lunghezza di tale mensola è minore della sua altezza, 
e quindi non vale il principio di Saint-Venant. 


(*) Se a è il lato del pilastro e è è quello della base del plinto, la forza di punzonamento è 

ky (6* — a?) = ky b*(1 — a°/b*8) = Pi(1— a?/b?). 
La sezione resistente al piunzonamento è 4a H. La tensione tangenziale © si può supporre uni. 
forme (poichè la sezione rs rimane verosimilmente piana, n. 177). Perciò l'equazione determina‘ 


trice di H è 
4aHx= Pi(1—-a?/b8), da cui H = (Pyltax)(1— atjb3). 


Nel caso di db = 4a e di k; = 2,5 kg/cma, risulta H = 2,354. Inoltre si ha tg a = 2,350/1,5a = 
= 1,57; a = 57°30”, 
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Perciò in pratica si ammette che il carico P si diffonda secondo una 
piramide inclinata di 45°, e solleciti il calcestruzzo soltanto a compres. 
sione. Quindi l’angolo a del plinto non si fa minore di 45°, e si aumenti 
anche fino a 60° se il calcestruzzo è scadente. 

c) Se P, non passa per il baricentro della base del plinto, ma però 
dentro il nocciolo della base stessa, si calcola la G;ms» Come nei nn. 262, 
264, 265, 266. Se passa fuori del nocciolo, si procede come nel n. 289, 
poichè non si possono avere reazioni o, di 
trazione. 


Esercizio 994. — Determinare le dimensioni 
della base inerte di un pilastro di sezione qua- 
drata di 40 cm di lato, caricato con P= 72 t. Il 
terreno può sopportare 2,0 kg/emq. 

Soluzione. Previsto che la base pesi 6 + 8 t. il 
peso sul terreno risulta P.,= — 80 t. Perciò l’area 

Fig. 1156. della base dev'essere 4, = $0000/2 = 40000 cmq 
(lato di 2,00 m). 

Assumendo a = 55°, l’altezza H della base risulta 0,80 - te 55° = 1,14 m, e 

le sue dimensioni possono essere quelle della fig. 1156. Il volume risulta 


V = 4,00 - 0,30 + 4,00 - 1,05/3 — 0,16 - 0,21/3 = 2,589 = — 2,6 me, 


e quindi essa pesa 2,6 - 2300 = 5980 = — 6000 kg. 
La pressione unitaria sul terreno risulta 0; = 78000/40000 = 1,95 kg/emq. 


Esercizio 995. — La base di un plinto è un rettangolo di m 2,40 x 1,60. Tl 
peso P., = 60 t agisce in un punto della mediana più lunga, con l’eccentricità 
e = 0,25 m. Calcolare le pressioni c,. 

Soluzione. I momenti di nocciolo (n. 265) valgono M,, = 60 - 0,65 = 39 tm, 
M,=60-0,15 = 9tm. Il modulo di resistenza della base è W = 1,60 - 2,402/6 = 
= 1,536 m3. Quindi risulta 


Ci mar = 39/1,536 = 25,4 t/mq = 2,54 kg/cmq, Oi min = 0,59 kg/cmq . 


523. I tiranti. 


a) Secondo la convenzione del n. 518 c), in una trave tesa si deve 
far astrazione dalla presenza del calcestruzzo: per cui occorre tanto terro 
che possa sopportare l’intero sforzo di trazione $S: 


(809) kA,;=$S, da cui A;= Sky. 


Si adotta %, = 1200 kg/cmq per il ferro omogeneo e 1600 kg/cmq per 
l'acciaio semiduro. 

La sezione A, di calcestruzzo è arbitraria, e ha soltanto lo scopo di 
proteggere i ferri. Essa può anche fessurarsi, ciò che del resto è previsto 
nel calcolo. 
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b) Se si vuole che il calcestruzzo non si fessuri, e quindi protegga 
efficacemente i ferri, è necessario che la sua tensione di trazione c., non 
superi un certo valore %.,, In tal caso si calcola c., tenendo conto anche 
della resistenza del calcestruzzo teso, e assumendo un rapporto n, = 
= E;/E., ad es. uguale a 40 (perchè £., è molto minore di E.) (*). Per- 
ciò, ricordando anche la condizione (309), dev'essere 
(810) ke(A. + ®A;) > S=kA,, da cui A, > (k;/k,-n)A;. 

Assumendo &,, = 20 kg/emq, risulta A, > 204, se k; = 1200 kg/cemq, 
e A, > 404, se k, = 1600 kg/emq. 

c) Per ridurre la tensione di trazione nel calcestruzzo si possono ten- 
dere i ferri prima del getto, in modo che dopo la presa essi inducano 
una compressione nel calcestruzzo (es. 997, 63 e n. 553). 


Esercizio 996. - Un tirante di cemento armato deve sopportare lo sforzo di 
trazione S = 24 t. Determinare A;. Determinare anche A, in modo che risulti 
G., < 20 kg/cmq. 

* Soluzione. a) La sezione necessaria dei ferri è A, = 24000/1200 = 20 emq. 
Adottiamo otto tondini di 18 mm, per cui A, = 20,3 cmq. 
b) Dev'’essere A,> 20 - 20 = 400 ema. 

Se il calcestruzzo non si fessura, la tensione effettiva nel ferro risulta 0; = 

=mn,0,, = 40 -20 = 800 kg/cema. 


Esercizio 997. - Con quale forza .X si devono tendere durante il getto e la 
presa i ferri del tirante dell’esercizio 996, affinchè lo sforzo di trazione S = 24t 
provochi nel calcestruzzo soltanto 10 kg/cmq di trazione? 

Soluzione. Si ragiona come nell’esercizio 68. 

Poichè il calcestruzzo risulterà teso con soli 10 kg/cmq, si può adottare E,, = 
= 10° kg/cmq. Lo sforzo di trazione S = 24000 kg provoca la dilatazione 


24000 


» = 9290 
105 - 400 + 2 - 105 - 20,3 0,000299, 


€ 


cui corrisponde 0,, = 29,9 kg/emq. Perciò, affinchè risulti soltanto o,, = 10 kg/emq, 
il calcestruzzo dev'essere precompresso con 19.9 kg/cmq. 

La soppressione della forza X dopo la maturazion: deve dunque provocare 
una compressione c, = 19,9 kg/ema. per cui la c; diminuirà di 199 kg/emq (per- 
chè in questo caso n = 10). Na sopprimere la X equivale a lasciarla e aggiun- 
gere la forza —_X, la quale provoca o, = — 19,9 kg/cmq e o, = — 199 kg;cmq 
(che si sovrappone alla c, preesistente). Quindi dev'essere 


X = 19,9 - 400 + 199 - 20,3 = 12000 kg. 


Durante la presa si ba c, = 12000/20,3 = 591 kg/cmq. 


(**) O. DOMEE (1. c. nella nota 17) indica, per e, = 20 kg/ema, i valori E,, = 50000 kg/cma 


(pag. 247, fig. 3) ed n] = 40 (pag. 249, fig. 5) (calcestruzzo teso in presenza di ferri). 
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Nel pilastro scarico si ha o, = 591 — 199 = 392 kg/emq, o, = — 19,9 kg/ema. 
Quando agisce S = 24000 kg si ha 


to 


o, = — 19,9-+ 29,9 = 10 kgjemg, —0,=392+ 20-29,9 = 990 kg/emq. 


524. Le travi inflesse. 


a) Nel caso delle travi inflesse, cioè sollecitate a flessione e taglio 
(Capp. X, XI, XII), una zona della sezione risulta tesa. Perciò, in ar- 
monia con quanto si è detto nel n. 518 c), si fa astrazione dalla resistenza 
del calcestruzzo teso, e si arma la zona tesa con ferri sufticienti per sop- 
portare tutto lo sforzo di trazione. Questi ferri si dispongono in prossi- 
mità del lembo teso (salvo il necessario ricoprimento), perchè la loro 
efficacia è tanto maggiore quanto più essi distano dall'asse neutro. 

L’armatura si dice semplice quando i ferri A, si trovano soltanto nella 
zona tesa. Si dice doppia quando ci sono dei ferri A’, anche nella zona 
compressa: ciò che è necessario nei casi in cui il momento flettente può 
invertirsi, ad es. per il cambiare della condizione di carico. 

Si fa dunque la convenzione che resistano al momento flettente sol- 
tanto il calcestruzzo compresso (insieme con gli eventuali ferri A’, posti 
nella zona compressa) e i ferri tesi A,. Per conseguenza la sezione rea- 
gente è costituita dal calcestruzzo compresso e dai ferri, i quali, per la (4) 
del n. 518, si possono sostituire con sezioni equivalenti n.4’, ed nA, di 
calcestruzzo (quest’ultima, naturalmente, si considera resistente alla tra- 
zione), poste nelle stesse posizioni dei ferri, ossia alle stesse distanze dal- 
l’asse neutro. In tal modo la sezione reagente è di solo calcestruzzo, ossia 
è omogenea. Quindi (n. 125 c) l’asse neutro è determinato dalla condizione 
che passi per il baricentro della sezione reagente trasformata in calcestruzzo (8). 

b) Le ricerche sperimentali su travi inflesse, spinte fino alla rottura, 
dimostrano l’esistenza dei seguenti stadi successivi. 

1°) In un primo tempo, cioè per piccoli valori del momento flet- 
tente M, l’asse neutro n ha una posizione tale (*°) da far ritenere che 
reagisca l’intera sezione, con modulo di elasticità E, che è pressochè lo 


(38) Si giunge anche direttamente a questa conclusione scrivendo la condizione di equil:- 
brio alla traslazione secondo l’asse della trave (come nel n. 125 c), e tenendo distinte le tensioni 
nel calcestruzzo da quelle nel ferro. Se c, e c, sono le tensioni e se c,, è la tensione nel calcestruzzo 
alla distanza y = 1 dall’asse neutro, si ha Gc, = 6, Y, 9y = no, = nc,,y. Risulta così 


Sod4,+f07d4, = 0, f{vd4,+ 0, (nudA, = 0, (fvd4,+fu-nd4p=0. 
Ae Az Ao Ag Ae 4; 
Ma il fattore Se, non è nullo, per cui dev’ essere nullo il fattore fra parentesi, che è appunto il 
momento statico rispetto all'asse neutro della sezione di calcestruzzo compresso e del ferro am- 
pliato nel rapporto da 1 a n. 
(**) Si misura la dilatazione e a varie altezze mediante estensimetri (Cap. XXXVIII) ap- 
plicati suli facce laterali della trave. L'asse neutro si trova dove e = 0. 
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stesso a compressione e a trazione. Per cui il dia- 


gramma delle tensioni c, è lineare (fig. 1157 a). a) b) 
Se A',= 0, l’asse neutro è più vicino al lembo teso ù 
(per la presenza di A,). n 


2°) Per valori di M maggiori. l’asse neutro 
si sposta verso la zona compressa. perchè il mo- 
dulo E, del calcestruzzo teso diminuisce rapida- 
mente. Inoltre il diagramma delle tensioni non è A 


più lineare (fig. 1157 b), perchè, pur conservandosi = ga | 
piane le sezioni, il modulo £, è minore dove e è 7 
maggiore (4°). x 

5°) Per valori di M assai maggiori di quelli e) d) 
di esercizio, ossia in uno stadio che precede la rot- PA 


tura, si supera la resistenza del calcestruzzo alla 
trazione, per cui la zona tesa è già copiosamente 
fessurata. L’asse neutro n si sposta ulteriormente 
(fig. 1157 c), cioè la zona compressa si riduce, perchè il momento sta- 
tico di questa rispetto a # dev'essere uguale a quello dell’area nA, 
(l’area n. A, è piccola rispetto all'area compressa, per cui, in compenso, 
la distanza di n. A, dev'essere grande). 

Aumentando ancora M, a un certo punto si ha la rottura, che può 
avvenire in due modi. Se la percentuale del ferro è elevata, al lembo 
compresso il calcestruzzo raggiunge la o, di rottura, e la trave si rompe 
per schiacciamento del calcestruzzo, quando ancora il ferro non ha rag- 
giunto la tensione di snervamento. Se invece la percentuale del ferro è 
piccola (4 = A,/bh < — 0,015, che è il caso più frequente nella pratica), 
questo raggiunge lo snervamento quando ancora il calcestruzzo resiste 
bene. Il ferro continua allora ad allungarsi spontaneamente, e per con- 
seguenza l’asse neutro si sposta e la zona compressa di calcestruzzo si 
restringe; quindi la compressione si concentra in una piccola area, fa- 
cendo crescere rapidamente la o, al lembo compresso, dove ben presto 
si ha ancora (come nel primo caso), la rottura del calcestruzzo per schiac- 
ciamento (4) (v. anche il n. 554 d). 

c) Poco prima che avvenga la rottura il calcestruzzo teso è dunque 
certamente fessurato, e quindi non reagente. Perciò, se si vuole che il rap- 


Fig. 1157. 


(‘°) Il diagramma c, è dunque quello curvilineo continuo (fig. 1157 d) anzichè quello ret- 
tilineo punteggiato che si suppone e che risulta dal calcolo. Perciò la parte della sezione più vicina 
all’asse neutro reagisce più di quanto prevede la teoria, consentendo alla parte più lontana di rea- 
gire meno. Così che la max Gc effettiva (indicata con A nella figura) è minore della max Gr teo- 
rica o calcolata. Si confronti con ciò che si disse nel n. 127 c). Anche per questo motivo le Norme 
consentono per le travi inflesse valori di X, maggiori che per i pilastri compressi (nota 24). 

(*) La rottura della trave per strappamento dei ferri si verifica molto di rado (cioè nel caso 
di ferri molto ineruditi, ossia fragili), perchè di solito il ferro può sopportare forti allungamenti 
prima di rompersi (Cap. V, nota 9, e Cap. XXXVII). Perciò è necessario che il ferro sia capace 
di un considerevole allungamento alla rottura (n. 517 a). 
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porto fra le tensioni calcolate e quelle di rottura sia circa uguale al rap- 
porto fra il carico esterno di esercizio e quello che provoca la rottura, 
si devono calcolare le tensioni considerando una sezione reagente analoga 
a quella che reagisce poco prima della rottura, ossia priva della zona 
tesa (‘). Solo così il coefficiente di sicurezza esterno è press’a poco uguale- 
a quello interno (n. 518 c). 

d) Per le travi infiesse il carico di sicurezza del calcestruzzo com- 
presso è di 40-- 50 kg/cmq (al massimo 75 kg/ema, o più in certi casi, 
Norme, art. 18). 

e) Della resistenza del calcestruzzo teso si terrà invece conto nel caso 
in cui interessi conoscere la massima tensione di trazione, il cui valore 
consente di prevedere se si avranno o no delle fessure nella zona tesa 
(n. 534). 

j) Lo studio della flessione, nonchè quello della pressofiessione, è ab- 
breviato dal fatto che quando si è calcolata ad es. la tensione o. in un 
punto qualsiasi, la (797) e le (796,), (798) consentono di dedurne o, nello. 
stesso intorno, e o, e 0, in ogni altro punto. 


525. Sezione rettangolare con armatura semplice. Calcolo di verifica. 


Nel calcolo di verifica sono date la larghezza bd e l’altezza utile h della 
sezione (4) (fig. 1158 a), la sezione A, dei ferri, ed è noto (ossia già cal- 
colato) il valore del momento flettente M 
nella sezione. Si cercano la massima com- 
pressione o, nel calcestruzzo e la tensione 
o; nei ferri, per confrontarle coi rispettivi 
carichi di sicurezza k. e k,. 

Se la trave è orizzontale, i ferri sono 
nella parte inferiore della trave se 2 è 
positivo (caso della figura), nella parte su- 
periore se M_è negativo. 

Fig. 1158. a) Anzitutto si deve determinare la 

posizione dell'asse neutro n-n, ossia la sua 

distanza y dal lembo compresso. L’asse neutro è baricentrico rispetto 
alla sezione reagente (n. 524 a e nota 38); per cui il momento statico 


(‘) Come si è già detto (n. 51£ c), le tensioni reali subiscono un aumento improvviso nell’istan+ 
te in cui il calcestruzzo teso si fessura; ciò che fa cessare la proporzionalità fra le o e i carichi. 
Questo non accade per le tensioni fittizie calcolate trascurando già la zona tesa. 

(**) L’altezza utile è la distanza del baricentro dei ferri tesi dal lembo compresso. La 
parte di calcestruzzo che ricopre i ferri non ha funzione statica, ma soltanto protettiva (mentre 
la parte compresa fra i ferri tesi e la zona compressa, pur non reagendo secondo l'ipotesi fatta, 
ha lo scopo essenziale di rendere solidali i ferri col calcestruzzo compresso). Come si è già detto, 
il ricoprimento non dev’essere minore di 0,% cm nelle solette e di 2 cm nelle travi (Norme, art. 37). 
Dev’essere aumentato se la struttura è all'aperto. 
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di questa rispetto a esso dev'essere nullo (#): 
(a) by-y2—nA;(h—y)=0, ossia bye2 + nAy—nAh=0; 
da cui (4) (55) (9) (8) 


(811) pate [as fe 


b) Trovata la posizione dell'asse neutro, ossia noto y, le tensioni 0, 
e 0, si possono calcolare sia usando la (121), come faremo in c), sia con- 
siderando direttamente l’equilibrio fra le tensioni interne nella sezione e 
il momento esterno M. Cominciamo col secondo modo, che è più istruttivo. 

Al momento flettente M ta equilibrio la coppia interna costituita 
dalla compressione nel calcestruzzo e dalla trazione nei ferri (fig. 1158 b, 
che rappresenta la sezione longitudinale della trave). La risuliante S, delle 
compressioni vale (0./2)by (*°), e dista 2y/3 dall’asse neutro. La risultante Sy 


(4) Alla stessa equazione sì giunge anche partendo dall’uguaglianza della compressione to- 

tale (0,/2)dby e della trazione c,4, (che è la condizione originaria), e tenendo conto della (793): 
Li 
SE de da cui DI - ndyh—). 

Questo però non è, in sostanza, che la ripetizione di ciò che si è detto nella nota 38. 

(#5) L'equazione ordinata secondo le potenze decrescenti di y presenta una permanenza di 
segni e una variazione. Quindi essa ha una radice negativa e una positiva, ciò che elimina l’incer- 
t:zza nella scelta della radice valida. 

(£) Naturalmente il risultato è indipendente dal valore di .M per il modo con cui si ottiene; 
o anche perchè l’asse neutro non cambia se ad es. si raddoppia 3/ (nei punti dell’asse neutro sì 
ha c = 0, che diventa 25 = 2-0 = 0 se M diventa doppio). 

In realtà però l’asse neutro si sposta lentamente man mano cresce .M, per il diminuire pro- 
gressivo di E, (e il crescere di r) al crescere di 0, (n. 524 d). Ma di questo fatto non si tiene conto, 
avendo supposto n costante. 

(’) L’altezza y della zona compressa risulta assai minore di 4/2, perchè, essendo piccola 
l’area n4,, dev’essere grande la distanza 4 —y (come si era già os- 
servato nel n. 524 db). Di solito si ha y= 0,2 h— 0,3 A. 

(4) Si può anche usare la seguente costruzione grafica. L’equa- 
zione (a) si può scrivere 


Se 
3 d = G;Ay= no, 


_ BRA, , _ 204; 
Peo ila 


o anche, aggiungendo n*4,°/b® ad ambo i membri, 


2 2 
(v + Pi!) = (a + si) n. 
Perciò si porta la lunghezza n.4,/b in 4B e in BC e A in BO (fig. 1159). Quindi con centro in 0 
e raggio OC si traccia un arco di circolo, che determina in D l’asse neutro (come si riconosce 
dal triangolo rettangolo 0BD). 

Il risultato è tanto meno sensibile agli errori di graficismo quanto maggiore è la percentuale 
di ferro. 

(4*) In generale la compressione totale S, è uguale alla cy che si ha nel baricentro G dell’a- 
rea compressa 4, moltiplicata per A, : 


S.=/cdA, = fcqudA, = sn /vaA4, = 61 UgAc = “94o- 
Ac Ac do 
Nel nostro caso (area compressa rettangolare) la cy nel baricentro è la metà della c, massima. 
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delle trazioni è 0,4;, e si può ritenere applicata nel baricentro della 
sezione dei ferri (5°). Quindi il braccio della coppia interna è h— y/3. 
Perciò l’equilibrio suddetto si può esprimere in due modi: 


(b) (0:/2)by < (£— y/3)= M, oppure 0;4,-(h—y/3) = My; 


da cui (5) 
M M 


312), (81: N e AP] 
ARI; (by/2)(h — y/3)” 1 = y/3) 


c) Le tensioni 0, e 6; si ottengono anche applicando la formula gene- 
rale della flessione (121), cioè o = My/J, nella quale però si introduce il 
momento d’inerzia 7 c; della sezione reagente trasformata in calcestruzzo. 
La distanza dall'asse neutro dei punti nei quali si ha la o, è y. La di. 
stanza dei punti nei quali si ha la 0, è è — y; inoltre la o, è n volte mag- 
giore della o nel calcestruzzo alla stessa distanza è — y. Perciò si ottiene 


M Mh—- 
rai o=n 00, 


i î 


(814), (815) 0, = 


dove J., è dato da una qualunque delle tre espressioni (5), (5°) 
(816)  J.,=by/3+nA,(h—y)= (by°/2(h—y/3)=nA,(h—yh—y/3). 


La (815) si può anche dedurre dalla (814) applicando la (793). 

È facile riconoscere l'equivalenza delle (812), (813) e delle (814), 
(815) (95). 

a) Sa si indica con u = A;/bh il rapporto fra la sezione A, dei ferri 
e quell» utile dh del calcestruzzo, dalle (811), (812), (813) si deduce fa- 


(®) in realtà è applicata nell’antipolo dell’asse neutro rispetto all’ellisse d'inerzia della se- 
zione dei ferri. Tuttavia tale antipolo dista pochissimo dal baricentro dei ferri, perchè l’ellisse è 
picu -lissima. Dal punto di vista meccanico, ciò equivale a trascurare la lieve variazione della c, 
nei vari punti della sezione dei ferri, perchè le distanze di questi punti dall’asse neutro sono poco 
diverse tra loro. 

&) I divisori (by/2) (@ — v/3) e 4,(h — y/3) di M nelle ($12), (813) sono i moduli di resi- 
stenza W” e W relativi al calcolo di o, e di 07. 

(5) A rigore, il momento d’inerzia cella sezione dei ferri è dato dalla (58), ossia èYgUx NA; 
Tuttavia la distanza yy dell’antipolo X dell’asse neutro rispetto all’ellisse centrale d'inerzia della 
sezione dei ferri differisce pochissimo da yy, perchè l’ellisse è molto piccola. Ciò è in armonia con 
quanto si è detto nella nota 50. Si può invece dire che nella (31) si trascura il primo termine del 
secondo membro perchè J, è piccolissimo. 

(8) Per la (a), si ha (68) 


_ bè, 2_ da. by by? Y 
da + ndga + an (0-4). 
oppure 
2 
Jo; = Le +nAy(— = & nd, — vy + nA;hM—y — najn—v(n- E). 


(&*) sostituendo la seconda e la terza espressione (816) di J,, rispettivamente nella (814) 
e nella (s15), si ottengono le (812), (813). 
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cilmente 
M M , M " n 
(817) y=cGh, Oo = Ca - G; = 63 Ajh = kai 9 
dove 
co=nu—1+ VIFI Inu), ca = 6/c(3 — 3), 


6=3/(3 — 1), cs=3/u(3— C;), es = c;/2n. 


Il calcolo di verifica risulta così semplificato, poichè si evita il cal- 
colo della (311). Inoltre il calcolo di y non è necessario. I valori dei coet- 
ficienti c per diversi valori di 4 sono raccolti nella seguente tabella: 


| | "4 | | i 3 | 
m|alals|a|e[mlala ©3 © | 6 


0,100 0,358 6,34 1,136 113,6 17,9! 0,050 0,270 8,14 1,099 


219,8 27,0 
0,095 0,351 6,45 1,133 119,2 18,5! 0,045 0,258 847 1,094 243,2 28,7 
0,090 0,344 6,57 1,129 125,5  19,1| 0,040 0,246 8,87 1,089 272,3. 30,7 
0,085! 0,336 6,70 1,126 132,50 19,8 0,035 0,232 935 1,084 3696 33,1 
0,080) 0,328 6,85. 1,123 140,3 20,5) 0,030 0,217 9,94 1,078 359,3 36,1 
0,075| 0,319 7,00. 1,119 1492 21,3| 0,025 0,200 10,71 1,071 428,6 40,0 
0,070) 0,311 7,18 1,116 1594 22,2) 0,020 0,181 11,76 1,064 532,1. 45,2 
0,065. 0,301 7,38 1,112 171,0 23,2| 0,015 0,159 13,29 1,056 703,9 53,0 
0,060 0,292 7,60 1,108 184,6. 24,3| 0,010 0,132 15,87 1,046 1045,9 85,9 
0,055) 0,281 7,85. 1,103 200,6) 25,6| 0,005. 0,095 21,71 1,033 2065,5, 95,1 


e) Talvolta l’armatura è costituita da un 
ferro profilato, ad es. a T (fig. 1160 a). In tal 
caso il calcolo di verifica non differisce sostan- 
zialmente da quello già indicato. 

Per il teorema di Varignon, nella (a) il mo- 
mento statico del ferro rispetto all’asse neutro 
è ancora nA4,(h — y), dove l’altezza utile A è la 
distanza del baricentro del ferro dal lembo com- 
presso; per cui y è ancora dato dalla (811) (55). 

Le tensioni si calcolano meglio mediante le 
(814), (815), tenendo conto però nel calcolo di Te, 
anche del momento d’inerzia nJ, del ferro ri- 
spetto al proprio asse baricentrico (che nel caso 
dell'armatura ordinaria si trascura, nota 52); 
cioè (31) (59) Fig. L1UU, 
(816,) J., = by[3+ nAh—y+ ny. 


Nella (815) la distanza 4 — y diventa A, — y. 


(8) Si noti l'analogia con ciò che diremo nel n. 529 d). 
(#*) Il momento d’inerzia di due aree 4] e 43 rispetto all’asse baricentrico complessivo sf 
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Se invece si usano le (812), (813), il braccio della coppia interna è h'— y/3, 
dove ©’ è l'altezza fino all’antipolo X dell’asse neutro rispetto all’ellisse d’inerzia 
del ferro (nota 52) (5). La (813) va poi moltiplicata per (hn—y):(f—-y). Infine, 
nelia (813) si sostituisce R —y con fa —y. 


Esercizio 99S. — Una trave di sezione rettangolare larga b = 25 em e alta 
H = 50 em è armata con due ferri di 18 mm. Calcolare le tensioni provocate da 
3 = 2600 kem. 

Soluzione. L'altezza utile è circa & = 47 cm, e l’area del ferro è A, = 5,09 cmq. 

L’asse neutro è definito da 


10 - 5.09 / / 2-25 47 
= piani dedi (PESI LL = = = 5 €e è 
y= 95 (—14 ] 1 10 = 5,09 ) = 1195 em 


a) Usando le (812), (813) si ottiene 


260000 230000 
a i lf 187 kgfag: 
> re I vini rg ge I OA 


b) La (813) dà J,,= 76750 emi. Quindi usando le (814), (815) si ottiene 
ancora 
260000 - 11,95 
GO, = mae) 
70750 


260000 - 35,05 


76750 = 1187 kg/emq. 


= 40,5 kg/cmq, 0; = 


Esercizio 999. - Calcolare le tensioni nel caso dell'esercizio 998 usando le 
(S17). 

Soluzione. Si ha u = 5,09/25 - 47 = 0,00433, nu = 0,0433; per cui dalla ta- 
bella del n. 525 d) si ricava per interpolazione c, = 0,254, c, = 8,60, c = 252,1, 
ci = 29,3. Si ottiene così 
260000 
25-47? 
oppure 0, = 29,3 - 40,5 = 1187 kg/emq. 

Se interessa conoscere l’asse neutro, si hay = 0,254 -47 = 11,94 cm. 


2 
= 40,5 kg/emq, o, = 252,1 ee 1187 kg/cmq, 


O, = 8,04 25-47? 


Esercizio 1000. —- Una trave di sezione rettangolare larga b = 30 em e alta 
H = 70 cm è armata con tre ferri di 20 mm. Calcolare il momento fiettente 


ammissibile. 


può anche calcolare mediante la formula seguente (che si dimostra facilmente): 
J=J+I +47» 
1 2 


dove 7) e J, sono i momenti d'inerzia di 4, e -4, rispetto ai loro assi baricentrici, e d è la 
distanza fra i due assi. Però questa formula è specialmente utile quando non si voglia determi- 
nare la posizione del baricentro complessivo; mentre nel nostro caso è necessario determinare 
preventivamente v, ossia l’area compressa by. 

(52) Ne] caso di solai con nervature armate con ferri a TI alti circa come le nervature 
stesse, la tensione r nel calcestruzzo può raggiungere valori pericolosi dove la nervatura si at- 


tacca alla soletta. Si veda in proposito il volume di C. W. DUNBAM, pag. 148, citato nel n. 555. 
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Soluzione. Si ha A = 67 em, A,= 9,42 cmq. Quindi risulta (811) y = 17.6 em. 
Assumendo i carichi di sicurezza %, = 40 kg/cmq. £&; = 1200 kg/emq, le (812), 
{813) danno rispettivamente 


M=20 - 30 - 17,6 - 61,1 = 645200 kgcm, M=1200 - 9,42 - 61,1=690700 kgem. 


Pertanto, il momento ammissibile è M = 6450 kgm. 


Esercizio 1001. — Una trave di sezione rettangolare larga b = 30 em e alta 
80 cm è armata con un ferro a T N 18 (fig. 1160 a). Calcolare le tensioni pro: o- 
cate da M = 12000 kgm. 

Soluzione. Distanza y dell’asse neutro (h = 68 cem): 


10 - 27,9 . 7/,, 2-30 - 68 
gu Sg |-1+f1+ ) 


Momento d’inerzia della sezione (816): 


J , 30 - 27,5°/3 + 10 - 27,9 - 40,5? + 10 - 1443 = 680060 cmi. 


& 
Quindi si ottiene (XK, = 77 cm, ha} —- y = 49,5 cm) 


1200000 - 27,5 & iui _ 1200000 - 49,5 adi 
Te= — 680060 _— 3 48.5 kg/emq, Gs 0 873 ke/emq . 


Esereizio 1002. — Studiare il solettone della fig. 1160 b), che si usa talvolta per 
piccoli ponti ferroviari (5). 
Soluzione. La trave a T N 50 ha A = 179cemq, J = 68738 cm', W = 2750 emì. 
Da sola potrebbe sopportare, con £, = 1200 kg/cma, un momento flettente 
M = 1200-2750 = 3300000 kgem = 33000 kem. 
a) Supposto che il calcestruzzo non resista a trazione, si ha (h = 50/2) 


10 - 179 / 2-50 - 50/2 
= — — | + | ny sa o 
y 50 ciù ] 1+ oir9 
J;, = 50 + 19,6°/3 + 10 - 179 - 5,4 + 10 - 68738 = 865000 cm*, 


) = 19,6 cm 


Quindi lo stesso momento M = 33000 kgm provoca le tensioni (99) 


3300000 - 19,6 3300000 - 30,4 
2_ > k =10 SIA 
74,8 kg/emq , o,=10 865060 


Ma 865000 


= 1160 kg/emq . 


b) Se il calcestruzzo teso non si fessura, adottando (n. 534) n = 15 si ha 
J,, = 504/12 + 15 - 68738 = 1550000 cm* 


3300000 - 25 3300000 - 25 


i 7 = 53,2 kg/ = 15° Sag È 
Sa 1550000 dele bai o,s= 15 1550000 798 kg/cmq . 


(5*) Questi selettoni armati con travi a T sono studiati dettagliatamente nel Cap. 5 del vo- 
lume di C. W. DUNHAM citato nel n. 555. 

(#*) Per ridurre la c, s1 possono mantenere le travi metalliche sotio carico durante il getto e 
la maturazione. 
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526. Sezione rettangolare con armatura semplice. Calcolo di progetto. 


Nel calcolo diretto della sezione è dato (ossia è già calcolato) il mo- 
mento flettente M nella sezione stessa, e si assumono i carichi di sicu- 
rezza k., k, e il valore di n conoscendo le qualità dei due materiali 
che si impiegano. Si vogliono calcolare l’altezza utile % e la sezione A, 
dei ferri, mentre la larghezza d si fissa ad arbitrio, in armonia con l’al- 
tezza prevedibile della sezione (si dispone soltanto di due equazioni di 
equilibrio, e quindi si possono determinare due sole incognite; v. la nota 92). 

a) Per la (798) si ha (fig. 1158 a) 


(a) k,= nk. Li ’ Y, da cui y= 


nko sa 
ri 006 dea 


La prima delle (bd) del n. 525 si può scrivere 


(5) (kK./2)bc,h(h — ch/3)=M, 
da cui 


2 


6M {I 6 +M /M 
— kbey3— 0)’ ba rasa) a] 


La seconda delle (b) del n. 525 si può scrivere 


(c) k,A;(h — c,h/3) =M , 
da cui 

3M 3 M 3 = 
4:=ta8-a) >” kaG—=0) vali Lao) veve 


Si hanno così i seguenti risultati 


’ A;=0 VM, 


|kl 


(818), (819), (820) y=c,ì, hR= n) 


dove i coefficienti c,, cy, c, sono dati da 


a nke __ nh + ki /_6n ki ae 


< nk bk? 7 nk, €2nk.+ 3% = 2k,| 


e dipendono soltanto da n, k., ky. 
Inoltre il braccio della coppia interna è dato da 
2nk. + 3k, 
al h=h_ 4/8 =(1—c,3)h= ch dove 0g = Sail, | 3° 
Le formule più importanti sono le. (819), (820) che danno % e A,, 
nonchè la (821) che dà il braccio Ry, che serve per il calcolo delle teusivui 
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tangenziali (nn. 169, 536). La distanza y serve solo quando si vuol cono- 
scere la posizione dell’asse neutro. 

I valori dei coefficienti c,, c;, €), ©, sono dati da apposite tabelle (5°) 
per molti valori di %, e di X, e per n = 10-8-6. Ad es., per &, = 1200 
kg/cmq e per %, = 1600 kg/cmqa (n = 10) si ha 


0,00067 | 0,111 | 0,963 


0,00102 | 0,143 | 0,952 | 0,967 


20 0,857 

25 0,702 | 0,00126 | 0,172 | 0,943 | 0,787 | 0,00083 | 0,135 | 0,955 
30 0,598 | 0,00149 | 0,200 | 0,933 | 0,668 | 0,00099 | 0,158 | 0,947 
35 0,523 | 0,00172 | 0,226 | 0,925 | 0,582 | 0,00114 | 0,179 | 0,940 


40 | 0,457] 0,00195 | 0,250 0,917 | 0,518 
45 | 0,423 | 0,00217 | 0,273 | 0,909 | 0,467 
50 | 0,388 | 0,00238 | 0,294 | 0,902 | 0,427 | 
55 | 0,360] 0,00259 | 0,314 | 0,895 | 0,394 | 0,00173 | 0,256 | 0,915 
60 | 0,335| 0,00280 | 0,333 | 0,889 | 0,367 | 0,00188 | 0,273 | 0,909 
5 | 0,315| 0,00300 | 0,351 | 0,883 | 0,343 | 0,00201 | 0,289 | 0,904 
| 
il 


0,00129 | 0,200 | 0,933 
0,00144 | 0,220 | 0,927 
0,00159 | 


65 

70 0,297 | 0,00320 | 0,368 | 0,877 | 0,323 | 0,00215 | 0,304 | 0,899 
75 0,282 | 0,00339 | 0,385 | 0,872 | 0,306 | 0,00229 | 0,319 | 0,894 
80 0,269 | 0,00358 | 0,400 | 0,867 | 0,290 | 0,00242 | 0,333 | 0,889 


Per ragioni di spazio si è assunto per &. l’intervallo di 5 kg/cmq, men- 
tre nelle tabelle riportate nei manuali l’intervallo è di 1 kg/cmq. 


b) I coefficienti c, e ce, sono dei numeri puri, e perciò sono indipendenti dal- 
l’unità di misura di X, e £,. Essi danno y e è, nella stessa unità con cui si misura 
h. Invece i coefficienti c, e c; hanno la dimensione F-!/?L, e perciò i numeri che 
li rappresentano cambiano se si cambia l’unità di misura di &, e £,. I valori della 
tabella sono relativi al kg/cmq. Quindi M e dò si devono misurare in kgem e in 
cm; e le (819), (820) danno % in cm e A, in cmq. Nella (819) il numero che misura 
yv Mb non cambia se invece si esprimono M in kgm e din m. Tuttavia per uni. 
formità conviene misurarli in kgem e in cm. Se nella (820) si esprimessero M in 
kgm e b in m, il numero che misura / Mb diventerebbe 100 volte minore; per 
cui si dovrebbe centuplicare il coefficiente c,. 

c) Spesso l’altezza della sezione è imposta da ragioni costruttive o estetiche, 
per cui non si può adottare l’altezza utile & data dalla (819). Resta perciò da 
calcolare la sezione 4, del ferro, in modo che g, e G; non superino k, e k;: 

Se h è maggiore del valore che sarebbe dato dalla (819), si ricava dalla (819) 
il valore di c,, che risulta maggiore del valore corrispondente a %, e %,. Poi nella 


(*°) Queste tabelle sono riportate nella maggior parte delle opere dedicate al cemento ar- 
mato e in molti manuali. 
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stessa tabella del valore di %, si legge, in corrispondenza di c, trovato, il valore 
di c,, che è diminuito, e mediante la (820) si calcola A,, che risulta pure dimi- 
nuito. Occorre dunque meno ferro. Inoltre si legge anche c., che risulta minore di 
k.; per cui sarebbe anche lecito usare un calcestruzzo meno ricco di cemento. 
Si può invece diminuire la larghezza b della sezione. In tal modo si può ritrovare 
un c, poco diverso dal valore che si avrebbe se % fosse giusta; e quindi risulta 
o,= — k,. Si risparmia così del calcestruzzo, mentre si realizza ancora una certa 
economia di ferro. 

Se invece l’altezza obbligata & è minore del valore che sarebbe dato dalla 
(819) (ed è il caso più frequente nella pratica), dalla (819) si ricava €,, che risulta 
diminuito. Perciò la 0, corrispondente a questo c, è maggiore di 7%, assunto. Se 
si vuole che 0, non superi £,, si deve usare una tabella avente una 0, < &, e nella 
quale a c, corrisponda una c, poco diversa da %,. Letto il valore di c,, che risulta 
aumentato, si calcola A, mediante la (820). Occorre dunque una sezione mag- 
giore di ferro, sia perchè il braccio f — y/3 è piccolo, sia perchè il ferro lavora 
con 0, < k,. Oppure si può decidere di usare un calcestruzzo migliore, nel qual 
caso nella stessa tabella di £, si legge, in corrispondenza di c,, il valore di 0, 
e il valore di c, che serve per calcolare A,. Infine, si può invece aumentare la lar- 
ghezza b in modo da ritrovare circa lo stesso e, corrispondente a &, e &,. Si ri. 
trova così anche lo stesso e,; ma però A, aumenta, perchè nella (820) aumenta b. 

d) Altre formule utili sono le seguenti. 

Per l’uguaglianza della trazione totale e della compressione totale si ha 


(d) kA,=-E by, da cui A4,=-°by=c,-bh. 


Il coefficiente che moltiplica bh non è altro che il rapporto u = A4,/b} della se- 
zione del ferro alla sezione utile bh del calcestruzzo; rapporto che determina la 
percentuale di ferro. Risulta perciò 


(822) A,;=pbh, dove hogar =. 


Per i valori usuali di £, e %,, la percentuale di ferro si aggira intorno a 0,5%. 
Moltiplicando membro a membro la (819) per la (820) si ha RA, = c26,I, 

da cui 

(823) A, = c,;M/h. 


Le (822), (823) valgono naturalmente solo quando la sezione è tale che le 
tensioni nei due materiali risultino o, = £&, e 0; = ky. 


Esercizio 1003. — Calcolare l’altezza e l'armatura della sezione di una trave 
avente d =35 cm e soggetta al momento M = 9000 kgm, avendo assunto &, = 
= 40 kg/cmq, %, = 1200 kg/emq ed n= 10. 

Soluzione. Dalla tabella si ha cy = 0,467, c, = 0,00195. Perciò si ottiene 


/900000 


giada 74,9 cm, A, = 0,00195 900000 - 35 = 10,94 cmq. 


he 0,467 | 
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L’altezza totale della sezione può essere HZ = 78 + 80 cm. Si possono usare 
due ferri di 20 mm e tre ferri di 14 mm (A, = 10,90 emq). 

ll rapporto della sezione 1; di ferro alla sezione utile bh di calcestruzzo è 
dato (822) da Lu = C;/c, = 0,00195/0,467 = 0,00418; per cui la percentuale di 
ferro è di 0,42%, ossia di circa 0,4% rispetto alla sezione totale bH. 


Esercizio 1004. — La trave dell’esercizio 1003 ha l’altezza obbligata di 88 em. 
Calcolare la sezione A,, assumendo £, = 1200 kg/emqa. 

Soluzione. a) L'altezza utile è h = — 84 cm (cioè maggiore di quella corri- 
spondente a &, = 40 kg/cmq e &, = 1200 kg;emq). Quindi dalla (819) si ricava 
> ea, 


= —— 
/900000/35 


A questo valore di e, corrisponde G, = — 35 kg/ecmq e ce, = — 0,00172. Quindi 
la sezione di ferro necessaria è 


A; = 0,00172/900000 - 35 = 9,65 cmq. 


Avendosi un’altezza maggiore di quella necessaria, occorrono ferri di minor 
sezione, mentre la o, nel calcestruzzo risulta minore. 
b) Se invece si riduce b da 35 a 28 cm, si ottiene c, = 0,469, c, = — 40 
kg/cmq, c, = — 0,00195, A, = 9,8 cmq. 


Esercizio 1005. — La trave dell’esercizio 1003 ha l’altezza obbligata di 72 cm. 
Calcolare la sezione A, in modo che risulti o, = &, = 40 kg/cmq. 

Soluzione. a) L'altezza utile è a = — 68 cm (cioè minore di quella che cor- 
risponde a %, = 40 kg/cmq e %, = 1200 kg/emq). Quindi dalla (819) si ricava 


n= __ = 0,424 . 

/900000/35 

Nella tabella di %, = 1200 kg/emq, a questo valore di c, corrisponde 1, = 
= — 45 kg/emq > 40 kg/emq. Perciò si deve usare un’altra tabella, nella quale 
a cy = 0,424 corrisponda o, = — 40 kg/emq. Ciò accade nella tabella corrispon- 
dente a o, = 900 kg/cmq, nella quale a c, = 0,424 corrisponde 0, = — 40 kg/emq 
e cy =0,00291. Quindi il ferro necessario è 


A, = 0,00291/900000 - 35 = 16,3 cmq. 
b) Se invece si decide di usare un calcestruzzo più ricco di cemento, nella 
stessa tabella di &, = 1200 kg/emq si trova o, = — 45 kg/cmq, e e, = 0,00217. 
Quindi il ferro necessario è 


A, = 0,00217/900000 - 35 = 12,2 cmq. 


c) Se si aumenta d da 35 a 42 cm, si ottiene c, = 0,464, o, = — 40 kg/cmq, 
€, = — 0,00195, A, = 12,0 cmq. 
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Esercizio 1006. — Una trave è larga 40 cm e alta 80 cm. Calcolare il mo- 
mento che la trave può sopportare e la sezione necessaria 4,, volendo che le 
tensioni siano o, = 45 kg/cmq. o; = 1600 kg/cmq e assumendo n = 10. 

Soluzione. Si ha c, = 0,467, c,= 0,00144. 

Dalla (819) si ricava 


h 


[6 


M= 


76? 
b=; Lor 40 = 1059400 kgem = — 10600 kgm. 
9 i 


sol fo 


Quindi la (820) dà 
4, = 0,00144 / 1059400 - 40 = 9,37 cmq. 
Oppure si ha (822) 
4 =0,00144/0,467 = 0,003084, A, =0,003084 - 40 - 76 = 9,37 cmq. 


527. Sezione rettangolare con armatura semplice. Impiego di un’unica 
tabella. 


Le tabelle comuni per il calcolo della sezione di una trave inflessa 
(n. 526 a) hanno diversi inconvenienti: sono numerose, perchè sono tante 
quanti sono i valori considerati di #,; questi valori sono tuttavia troppo 
distanti tra loro, per cui spesso occorrono noiose interpolazioni; sono 
calcolate per un determinato valore di n (di solito per » = 10). È possi- 
bile invece ottenere un’unica tabella, quali che siano i valori di k,, 
k. ed n (81). Inoltre essa serve sia per il calcolo di verifica che per quello 
di progetto. 

Usando l’unico parametro p = nk./k;, le (a), (d), (4), (821) del n. 526 
sì possono scrivere 


nke/ky p 
i e 
a ay nk. ayf dy 
n) = x, ky (1) 01 = n 


nA, = (nk:/2k,)by = (pa,/2)bh, hh =h—y/3=(1—a,/3)h. 
Per cui si ha 
(824), (825), (826) y=a,h, a;gbh=M, asòkbh=nM, 
(827), (828) nA,= apdh, h, = dh, 
(*1) V. ad es. O. ZANABONI: Una nuova tabella per il calcolo delle sezioni in cemento armato, 


« Bollettino Sind. Ingegneri », Bologna, 1935, n. 8. Ho preferito introdurre n nel parametro p» 
anzichè alterare di volta in volta i valori dei coefficienti 4a. 
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dove 
p , dy i dy " ra 
#°iLal a=T(1-3), A, = Pa 3 
a a 


La tabella contenuta nelle quattro pagine seguenti dà i valori dei 
coetiicienti a,, 4;, 0, 4, & calcolati per valori del parametro p = nk./kr 
nel campo 0,05-2,00, che comprende tutti i casi che possono presentarsi 
nella pratica. L’intervallo assunto per p è 0,01, ciò che rende superflua 
l’interpolazione (8°). 

Mediante le (824)... (828) e l’impiego di tale tabella si risolvono i 
più svariati problemi sia di progetto che di verifica, oppure misti. 

Nel caso del progetto sono noti i valori di X., %,, n, ossia è noto 
p. Quindi la tabella dà i valori dei coefficienti a, che introdotti nelle for- 
mule consentono di ricavare due delle tre quantità %, d, A, quando è 
nota la terza e si conosce M. Casi misti sono invece quelli nei quali sono 
date due delle tre quantità, di solito d e & (o H), e si cerca A, (es. 1009, 
1010). 

Nel caso della verifica è nota la sezione, cioè sono noti hh, db, A,, e si 
conosce M. Si ricava a, dalla (827), e si leggono nella tabella i valori di 
p e di a, corrispondenti ad a,. Dopo di che si ricava o, dalla (825), poi 
si ha 0, = no./p. 

Se invece è nota la sezione e si vuol conoscere il momento M ammis- 
sibile, si ricava a, dalla (827), e si leggono nella tabella i valori di a, e 
di ay’ corrispondenti ad a,. Quindi, essendo noti &., 4, ed n, le (825), (826) 
determinano lue valori di M, dei quali si assume il minore. Se essi sono 
molto diversi tra loro, la sezione è proporzionata male. 

La (828) dà poi, in ogni caso, il braccio h, della coppia interna, che 
è necessario per il calcolo delle staffe (n. 536). 

La tabella serve anche per il calcolo di progetto dei pilastri soggetti 
& pressione e flessione (n. 547). 


Esercizio 1007. — Progettare la sezione di una trave soggetta a M = 12000 
kgm, assumendo b = 40 cm, %, = 50 kg/emq, %, = 1400 kg/emg, n= 7. 
Soluzione. Si ha p =7-50/1400 = 0,25, cui corrispondono ay = 0,0933, 
a, = 0,0250. Quindi dalla (825) e dalla (827) si ottiene 
/ 1200000 " 
h=] 60933 "30 29 = 80.2 cm, 4, = 0,0250 - 40 - 80,2/7 = 11,46 cmq. 


(*3) Si noti che i valori di questi coefficienti (numeri puri) non dipendono dalle unità di mi- 
sura: ad es. non cambiano se si misurano &, e ky in libbre per pollice quadrato. 
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e e e e e e e e eee 


nke/ky @y a, 

| o 
0,05 | 0,0476 0,0234 
0,10 0,0909 0,0441 
0,11 0,0991 0,0479 
0,12 0,1071 0,0517 
0,13 i 0,1150 0,0553 
0,14 0,1228 0,0589 
0,15 0,1304 0,0624 
0,16 | 0,1379 0,0658 
0,17 | 0,1453 0,0691 
0,18 | 0,1525 0,0724 
0,19 0,1597 0,0756 
0,20 0,1667 0.0787 
0,21 0,1736 0,0818 
0,22 0,1803 0,0847 
0,23 0,1870 0,0877 
0,24 0,1935 0,0905 
0,25 0,2000 0,0933 
0,26 0,2063 0,0961 
0,27 0,2126 0,0988 
0,28 0,2187 0,1014 
0,29 0,2248 0,1040 
0,30 0,2308 0,1065 
0,31 0,2366 0,1090 
0,32 0,2424 0,1114 
0,33 0.2481 0,1138 
0,34 0,2537 0,1161 
0,35 0,2593 0,1184 
0,36 0,2647 0,1207 
0.37 0,2701 0,1229 
0,38 0,2754 0,1250 
0,39 0,2806 0,1272 
0,40 0,2857 0,1293 
0,41 0,2908 0,1313 
0,42 0,2958 0,1333 
0,43 0,3007 0,1353 
0,44 0,3056 0,1372 
0,45 0,3103 0,1391 
0,46 0,3151 0,1410 
0,47 0,3197 0,1428 
0,48 0,3243 0,1446 
0,49 0,3289 0,1464 
0,50 0,3333 0,1481 
0,51 0,3377 0,1499 
0,52 0,3421 0,1515 
0,53 0,3464 0,1532 
0,54 0,3506 0,1548 


ay d; | do 
0,00117 0,00119 | 0,984 
0,00441 0,00455 0,970 
0,00527 0,00545 0,967 
0,00620 0,00643 | 0,964 
0,00719 0,00748 | 0,962 
0,00824 0,00860 | 0.959 
0,00936 0,00978 | 0,957 
0,01053 0,01103 | 0,954 
0,01175 0,01235 | 0,952 
0,01303 0,01373 | 0,949 
0,01436 0,01517 | 0,947 
0,01574 0,01667 | 0,944 
0,01717 0,01822 | 0,942 
0,01864 0,01984 | 0,940 
0,02016 0,02150 0,938 
0,02173 0,02323 0,935 
0,02333 0,02500 0,933 
0,02498 0.02683 0.931 
0,02667 0,0287 0,929 
0,02839 0,03062 0,927 
0,03015 0,03260 0,925 
0,03195 0,03462 0,923 
0,08379 0,03668 0,921 
0,03565 0,03879 0,919 
0,03755 0,04094 0,917 
0,03949 0,04313 0,915 
0,04145 0,04537 0,914 
0,04344 0,04765 0,912 
0,04547 0,04996 0,910 
0,04752 0,05232 0,908 
0,04960 0,05471 0,906 
0,05170 0,05714 0,905 
0,05383 0,05961 0,903 
0,05599 0,06211 0,901 
0,05817 0,06465 0,900 
0,06038 0,06722 0,898 
0,06260 0,06983 0,897 
0,06486 0,07247 0,895 
0,06713 0,07514 0,893 
0,06942 0,07784 0,892 
0,07174 0,08057 0,890 
0,07407 0,08333 0,889 
0,07643 0,08613 0,887 
0,07880 0,08895 0,886 
0,08120 0,09180 0.885 
0,08361 0,09468 0,883 
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nkofky dy a; a; a; 4 
| 
0,55 0,3548 | 0,1564 0,08604 0,09758 0,882 
0,56 0,3590 0,1580 0,08849 0,1005 0,880 
0,57 0,3631 0,1596 0,09095 0,1035 0,879 
0,58 0,3671 0,1611 0,09343 0,1065 0,878 
0,59 0,3711 0,1626 0,09593 0,1095 0.876 
0,60 0,3750 0,1641 0,09844 0,1125 0,875 
0,61 0,3789 0,1655 0,1010 0,1156 0,874 
0,62 0,3827 0,1669 0,1035 0,1186 0,872 
0,63 0,3865 0,1684 0,1061 0,1217 0,871 
0,64 0,3902 | 0,1697 0,1086 0,1249 | 0,870 
0.65 0,3939 | O,1711 0,1112 0,1280 0,869 
0,66 0,3976 0,1724 0,1138 0,1312 0,867 
0,67 0,4012 0,1738 0,1164 0,1344 0,866 
0,68 0,4048 | 0,1751 0,1191 0,1376 0,865 
0,69 0,4083 0,1764 0,1217 0,1409 0,864 
0,70 0,4118 0,1776 0,1243 0,1441 0,863 
0,71 0,4152 0,1789 0,1270 0,1474 0,862 
0,72 0,4186 | 0,1801 0,1297 0,1507 0,860 
0,73 0,4220 0,1813 0,1324 0,1540 | 0,859 
0,74 0,4253 0,1825 0,1350 0,1574 | 0,858 
0,75 0,4286 0,1837 0,1378 0,1607 | 0,857 
0,76 0,4318 |  0,1848 0,1405 0,1641 | 0,856 
0,77 0,4350 | 0,1860 0,1432 0,1675 0,855 
0,78 0,4382 0,1871 0,1459 0,1709 0,854 
0,79 0,4413 | 0,1882 0,1487 0,1743 0,853 
0,80 0,4444 | 0,1893 0,1514 0,1778 0,852 
0,81 0,4475 |  0,1904 0,1542 0,1812 0,851 
0,82 0,4505 | 0,1914 0,1570 0,1847 0,859 
0,83 0,4536 | 0,1925 0,1598 0,1882 | 0,849 
0,84 0,4565 | 0,1935 0,1626 0,1917 | 0,$48 
0,85 0,4595 | 0,1945 0,1654 0,1953 0,847 
0,86 0,4624 | 0,1956 0,1682 0,1988 0,846 
0,87 0,4652 0,1965 0,1710 0,2024 0,845 
0,88 0,4681 0,1975 0,1738 0,2060 0,844 
0,89 0,4709 0,1985 0,1767 0,2096 0,843 
0,90 0,4737 0,1994 0,1795 0,2132 0,842 
0,91 0,4764 0,2004 0,1824 0,2168 0,S41 
0,92 0,4792 0,2013 0,1852 0,2204 0,840 
0,93 0,4819 0,2022 0,1881 0,2241 0,839 
0,94 0,4845 0,2031 0,1910 0,2277 0,838 
0,95 0,4872 0,2040 0,1938 0,2314 0,838 
0,96 0,4898 0,2049 0,1967 0,2351 0,837 
0,97 0,4924 0,2058 0,1996 0,2388 0,836 
0,98 0,4949 0,2066 0,2025 0,2425 0,835 
0,99 0,4975 0,2075 0,2054 0,2463 0,834 
1,00 0,5000 0,2083 0,2083 0,2500 0,833 
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nk/ky | ay d, 4; ad; do 
1,01 0.5025 0,2092 0,2113 0,2538 0,833 
1,02 0.5050 0,2100 0,2142 0,2575 0,832 
1,03 0,5074 0,2108 0,2171 0,2613 0,831 
1,04 0.5098 0,2116 0,2200 0,2651 0,830 
1,05 | | 0,2124 0,2230 0,2689 0,829 
1,06 | i 0,2132 0,2259 0,2727 0,828 
1,07 | | 0,2139 0,2289 0,2765 0,828 
1.08 | 0,2147 | 0,2319 0,2304 0,827 
1.09 | 0,2154 0,2348 0,2842 0,826 
1,10 | 0,2162 | 0,2378 0,2881 0,825 
1.11 | 0,2169 | 0,2408 | 0,2920 0,825 
1,12 | | 0,2176 | 0,2437 | 0,2958 0,824 
1,13 | 0,2184 | 0,2467 | 0,2997 0,823 
1.ì4 | | 0,2191 0,2497 | 0,3036 0,822 
1,15 | 0,252 i 0,3076 0,822 
1,16 | ,255 | 0,3115 0,821 
1,17 | i 02587 | 0,3154 0,320 
1.18 si | 02617 | 0,3194 0,820 
119 | | 0,2648 | 0,3253 0,819 
1,20 | ,5 0,2678 | 0,3273 0,818 
1:21 | D.5 0,2708 | 0,3312 0,817 
1.22 | ,549; | 0,2738 | 0.3352 0,817 
1,23 | 0,5516 | 0,2768 |)  0,2392 0,816 
1,24 | 05536 | 0,2799 | 0,3432 0,815 
1,25 0,5555 | | 0,2929 | 0,3472 0,815 
1.26 | 0,5575 i 0,2860 | 0,3512 0,814 
L 97 | 0,5595 0,2390 | 0,3553 0,814 
1.28 i 0,5614 0,2921 |  0,3593 0,813 
1.29 i 0,5633 0,2951 | 0,3633 0,812 
1,30 | 0,5652 0,2982 0.3674 0.812 
1.31 0,5671 | 0,3012 0,3715 0,811 
1.32 0,5690 0,38043 | 0,3755 0,810 
Î,33 0.5708 0,3074 | 0,3796 0,810 
1,34 0,5726 0,3104 | 0,3837 0.809 
1.35 0.5745 0,3135 | 0,3878 0,809 
1,36 0,5763 0,3166 |  0,3919 0,808 
1,37 0,5781 0,3197 | 0,3960 0,807 
1.38 0,5798 0,3228 | 0,4001 0,807 
1,39 0,5816 0,3258 | 0,4042 0,806 
1,40 0,5833 0,3289 0,4083 0,806 
1,41 0,5851 0,3320 | 0,4125 0,805 
1.42 0,5868 0,3351 0,4166 0,804 
1,43 0,5885 0,3382 0,4208 0,804 
1,44 0,5902 0,3413 0,49249 0,803 
1,45 0,5918 0,3444 0,420 0,803 
1,46 0,5935 0,3475 0,4333 0,802 
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nko/ky a, a; a; a; do 
1,47 0,5951 0,2385 0,3507 0,4374 0,802 
1,48 0,5968 0,2390 0,3538 0,4416 0,801 
1,49 0,5984 0,2395 0,3569 0,4458 0,801 
1,50 | 0,6000 0,2400 0,3600 0,4500 0,800 
1,51 0,6016 0,2405 0,3631 0,4542 0,799 
1,52 0,6032 0,2410 0,3662 0,4584 0,799 
1,53 0,6047 0,2414 0,3694 0,4626 0,798 
1,54 0,6063 0,2419 0,3725 0,4669 0,798 
1,55 0,6078 0,2423 0,3756 | 0,4711 0,797 
1,56 0,6094 0,2428 | 0,3788 0,4753 0,797 
1,57 | 0,6109 0,2432 | 0,3819 0,4796 0,796 
1,58 0,6124 0,2437 0,3850 0,4838 0,796 
1,59 0,6139 0,2441 0,3882 0,4881 0,795 
1,60 0,6154 0,2446 | 0,3913 0,4923 0,795 
1,61 0,6169 0,2450 | 0,3945 0,4966 0,794 
1,62 0,6183 0,2454 0,3976 0,5008 0,794 
1,63 0,6198 0,2459 0,4008 0,5051 0,793 
1,64 0,6212 0,2463 0,4039 0,5094 0,793 
1,65 0,6226 0,2467 0,4071 0,5137 0,792 
1,66 0,6241 0,2471 0,4102 0,5180 0,792 
1,67 0,6255 0,2475 0,4134 0,5223 0,792 
1,68 0,6269 | 0,2479 0,4165 0,5266 0,791 
1,69 | 0,6283 0,4197 0,5309 0,791 
1,70 | 0,6296 0,4229 0,5352 0,790 
1,71. | 0,6310 i 0,4260 0,5395 0,790 
1,72 0,6324 0,4292 0,5438 0,789 
1,73 0,6337 0,4324 0,5482 0,789 
1,74 0,6350 0,4355 0,5525 0,788 
1,75 0,6364 0,4387 0,5568 0,788 
1,76 0,6377 0,4419 0,5612 0,787 
1,77 0,6390 0,4451 0,5655 0,787 
1,78. | 0,6403 0,4482 0,5699 0,787 
1,79 0,6416 0,4514 0,5742 0,786 
1,80 0,6429 0,252 0,4546 0,5786 0,786 
1,81 0,6441 0,25% 0,4578 0,5829 0,785 
1,82 0,6454 | 0,2533 0,4610 0,5873 0,785 
1,83 0,6466 0,2536 0,4641 0,5917 0,784 
1,84 0,6479 0,2540 0,4673 0,5961 0,784 
1,85 0,6491 0,2543 0,4705 0,6004 0,784 
1,86 0,6503 0,2547 0,4737 0,6048 0,783 
1,87 0,6516 0,2550 0,4769 0,6092 0,783 
1,88 0,6528 0,2554 0,4801 0,6136 0,782 
1,89 0,6540 0,2557 0,4833 0,6180 0,782 
1.90 0,6552 0,2560 0,4865 0,6224 0,782 
1.95 0,6610 0,2577 0,5025 0,6445 0,780 
2,00 0,6667 0,2593 0,5185 0,6667 | 0,778 
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Esercizio 1008. — La sezione di una trave ha b = 30 cm, H = 60 cm ed è 
soggetta a M = 6600 kgm. Calcolare A, in modo che risulti o, < 1200 kg/cmq. 
assumendo n = 8. 

Soluzione. Supposto h = 56 em, dalla (826) si ricava 


aj" = 8 -660000/1200 - 30 - 56° = 0,0468. 
Per interpolazione si trova p = 0,376, a, = 0,0513. Quindi si ha 
0; = po;/n = 0,376 - 1200/8 = 56,4 kg/cmq. 
Se questo valore si ritiene accettabile, dalla (827) si ottiene 
A; = 0,0513 - 30 - 56/8 = 10,77 cmq. 
Esercizio 1009. — Idem, nel caso in cui o, non debba superare 50 kg/emq. 
Soluzione. Dalla (825) si ricava 
aj = 660000/50 - 30 - 562? = 0,140. 
Per interpolazione si trova p = 0,455, a, = 0,0711. Quindi dalla (827) si ottiene 
A; = 0,0711 - 30 - 56/8 = 14,93 ema. 
La tensione nel ferro risulta G; = 8 - 50/0,455 = 879 kg/cmq. 
Esercizio 1010. — Calcolare c, e 0, nella trave dell’esercizio 998, assumendo 
î pr Dalla (827) si ricava 
a; = 15 - 5,09/25 - 47 = 0,0650, 
cui corrispondono p = 0,43, a; = 0,135. Quindi dalla (825) si deduce 
GC; = 260000/0,135 - 25 - 47? = 34,9 kg/cemq . 
Infine, si ha 0; = no,/p = 15 - 34,9/0,43 = 1217 kg/cmq. 
Esercizio 1011. — Calcolare il momento ammissibile per la sezione dell’eser- 


cizio 1000 nel caso di n = 8. 
Soluzione. Dalla (827) si ricava 


a; = 8-9,42/30 - 67 = 0,0375. 


Per interpolazione si trova ax = 0,110, a; = 0,0345. Quindi dalla (825) e 
dalla (826) si ottiene 

M = 0,110 - 40 - 30 - 67? = 592500 kgcm 

M = 0,0345 - 1200 - 30 - 672/8 = 696900 » è 
Perciò il momento ammissibile è M = 5925 k 


gm. 
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528. Sezione rettangolare con armatura semplice. Calcoli approssimati (8). 


a) Noto il momento flettente M in una sezione della trave, occorre 
spesso determinare rapidamente la sezione necessaria di ferro essendo 
data l’altezza utile A (8). 

Per i valori più usati di %, (intorno a 1200 kg/cmq), il braccio fl, = 
= h — y/3 della coppia interna è mediamente 0,9%. Dividendo M per 
h, si ottiene lo sforzo totale nel ferro, che diviso poi per %, dà A,. Si ot- 
tiene così 

M M 
(829) A; = holy = e 09% - E, 3 E, . 
Se k, ha valori elevati (ad es. %, = 1600 kg/emq), conviene assumere 
invece ho = — 0,924. 

Il calcolo rapido di A; mediante la (829) è utile non solo per cono- 
scere con buona approssimazione il ferro necessario (ad es. nei calcoli 
di massima), ma anche per assumere un valore attendibile di A, prima 
di eseguire il calcolo di verifica mediante le (811)... (316). o (817). 

h) Anche la tensione c, si può calcolare in modo approssimato senza dover 
prima calcolare y. La (812) si può serivere 


2M 2 M M 
97 p-ch och eso dè Capa» 
oppure nu 
20M 2 VU _ o) /M 
Ta ato DE ‘en/ Mb 00 hh b* 


Per i valori più usati di %, (intorno a 1200 kg/emq), si ha 


M 19 
(830). (831) o= 9 | 


De? Oe= “7 


h 


Se k, ha valori maggiori, si ha invece c, = — 10, co = — 21. 
La (831) è più attendibile della (830), perchè c, è meno variabile di c,. 


Esercizio 1012. — Una trave di sezione rettangolare è larga 25 cm e alta 
50 cm. Determinare approssimativamente il ferro necessario, essendo M = 2200 
kg, e calcolare la c, nel calcestruzzo. 


(8) Numerose formule approssimate si trovano nella memoria di 0. DOMKE: Nàherungsfor- 
aneln iir Eisenbetonbauten, « Beton und Eisen », 1908, nn. 11 e 12. 

($*) Se si ricavasse 4, dal'a (813), sarebbe necessario calcolare prima il valore di y, per co- 
noscere il braccio & — y/3 deila coppia interna: ciò che richiede inoltre la preventiva conoscenza 
di 4;. Se si procedesse come si è detto nel n. 526 c) (es. 1004), bisognerebbe avere:sotto mano le 
tabelle dei coefficienti c, e cy. Invece nel modo quiindicato non occorrono nè calcoli preliminari 
nè tabelle, 
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: Soluzione. Si ha A= — 46 cm; per cui, assumendo £%, = 1200 kg/emq, la 
(829) dà 
20000 
A, 22000 


— 0,9 - 46 - 1200 


= 4,43 cmq. (4 ferri di 12 mm; A;= 4,52 cmq) 


Le (830), (831) danno rispettivamente 


220000. 14 FASO 
00= 935-290 = 874 kglema,  e=33| 55 = 


925 - 462 38,7 ko/emq. 


Se invece si determina y e si usa la (812), si trova o, = 37,8 kg/cma. 


Esercizio 1013. - Idem, nel caso della trave dell’esercizio 1004. 
Soluzione. La (829) e le (830), (831) danno 


900000 
= = D) 
A; 0,9 - 84 - 1200 9,92 cmq 
900000 19}/900000 
= = 32,8 ko/ Sala = l 
Go 935.84 32,8 kg/emq, 0=3sil) 35 36,3 kg/cmq 


529. Sezione rettangolare con armatura doppia. Calcolo di verifica. 


Spesso si dispongono dei ferri anche nella zona compressa. Questi 
però sono poco sfruttati, perchè in essi la o, risulta di soli 350 — 450 
kg/cmq, essendo uguale a 10 volte la o, nel calcestruzzo circostante, che 
è circa 35 — 45 kg/cmq (minore dei 40 + 50 kg/emq che si hanno alla 
distanza massima y). Tuttavia la loro presenza, pur non essendo stretta- 
mente necessaria, può essere consigliata dalla necessità di diminuire la 
c. nel calcestruzzo, quando risulti troppo elevata per avere la trave un’al- 
tezza ridotta (ossia minore del valore dato dalla (819), n. 526 c). La doppia 
armatura diventa necessaria quando si prevede che, cambiando le condizioni 
di carico, il momento flettente possa essere ora positivo, ora negativo. 

I ferri compressi, che di solito sono poco distanti dal lembo compresso 
della trave, devono essere collegati con staffe frequenti ai ferri tesi (come 
si fa per i pilastri, n. 519 a), per impedire che s’inflettano in fuori per 
carico di punta. 

Quando una trave è indubbiamente appoggiata agli estremi, è tesa la zona 
inferiore in tutta la lunghezza della trave; quindi l’armatura può essere quella 
della fig. 1161 a) (ferri inferiori diritti). Quando fosse indubbiamente incastrata, 
si avrebbe trazione in basso nella parte centrale della trave e in alto in prossimità 
degli incastri; quindi potrebbe bastare l’armatura della fig. 1161 b) (ferri in basso 
nel centro e ripiegati in alto ai lati). In pratica è prudente prevedere la possibilità 
che gli incastri cedano, nel qual caso si avrebbe trazione in basso anche ai lati; 
perciò la parte centrale si arma in basso, mentre le parti laterali si armano in alto 
e in basso (doppia armatura). Ciò che si ottiene sia disponendo i ferri in un solo 
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strato e ripiegandone in alto alcuni, ai quali si aggiunzono eventualmente degli 
spezzoni se non sono sufficienti (fig. 1161 c); sia disponendo i ferri in due strati, 
uno dei quali si ripiega in alto, aggiungendo eventualmente un secondo strato di 
spezzoni (fig. 1161 d). 

Nel calcolo di verifica sono date la larghezza bd e l’altezza utile 4 della 
sezione (fig. 1162 a), la sezione 
A; dei ferri tesi, la sezione A, 
dei ferri compressi, la distanza 
h' del baricentro di questi dal 
lembo compresso, ed è noto il 
momento flettente M. Si cer- 
cano la massima o, nel calce- 


Fig. 1161. Fig. 1162. 


stenzzo compresso e la o, nei ferri tesi (la 0; nei ferri compressi non inte- 
ressa. perchè, come si è detto, è molto modesta). 

a) L’asse neutro è baricentrico rispetto alla sezione reagente trasfor- 
mata in calcestruzzo; per cui il momento statico di questa dev'essere 
nullo: 

(a) by: y/2+ nA.(y—h)nA,(h-y)= 0; 
da cui (85) 


{352) y="- 


444/14 fp EE), 
NA; + A)? / 

b) Per ottenere y, è evidente che si può anche considerare l’intera 
zione di ferro A# = A, + A’ eoncentrata nel suo baricentro G, distante 
hè da’ lembo compresso, e usare la ($11\ che vale nel caso dell’arma- 
tura semplice (9°). Ciò risulta anche dal fatto che il numeratore A,h + A;h° 
che figura nella (332) è il momento statico di A, e A; rispetto al lembo 


(8) Anche in questo caso l’equazione ordinata secondo le potenze decrescenti di y presenta 
una permanenza di segni e una variazione. Per cui si ha una sola radice positiva. 

(55) O. BELLUZZI: Sulla determinazione dell’asse neutro nelle sezioni delle travi con armatura 
multipla, «Ingegneri e costruttori», Bologna, 1947, n. 11. Quando poi si calcolano le tensioni 0g 
e «, non è più lecito concentrare i ferri in G,. 
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compresso, e che questo diviso per A,-| 4; è uguale ad 4%. Percio si 


ha anche 
/ 2bh* 


(832) pafila tt] 1+ 34% . 


Questo artificio è particolarmente utile nel caso di sezioni armate 
con numerosi ferri posti a diverse altezze, sopra tutto quando G, è im- 
mediato (es. 1020). Tanto più che, non sapendo a priori fra quali ferri 
passa l’asse neutro, se si scrivesse un’equazione del tipo della (a) non si 
saprebbe quali ferri hanno momento statico positivo e quali negativo. 

c) Ottenuto y, le tensioni o, e 0, si possono calcolare con ragiona- 
mento analogo a quello del n. 525 d). Al momento flettente M fanno 
equilibrio (fig. 1162 b) lo sforzo di trazione Si= 0;A; nel ferro teso e 
gli sforzi di compressione $, = (0./2)by nel calcestruzzo ed S,=0;A; 
nel ferro compresso. Questi sforzi devono dunque equivalere a una cop- 
pia; per cui dev'essere S; = Si + Ss Quindi $, si può pensare scompo- 
sto in due parti uguali a S,, e a Sga.. Pertanto, a M fanno equilibrio due 
coppie, la prima avente le forze uguali a (0./2)by e il braccio h — y/3. 
la seconda avente le forze uguali a 0,4; e il braccio & — h'. Si ha così 


(9:/2)by < (h— y/3) + GA; (h— k)=M, 


L’incognita 0; si elimina, sostituendola (798) con no(Yy — N):y. Rica- 
vando poi c., si ottiene 


M 
(833) = 3 Lu e 8 
CE h-3) - nA; °° (A — N) 


Dal valore di 0, si deduce quello di o; mediante la (798): 


h_ 
(834) sum t, 
Yy 
Il valore di o, non interessa, perchè è piccolo; tuttavia. come si è 
detto, esso è 0) = no(y — N): y. 
d) Se invece si applica la (121) (come nel n. 525 c), sì ottiene 


Mi Mh—- 
(835), (836) o=g, = A 
dove 
(837) J,= by/3+ nAy—WP + n4,(fh—y?. 


Esercizio 1014. - Una trave di sezione rettangolare larga bd = 28 cm e alta 
65 cm è armata con due ferri di 24 mm nella zona tesa e due ferri di 18 mm 
nella zona compressa. Calcolare le tensioni provocate da M = 6000 kem. 

Soluzione. Le sezioni dei ferri sono A, = 9,05 cmq, 4; = 5,09 cmq. Si può 
ritenere che sia & = 61 cm, h' =4 cm. 
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Qpr 


La (832) dà 


9,05 + 5,09 
28 


9.05 - 6] + 5,09 - = 


g= 0 —10(9,05 + 5,09)? 


/ 
(1+]1+2: og E 15,8 cm. 


a) Se si usa la (833), si ottiene 


600000 


28 - 15 5 _ 
SI na) 10 - 5,09} et 61-9) 


0,= = 41,4 kg/cmg. 


Poi la (834) dà o, = 414 - 45.2/15,8 = 1184 kg/emq, mentre 0; = 310 kg/emq. 
d) Se invece si usano le pà 35), (836), si ha anzi tutto (837) 


J,, = 28 - 15,88/3 + 10 - 5,09 - 11,824 10 - 9,05 - 45,22 = 228800 cm', 
. 
e quindi 


600000 - 15,8 Ne 600000 - 45,2 pes 
Ge — 99g800 41,4 kg/cmq, o; = 10 — 228800 — > 1184 kg/emq . 


550. Sezione rettangolare con armatura doppia. Calcolo di progetto. 


Rispetto agli altri metodi che sono stati proposti per il calcolo diretto 
della sezione e che richiedono tabelle o diagrammi appositi, il metodo 
seguente ha il pregio di ricondurre il problema a quello della sezione 
con armatura semplice e di utilizzare perciò le stesse tabelle del n. 526 a). 

a) Come si è visto nel n. 529 c), lo sforzo di trazione S; = g;A,; nel ferro 
teso è uguale alla somma $,, + Sx degli sforzi di compressione $,, = 
(c./2)by nel calcestruzzo ed S,, = 0; A} nel ferro compresso: e al mo- 
mento flettente M fanno equilibrio le due coppie interne di momenti 
MU, ed M,, costituite la prima da S,. e da una parte di $S,, la seconda 
da S, e dalla parte rimanente di $S,. Perciò la sezione A, si può pensare 
scomposta in due parti A4,, e A,,, tali che si abbia c;A4,; = S,@ Ag; = So 

L'asse neutro è baricentrico rispetto a tutta la sezione reagente, co- 
stituita dal calcestruzzo compresso e dalle sezioni n.4, ed n.4}. Se y è la 
sua distanza dal lembo compresso, essendo 0; e 0; proporzionali alle di- 
stanze, si ha 

cio =(h_-y:(y—h). 


Perciò dalla relazione 0,4; = Sx = 0,4; si ottiene la seguente 


(a) Ax(h—-y)= 44M). 


x 


Questa ci dice che lo stesso asse neutro è anche baricentrico rispetto 
alle sezioni A,, e A;, oppure n A», ed nA4;. Per conseguenza esso è bari- 
centrico anche rispetto alla sezione ad armatura semplice costituita dal 
calcestruzzo compresso e dalla sezione nA4,,. 


O. BELLUZZI — Scienza delle costruzioni — II 40 
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Si è così scomposta l’intera sezione reagente in due parti, la prima 
(ad armatura semplice) costituita dal calcestruzzo compresso e da A,,, 
la seconda da 4, e da A,,, le quali hanno lo stesso asse neutro dell’in- 
tera; e perciò hanno anche le stesse tensioni che si hanno in questa (9). 
La prima sezione sopporta il momento M, e la seconda il momento M.. 

b) Il procedimento pratico è diverso secondo che è assegnata o no 
l'altezza utile A (la larghezza d si fissa di solito ad arbitrio). 

Nel primo caso (es. 1015) si determinano da prima il momento M,, la 
sezione A; e la distanza y (usando le formule e i coefficienti e della 
sezione ad armatura semplice e fissati &,, 4, ed n); per cui dalle (819), 
(820), (818) si ottiene 

bh? ue 
(338) M,= CE Ag=0VMd, qu=Gh. 
Poi si calcola M, = MU — M,, e quindi, tenendo presente la (a), si ha 
anche x ; 
M, ì—-1 
(839) Ar= parlo ASA Asta 

Nel secondo caso si fissa a piacere la parte M, di M, e quindi si cal- 
colano h, A; e y. Poi si calcolano A.; e A; come nel primo caso (es. 1016). 

Nell’assumere i valori di MY, e di 1, si può anche far in modo che la 
sezione sia in grado di sopportare un eventuale momento flettente ne- 
gativo M' che potesse presentarsi per una diversa condizione di carico 
(es. 1017). 

c) Esistono anche tabelle che consentono il calcolo diretto della sezione per 
valori assegnati di %, e %,, mediante formule uguali alle (818)... (820), ma con 
coefficienti e’ diversi dai e. Tali tabelle sono però meno semplici di quelle riportate 
nel n. 526 a), causa il maggior numero delle caratteristiche variabili della sezione. 
Di solito i coefficienti e’ sono dati in funzione dei valori dei rapporti a = 4}/A4, 
e p = l/h. che si fissano a piacere (58). 

Si possono anche usare le tabelle del caso dell'armatura semplice. Il cocf- 
ficiente c, è uguale a c,, perchè si ottiene come nel n. 5268 a). Inoltre, posto 
V1— ae, —f):(1—c,) =y, si ha con approssimazione sufficiente c; = y0,, 
cs = €:/Y (8°). Ciò che consente di dedurre i e’ dai c del n. 526 «) (es. 1018). 


Esercizio 1015. — Una trave di sezione rettanzolare è larga 35 em e alta 
100 em. Determinare le armature A, e 4; in modo che la sezione possa soppor- 


(9°) Se le due sezioni parziali avessero gli assi neutri diversi da quello dell’intera sezione rea- 
gente, alla stessa tensione c, che si ha nel ferro teso non corrisponderebbero le stesse c, e A che 
si hanno nell’intera sezione. 

(8) Si veda, ad es., il volume di A. ARCANGELI: Le costruzioni in cemento armato, Milano, 
Hoepli, 1943, pagg. 93-96 e 419. 

(*) Quando la sezione debba sopportare sia un momento positivo M. sia uno negativo M°, 
conviene assumere @ = 4; A; =|21-|: MM. Altrimenti il rapporto a si fissa con criteri pratici. 
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tare un momento flettente M = 20000 kgm, assumendo %, = 45 kg/cmq, k, = 
= 1200 kg/ema, n= 10. 
Soluzione. Si ha A = — 95 cem. Usando la tabella del n. 526 a), le (838) danno 


35 - 95° Sn 
M,= ‘0,423* 7 1765000 kgcm, 
A,;; = 0,00217/1765000 - 35 = 17,06 emq, = 0,273 - 95 = 25,9 em. 


Il momento residuo è M, = 2000000 — 1765000 = 235000 kgem. Quindi si 
ha anche (839) (supposto h’ = 5 cm) 


235000 69,1 
— ÉS900I, _— ‘9 ’ 
1200 - 90 = 2:18 ema» 4; = 2,18 909 


A, = 17,05 + 2,18 = 19,24 cmq. 


Ao; = 7,23 emq, 


Esercizio 1016. — Calcolare l'altezza e l'armatura doppia di una trave avente 

= 26 em e soggetta al momento M = 10000 kgm (%, = 50 kg/emq, k, = 1200 
kg/cmq). 

Soluzione. Assumiamo ad es. 3, = 8500 kgm. Le (819), (820), (818) danno 


h= 0,388 ] PP = 70,2 cm, A,,= 0,00238 /850000 - 26 = 11,19 cmq, 
y = 0,294 - 70,2 = 20,6 cm. 


Si ha poi M, = 1500 kem; per cui, assunto h' = 4 em, le (839) danno 


150000 49,6 
BOT Li r = 89° — 
1200 - 66,3 = 1:59 ema» ape DES a 


A, = 11,19+ 1,89 = 13,08 cmq. 


As; 5,65 cmq, 


Esereizio 1017. — Idem, in modo che possa sopportare sia un momento flet- 
tente positivo M = 10000 kgm, sia uno negativo M' = — 7800 kgm. 

Soluzione. Quando agisce il momento M positivo, il ferro compresso A;, per 
effetto di M,, ha una g; di compressione dieci volte maggiore della 0, nel suo 
intorno; cioè circa uguale a 400 kg/emq. Quando invece agisce il momento M’ 
negativo, lo stesso ferro lavora a trazione con G, = 1200 kg/emq (cioè circa tri- 
pla di 0;). E poichè il braccio A, è circa lo stesso nei due casi, si conclude che il 
momento M' negativo che A} può sopportare è circa triplo di M,. Per conse- 
guenza basterà eseguire il calcolo dell’esercizio 1016 assumendo M, = — M'/3 = 
= 2600 kgm. È opportuno eseguire poi il calcolo di verifica. 

Assumendo dunque i valori M, = 7400 kgm ed M, = 2600 kgm, si ot- 

tiene A = 65,5 cm, A, = 10,44 cmq, y = 19,3 cm, A,, = 3,52 cmq, 4; = 10,63 
cmq, A; = 13,96 cmq. 


Esercizio 1018. — Progettare la sezione di una trave a doppia armatura, 
larga b = 25 cm, capace di sopportare M = 8000 kgm, essendo £, = 40 kg/cwg, 
k, = 1200 kg/cmq, n= 10. Si assumono a = 0,5, f = 1/15. 
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- Soluzione. Per k,= 40 kg/emq e &, = 1200 kg/emq si ha (n. 526 a) c, = 0,250, 
<a = 0,467, c, = 0,00195. Quindi risulta (n. 530 c) 


= V1— 0,5(0.250 — 0,067): (1— 0,250) = 0,937; 
cy = 0,937 - 0,467 = 0,438, c; = 0,00195/0,937 = 0,00208. 


Si ottiene così 


/800000 _ 


h= 0,438 | 25 = 78,3 cm, A, = 0,00208 800000 - 25 = 9,30 cmq. 


‘Quindi si ha anche 4; = 0,5 - 9,30 = 4,65 cmq. 


531. Sezione a T. 


a) Nelle costruzioni di cemento armato sono frequentissime le travi 
aventi la sezione resistente a forma di T (fig. 1163 a), essendo costituite 
da un tratto di soletta (ala del T) e da una nervatura (anima del T) 
(nn. 541 b, 543 5). Se il momento flettente M è positivo, è compressa 
la parte superiore, che ha una grande larghezza d; per cui la sezione 
della soletta contribuisce a resistere alle o, di compressione. Se invece 
M è negativo, è compressa la parte inferiore, di piccola larghezza b, 
(fig. 1163 b); per cui la soletta, essendo tesa, non contribuisce alla 
resistenza. Consideriamo dunque il caso di 
M positivo, perchè se M è negativo la 
sezione si comporta come quella rettango- 
lare di larghezza bd,. 

Se l’asse neutro taglia la soletta (figura 
1163 c), il comportamento è lo stesso che si 
avrebbe se la sezione fosse rettangolare di 
larghezza db e di altezza A. Perciò conside- 
riamo qui solo il caso in cui l’asse neutro 
taglia la nervatura (fig. 1163 a). Si verifica il 
primo caso o il secondo dipendentemente dal 
valore che ha s rispetto ad % e dal valore di 
u= A;/bh. Il modo più semplice per deci- 
dere è quello di usare la prima delle (817) 
e la tabella relativa. 

b) L’equazione (di secondo grado) determinatrice dell’asse neutro si 
‘ottiene annullando il momento statico della sezione reagente, e risulta 


(840) Ere i y)=0. 


Fig. 1163. 
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Calcolato il valore di y, si ha poi 


M MI — 
d= 1.» ant, 
seri Base io (b— b;)(y— 8 
Y — by—8f , 
fa= x ‘3 + nA.(h— y). 


Se l'armatura è doppia, si ha anche nA;(y—#4') nella (840) ed 
nA(y RP in Je 

c) La zona di nervatura compresa fra la soletta e l’asse neutro con- 
tribuisce pochissimo a resistere al momento flettente M, perchè è pic- 
cola, perchè in essa le o sono piccole, e perchè i loro bracci sono pic- 
coli (7°). Perciò non si commette un errore sensibile se si trascura tale zona 
(es. 1019 bd), ciò che rende di primo grado l’equaziore determinatrice di y: 


bs?/2 + nA;h 
bs+nA, ° 
Quindi si calcolano c, e o; mediante le (841), dove conseguentemente 


(842,) JT, = bly — (Yy — s}]:3+nAAh—y)?. 


(842) bsly—5)-n4@f—-y)=0, dacui y= 


d) Infine, se l’asse neutro è poco distante dalla soletta, si può invece 
considerare la sezione come se fosse rettangolare (pensando aggiunte le 
due strisce mancanti), e usare il calcolo di verifica o di progetto dei 
nn. 525, 526, 527 (0 529, 530 se l'armatura è doppia) (es. 1019 c). 

e) La determinazione dell’asse neutro si può anche eseguire in modo grafico, 
come nel n. 532. 

Î) Quando l’asse neutro taglia la nervatura, il braccio &, della coppia interna 
non differisce molto da % — s/2. Perciò se si calcola A, mediante la (829), si può 
usare questo valore di %y. 

g) Conviene calcolare y per la sezione rettangolare alta %, e assumere 8 = y. 

h) Come si è già accennato, quando il momento flettente è negativo (ciò che 
accade alle estremità se la trave è incastrata), risulta compressa la parte inferiore 
e tesa quella superiore, per cui la soletta si considera inerte. Il calcolo non diffe. 
risce da quello della sezione rettangolare (si veda anche il n. 543 d). 

i) Anche altri tipi di sezioni si possono studiare come le sezioni a T (es. 1020). 


Esercizio 1019. — Sezione a T avente le dimensioni % = 85 cm, d = 150 em, 
b, = 28 cm, s = 14 cm, armata con 6 ferri di 30 mm. Calcolare le tensioni pro- 
vocate da M = 50000 kgm. 

Soluzione. Si ha A, = 42,41 cmq, e quindi u = 42,41/150 - 85 = 00033, cui 
corrisponde (n. 525 d) c,= 0,226. Se la sezione fosse rettangolare si avrebbe dun. 


(7°) In altri termini, essendo tale zona piccola e vicina all’asse neutro, essa dà un contributo 
trascurabile al momento statico della sezione (e perciò influisce poco sulla posizione dell’asse 
neutro), e un contributo ancora più trascurabile al momento d'inerzia J;,- 
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que (817) y = 0,226 - 85 = 19,2 cm > 14 cm; per cui l’asse neutro taglia la 
nervatura. 
a) La soluzione esatta è (840), (841) 


754° — 61(y — 14)? — 10 - 42,41(85 —y)=0, da cui y= 19,91 cm; 


50 - 19,913 
Ia, A 3 LR s 5:91 . 10 - 42,41 - 65,09? = 2183017 cm$; 
5000000 - 19,91 ,-, 1. 15000000 + 85,09 0} Lu 
0 = 9183017 45,6 kg/emg, o,=10 2183017 — 1491 kg/emq. 
b) Usando inveee le (842), (842,), si ottiene 
150 - 142/2 + 10 - 42,41 - 85 
nen raf i 
v= 150-143 10 42,4] “hai 
5 9 di 3 
dg ELI 811°). 10 + 42,41 + 64,89° = 2180994 cm; 
5000000 - 20,11 Las — 35000000 - 64,89 _ ed 
CS 7 sragdàd — > 46,1 kg/emq, 0o;=1 DIS099I = 1488 kg/emq. 


c) Infine, se si considera la sezione come rettangolare (ossia se si suppone 
lo spessore della soletta prolungato fino all’asse neutro), si trova (811), (810), 
(814), (815) 


y= 9:8 em, dd, = 2190075 emi, o,= 44,02 kg/emq, 0o;= 1500 kg/emq. 


Esercizio 1020. — Un tubo di cemento armato ha la 
sezione quadrata (fig. 1164) di m 1,20 di lato esteri e 
di 15 em di spessore, ed è armato con 28 ferri di 10 mm. 
Calcolare le tensioni provocate da M = 15000 kgm. 

Soluzione. a) La sezione totale dei ferri è A#= 22,0 emq 
e il suo baricentro G, dista h* = 60 cm dal lembo com- 
presso. La sezione si studia come se fosse a T. Supposio 
che l’asse neutro sia contenuto nello spessore della parete 
orizzontale superiore (altrimenti si applica Ila (840) o 


Fig. Li04. la (£42)), per quanto si è detto nel n. 329 b) si ha 
10 - 22,0 x /. , 2-120-60 
v= pi (- 1 I 1+ Fa 220 220 ) = 13,1 em. 


Il momento d’inerzia della sezione reagente rispetto all'asse neutro vale 
J,, = 120 - 13,15/3 + 10 - 0,785(8 - 5,62 + 2 - 9,4° + 2 - 24,49 L 
+2 -39,4° + 2 - 54,42 + 2- 69,4° + 2 - 84,4°+ 8- 99,42) = 981400 cm'. 
Quindi le tensioni massime risultano (814), (815) 


1500000 - 13,1 hu 1500000 - 99,4 
agndbà — — PISEAa 0, = 10 — 981400 


0, = = 1519 kg/cmq + 
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b) Se la sezione fosse armata con 28 ferri di 16 mm (A, =- 56,3 ema). l’asse 
neutro taglierebbe le pareti verticali. Usando ad es. la (842) si troverebbe 
120 - 152/2 + 10 - 56,3 - 60 


ee = ; 
y 120 - 15+ 10 - 56,3 00 sn 


532. Sezione simmetrica di forma qualsiasi. Calcolo grafico. 


Quando la sezione non è rettangolare o a T, il calcolo analitico di y 
e di J., è laborioso e in molti casi impossibile. Si usa allora il seguente 
procedimento grafico. 

a) Asse neutro. Si divide la sezione in strisce (fig. 1165) mediante 
rette normali all'asse s di sollecitazione (che supponiamo sia asse di 
simmetria della sezione), fino al disotto della posizione probabile del- 
l’asse neutro. Nei baricentri del ferro e delle strisce si applicano delle 
forze proporzionali all'area ©, = n A, del ferro amplificato e alle aree >, 
Os, 0 ... delle strisce, che perciò si rappresentano nel poligono delle 
forze mediante segmenti <; = @;/a = nA;/a, %, = ©yfa, 23= @a/a ..., 
essendo a una base di riduzione (lunghezza) arbitraria. Quindi, assunto 
un polo 0, si collegano le forze 
con un poligono funicolare nell’or- 
dine 1, 2, 3.... Il poligono incon- 
tra il primo lato in un punto », 
per il quale passa l’asse neutro. 
Infatti, il primo lato e l’ultimo 
lato utile (?) del poligono inter- 
cettano sulla retta nn un segmento 
nullo; per cui (n. 72 db) il momento 
statico delle forze o delle aree com- 
prese fra tali lati (cicè delle sole 
aree reagenti) rispetto alla retta 
nn è nullo. e quindi questa retta 
è baricentrica rispetto alla sezione 
reagente. 

b) Determinato così l’asse neutro, si calcola il momento d’inerzia Ta 
mediante la sommatoria Lor? estesa all'area @1= nA; e alle aree W,, %3 ... 
delle strisce reagenti, essendo # le distanze dei loro baricentri dall’asse 
neutro (l’approssimazione è buona, poichè le distanze zx (68) sono po- 
chissimo diverse dalle x; ). 

Oppure si misura l’area £ racchiusa entro il poligono funicolare, e 


Fig. 1165. 


("*) Se si sono tracciate più strisce del necessario (la eg), quelle situate al disotto dell'asse 
nentro (non reagenti) restano automaticamente escluse, perchè l’ultimo lato utile del poligono 
lunicolare è quello che passa per il punto n (gli eventuali lati successivi rimangono inutilizzati). 
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s ha (n 83 b) J., = 2450, essendo a la base di riduzione delle aree @ 
e bd la distanza del polo O dal poligono delle forze. 
Quindi si calcolano co, e 0; mediante le (814), (815). 


Esercizio 1021. - Un tubo di cemento armato ha il diametro esterno di m 1,00 
e quello interno di m 0,80, ed è armato con 10 ferri longitudinali di 18 mm, equi- 
distanti (fig. 1166). Calcolare le tensioni Gc, e 0; provocate da M = 11000 kgm. 
Soluzione. Si ha (in cmq) @;=@©& = 10-2,54 = 25,4, © = =, = 
= 0; = 10 - 5,09 = 50,9, ©. = 147, @: = 252, © = 192, ©,0 = 148, ©y = 128. 
Assunta la base di riduzione a = 10 cm, i segmenti 2 risultano (in cm) 2, = 


=== 5,1(72), 2, = 14,7,2 = 26,2, 0 = 19,2. 2,0 = 14.8 
2:13 = 12,8, e si tracciano siduocadoli nella scala 1:20 delle lunghezze, ossia del 
disegno. Assunto un polo 0, si collegano le forze con un poligono funicolare nel- 
l'ordine 1, 2... 6, 7. S$.... La distanza dell’asse neutro dal punto più compresso 
risulta y = 20,6 cm. 

Il momento d'inerzia .7,. calcolato mediante la Y'wr? risulta J, = 578140 em!. 
Se invece si utilizza l’area Taeghiuss dal poligono funicolare, nel disegno in scala 
1: 20 tale area è 1,20 cmq, per cui, se avessimo disegnato al vero, Q = 1,20 - 202= 
= 480 emq. Avendo assunto la distanza polare d = 60 em, si ottiene J,, = 2060 = 

‘10 - 60 - 480 = 576000 em! (disegnando in una scala maggiore sì otter- 
rebbe tina vi migliore). 

Risulta così (314), (815) 


MN w 


1100000 - 20,6 PEA 11100000 - 74,4 
0o= — presso = 392 Keloma, — 0:=10 cis1s0 


= 1420 kg/cmq . 


(73) Se si utilizzasse l’artificio indicato ne! n. 5295) e si concentrasse tutta i’area 4% nel 
centro, il poligono funicolare risulterebbe semplice come quello delia fig. 1165. Però non si 
potrebbe dedurre J,, dal poligono funicolare così fatto. 
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533. Flessione deviata. 


a) Quando la sezione della trave non è simmetrica rispetto all'asse s 
di sollecitazione, e questo non coincide con un asse principale d'inerzia 
della sezione, la flessione è deviata e lo studio è meno semplice. 
Consideriamo ad es. il caso di una trave di sezione rettangolare (ner- 
vatura) solidale con una soletta disposta da una sola parte (fig. 1167). 
Travi così fatte s'incontrano spesso come travi di bordo dei solai nervati 
(aventi il bordo stesso non appoggiato sopra un muro), perchè la soletta 
esiste da una sola parte della nervatura di bordo. In questo caso però la 
flessione è pressochè retta (7), essendo la trave 
solidale con l’intero solaio, che ostacola la fles- 
sione deviata (costringendo la irave a inflettersi 
in un piano pressechè verticale). Per cui la fc » 
sione è realmente deviata soltanto se una trave 
così fatta (fig. 1167) si presenta isolata; caso assai 
meno frequente, ma che talvolta può presentarsi. 
b) Determiniamo da prima l’asse neutro n. 
Supponiamo per ora che la nervatura sia ar- 
mata in basso con un solo ferro A, (fig. 1167 a). 
Il momento flettente esterno, dovuto ai pesi 
agenti sulla trave, agisce in un piano verticale, 
per cui anche il momento interno dev'essere in 
un piano verticale; e poichè lo sforzo di tra- 
zione è limitato al ferro A,, anche la risultante 
degli sforzi di compressione nel calcestruzzo deve 3) 
incontrare la sezione in un punto € della ver- 
ticale passante per il ferro. La zona compressa 
sia il triangolo uvw (7). Se per tutti i punti di Ea: T190. 
questa zona portiamo normalmente dei segmenti che rappresentino i 
valori di c, otteniamo un diagramma piramidale col vertice in 2 (wz = 06 
massima). La risultante delle o passa per il baricentro G della piramide, 
che dista dalla faccia vwz di un quarto dell’altezza vw. Quindi anche la 
distanza del centro C della compressione da vw è uw/4; e perciò dev'essere 
uw = b = 4(b;/2), ossia (7) 
(a) b=2b,. 


(®) V. a pag. 334 del capitolo di O. DOMKE citato nella nota 17. 

(?*) La sezione compressa non è esattamente un triangolo se la soletta è meno larga di 
b = 2b, oppure se l’asse neutro passa in parte fuori della sezione (cioè se passa sotto il punto r). 
Però di solito anche in tali casi si possono accettare i risultati del caso normale. 

(75) La situazione migliora se si dispone il ferro non a metà della nervatura, bensì a una 
distanza bd’ dal lembo v@ maggiore di b;/2. In tal caso si ha db =45', e nelle (811'), (812’) si 
sostituisce di con 20'. 
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La distanza y di v da w è determinata dalla condizione che la risultante 
delle compressioni sia equivalente a quella delle trazioni (#); per cui 
dev'essere 

0° by 


(5) 3" =0;4A,;. 


La distanza verticale del ferro da n è & — 3y/4, per cui si ha (798) 


ci ii 


0, = N06 
Y 


Sostituendo nella (5) e ponendo b = 2b,, si ottiene 


Gi hT—- 3y/4 
3 by = no Yi A;; 
ossia 
4b,y°+ 9mnA,y — 12nA,h =0, 
da cui 
ì sa Ra 0, 64h) _9MmA, ; Vi B h a 
81) y= "gg \(-1+] 1+ gtnd;) = 86, (1+)1+3 Gr) 


e) La o, massima (nel punto w) e la 0; si ottengono uguagliando la 
coppia interna a quella esterna: 


Oc 


{ K 
3 by h 1) =M; oppure c,Afn _ 2) =M, 
da cui 
M M 
DI , sl Tra — TT —_ 
(812%), (813) c= Tgaa=yb TAG -y 


d) Quando si hanno più ferri (fig. 1167 b), la posizione della risultante dei 
loro sforzi di trazione è incognita, perchè essi non hanno sforzi uguali, essendo 
diverse le loro distanze verticali da n. Tuttavia tale risultante è poco spostata 
verso sinistra rispetto al baricentro dei ferri (7?). Se b’ è la sua distanza dal lembo 
vw della trave, si ha è = 4b”, che è poco diverso da 2b,. Perciò i risultati difieri- 
scono poco da quelli trovati nel caso di un solo ferro (°°). 


(?*) Si può anche usare la condizione che n sia baricentrico rispetto alla sezione reagente 
trasformata in calcestruzzo. Ma questa deriva (nota 38) dalla condizione suddetta, che è prefe- 
ribile usare direttamente. 

(??) Tale risultante passa per il baricentro a dei momenti statici dei ferri rispetto a n, che è 
anche il baricentro dei momenti statici rispetto al punto a, d’incontro di n con l’orizzontale dei 
ferri. Quindi a è il coniugato di a; rispetto all’ellisse d’inerzia dell’insieme delle sezioni 4y. 

(28) Si può procedere per tentativi, tracciando da prima un asse neutro approssimato, me- 
diante il quale si determina il punto a. si ha così un nuovo valore di d = 40’, e si calcola Y 
sostituendo 20’ al posto di li. 
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e) Le (811‘), (812’), ($13‘) si possono scrivere ("*) nelle stesse forme 
dIle (817), facendo figurare il rapporto « = A,/b,h, e si ottiene 


(3177) y=uah, o, = @,3J{b,h? 
dove se 
a, = 1,125nu(—14+ V1+ 2,37/nu), 4 = 12/a,(4A— a,), a3=4/(4— a). 


o;=@3M/A;h, 


b) 


Calcolando questi coefficienti per diversi valori del prodotto nu, si 
rironosce che i loro rapporti coi coefficienti c,, c,, cs delle (817) sono pres- 
sochè costanti. Infatti, ad es. per nu = 0,01 - 0,05 - 0,10 si trova ae, = 
= 1,2317 - 1,2403 - 1,2466, a»/c, = 1,2136 - 1,2011 - 1,1927, az/ca = 0,9966 
-0,9931 - 0,9913. Pertanto, se si indicano con y‘, c;, 0; i valori che si 
hanno nella flessione deviata, e con y, c., c; quelli che si avrebbero nella 
flwssione retta della sola nervatura bf con la stessa armatura A, e soggetta 
allo stesso momento M, si ha 


(c) y=— 1,247, o. =1,200,, o,=vG;. 
Q rindi si possono usare i coefficienti c,, e», cs della tabella del n. 525 d) 
moltiplicati rispettivamente per 1,24, 1,20, 1. 

f) L'osservazione fatta in e) può servire anche per il calcolo di progetto. 
Calcoliamo da prima i valori di f e A, con le formule di progetto (nn. 526, 527) 
della flessione retta della sola nervatura larga bj. Essendo o; = a3.M/b,h? con a, = 
= 1,2) c3, se a, rimanesse invariato crescendo % ossia diminuendo 4, per riportare 
la o; al valore o, fissato, ossia per ridurla nel rapporto da 1,20 a 1, basterebbe assu. 
mere un'altezza R' tale che 4° = 1,20 h2, ossia R'= — 1,1 A. D'altra parte, se au- 
mentando h non aumentasse anche y, ossia l’area della zona compressa, per ri. 
durre c; nel rapporto suddetto occorrerebbe un braccio 1,20 volte maggiore, e 
quindi un’altezza R° = — 1,20 kh. Si conclude che l’aumento da dare ad h è 
compreso fra il 10 e il 20% (è circa 15 — 18%). Trovato il valore di A’ che 
dà la 0, desiderata, per la terza delle (817’) (essendo az = — (3) basta assumere 
un’area A4j tale che 4;h"= A4,h, ossia basta ridurre A, nel rapporto inverso di È. 

g) Infine, non si deve dimenticare che il problema è reso più complesso dalla 
torsione provocata dal carico spostato (n. 176). 


Esercizio 1022. — Studiare la flessione deviata di una trave (fig. 1167) avente 
db, = 30 cm, H = 60 em, A,= 7,1 cmq (un ferro di 30 mm), soggetta al momento 
M = 4000 kgm. Calcolare anche le dimensioni corrette. 

Soluzione. a) Calcolo di verifica. Le (811‘), (812°), (813’) danno 


o10-11(_1, [ra PESO) _ ga 
Y7 8730 ie] limp) a 
400000 = 443 kg/emq, aa = 1092 kg/emq. 


eT 175 - 51,6 7,1 - 51,6 


(?) O. BELLUZZI: Corsiderazioni pratiche sulla fiessione deviata nelle travi di cemento armato* 
« Ingegneri e cost. uttu.i », Bolugua, 1917, n. 12. 
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b) Calcolo di progetto. Per k, = 40 kg/cmq. %; = 1200 kg'emq, n = 10. le 
(819), (820) danno % = 53,9 cm, A; = 8,75 cmq. Per quanto si è detto nel n. 513 f), 
sì può assumere ad es. 


h' = 53,9-1,17= 63 cm, 47 = 6.75/1,17 = 5.77 emq. 


Se si fa il calcolo di verifica, si trova o, = 39,ò kg;cmq, G; = 1181 kg/emq. 


534. La tensione nel calcestruzzo teso. 


Quando si voglia evitare che una trave inflessa si fessuri 
nella zona tesa, si deve far in modo che la tensione di trazione 
Gg non risulti superiore a 20 + 25 kg/emqg. Questa verifica è 
opportuna per le travi che debbano risultare impermeabili (8°). 
Nel calcolo si tiene conto naturalmente anche della resistenza 
del calcestruzzo teso; e poichè E, a trazione è minore ch» a 
compressione, si può adottare complessivamente n = 15 anzichè 
n= 10. 

Nel caso di una sezione rettangolare a doppia armatura (fig. 1168), la di- 
stanza dell’asse neutro dal lembo compresso risulta espressa da (18) 


Fig. 1168. 


_ bE?/2+ n(Ah+ Ajh) 
(845) ST TIH+mA;+ 4j) 


Noto y, la tensione cercata è data da 


N pala 
(844) & = sn 29), 


Ci 


Jo, = by + (H — yX]:3+ n[A,(f — y)?+ Af(y— 7]. 


Li 


dove 


Nel caso dell'armatura semplice si pone A; = 0. 
Per un calcolo rapido si può invece usare la seguente formula approssimata (81) 


— bH2/6+ n(T7TA,+ 34})® 


(845) 0 


Si tenga presente che il calces‘ruzzo teso ha maggiore capacità di allung irsi 
(e quindi si fessura più difficilmente) se è compatto, se aderisce bene ai ferri, c se 
questi sono molto frazionati (meglio molti ferri sottili che pochi grossi). Natural. 
mente è anche opportuno ridurre il valore di c, nei ferri tesi (per ridurre e). Tuttavia 
il modo più sicuro per evitare le crinature nella zona tesa è quello della precom.- 
pressione (n. 553), che elimina o riduce fortemente la trazione. 


Esercizio 1023. — Calcolare la 0; nel lembo teso della trave ad armatura 
doppia dell’esercizio 1014. 


(5*) Ad es., le travi a contatto con l'acqua, e quelle di un cavalcavia sotto il quale possano 
sostare spesso le locomotive. il cui fumo acido intacca facilmente i ferri. 
(8) O. DOMKE, memoria citata nella nota 63. 
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Soluzione. La (843) dà 


Il momento d’inerzia risulta 


J 


Ci 


= 28(33,33% + 31,673) :3 + 15(9,05 - 27,672 + 5,09 - 29,33?) = 811660 cm'. 
Quindi per la (844) si ottiene 
0% = 600000 - 31,67/811660 = 23,4 kg/cmq. 


La (845) dà invece 
600000 


La uae= — = 242 ko/ . 
0 = 98 7652/61 15(7 - 9,051 35,09) — 29? Fg/ema 


Esercizio 1024. - Idem, per la trave ad armatura semplice dell’esercizio 998. 

Soluzione. La (843) dà y = 26,27 cm. Il momento d’inerzia risulta Jo; = 
= 295240 em*. Quindi mediante la (844) si ottiene 0; = 20,9 kg/cmq. 

La (845) dà invece 0; = 21,3 kg/cmq. 


535. Le tensioni provocate dal ritiro. 


a) Il ritiro del calcestruzzo (n. 516 e), che interviene durante la maturazione 
e che prosegue nel tempo fino ad arrestarsi dopo qualche anno, provoca nei due 
materiali delle tensioni considerevoli. Il ferro, costretto ad accorciarsi, risulta 
compresso. Il calcestruzzo, ostacolato nel suo ritiro dal ferro, risulta generalmente 
teso (es. 1025, 1026); però, nel caso delle travi inflesse con armatura semplice, 
può risultare compresso nella zona non armata (es. 1027). 

Le conseguenze del ritiro sono le seguenti. Nei pilastri compressi diminuisce 
la 0, nel calcestruzzo; aumenta la 0, nel ferro, che però non ne sofire, perchè 
la 0, è sempre molto minore di %,. Nelle travi inflesse diminuisce la 0, nei ferri 
tesi; può aumentare la c, nella zona compressa, se questa non è armata; aumenta. 
la 0; degli eventuali ferri compressi; aumenta la o, di trazione nella zona tesa, 
ciò che rende più probabili le crinature (si vedano i rimedi indicati nel n. 534). 

b) Lo studio degli effetti del ritiro è molto complesso. 

Nel caso più semplice di una trave prismatica con un solo ferro in corrispon- 
denza dell’asse (fig. 1169 a), il calcestruzzo è molto ostacolato nella sua contra- 
zione in prossimità del ferro, e lo è meno a maggior distanza da questo. Perciò 
le sezioni diventano gobbe, in misura decrescente man mano diminuisce la di- 
stanza dalla sezione centrale (82), che rimane piana (fig. 1169 b). Fra il ferro e il 
calcestruzzo nascono delle tensioni tangenziali di aderenza T, dovute al mutuo 


(8) Non si può invocare il principio di Saint-Venant per dire che le sezioni rimangono piane 
a partire da una certa distanza dall’estremità, perchè la trave non è soggetta a una forza P ap- 
plicata all’estremità, bensì agiscono sul calcestruzzo le tensioni t, distribuite lungo la trave, che 
provocano l’ingobbimento a qualunque distanza dalla sezione estrema. soltanto la sezione di 
mazzo rimane piana per ragioni di simmetria. 
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contrasto, di valore variabile lungo la trave, le quali inducono nel ferro uno sforzo 
di compressione S,, nullo alle estremità e man mano crescente verso il centro 
Cella trave per l’accumularsi dell’azione delle 7,. Il calcolo di S, nelle varie se- 
zioni è reso incerto dall’incerta conoscenza della variazione di 7, (83). A sua volta 
il calcestruzzo risulta teso con uno sforzo S,, che in ogni sezione è uguale a S, 
(perchè entrambi sono dovuti alle 7,; ossia perchè, non avendosi forze esterne, 
S, ed S, devono farsi equilibrio). Inoltre la distribuzione di o, in una sezione è 
resa indeterminata dall’ingobbimento della sezione; senza contare la complica- 
zione dovuta al comportamento plastico del calcestruzzo. 

Iì fenomeno è ancora più complesso nel caso di armatura qualsiasi, non 
metrica. 

e) Per potere in qualche modo valutare le tensioni provocate dal ritiro, si 
suppone che le sezioni si conservino piane, e che valga inoltre la legge di Hooke. 

I risultati che così si ottengono hanno 
— e. N, soltanto un valore largamente indicativo, 
non corrispondendo le ipotesi alla realtà 
delle cose. Inoltre il valore di $, risulta 
indipendente dall’ascissa della sezione, 
contrariamente a quanto si è detto in bd). 
Quindi tali risultati sono grossolanamen- 
te attendibili soltanto là dove le sezioni 
si conservano all’incirca piane ed $, varia 
poco, ossia, nel caso considerato in b), 
verso il centro della trave. 

d) Nel caso in cui l'armatura sia sim- 
metrica (fie. 1170 a, b), ammettendo che 
le sezioni si conservino piane, l’accorciamento unitario e risulta costante in tutti 
i punti della sezione, e naturalmente minore dell’accorciamento e, (n. 516 e) che 
si avrebbe se il ritiro non fosse ostacolato dai ferri. Se £, è l’allungamento uni- 
tario, provocato da $,, l’accorciamento effettivo del calcestruzzo è e, — £&;; € per 
la solidarietà dei due materiali, esso è uguale all’accorciamento e, del ferro. Quindi 
si ha (le e in valore assoluto) 


ime 


mn 


re—_—_ijfa==>A 


Flg. 1169. 


big. 1170. 


(a) E — E = Er) ossia E+ = E. 

Indicando con 0; la compressione nel ferro e con o. la trazione nel calcestruzzo, 
per l'equilibrio (S, = S.) dev'essere 0,4, = 0,A,. Inoltre si ha e, = 0,/E;, € = 
= 0, che si sostituiscono nella (a). Risultano così le due equazioni 


GA y =0A 0; 05/E; +0/E,= 8. 


Risolvendole e ponendo nE, = E,, A,+ nA; = Ag si ottiene 


(846) O; = EE, ) O = 


(3) La ©, è variabile lungo la trave per un motivo analogo a quello che vedremo nel caso 
di una fila di chiodi (n. 559 c, es. 1076). Si è cercato di dedurre la icgge di tale variazione cal 
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Se si fa figurare il rapporto u = 4,/A,, si ha anche 


E;g, _ uE;e, 


846 = 
( 1) G; 1+ nu ’ 


L’accorciamento effettivo risulta espresso da 
€ = 0;[B, = (A/A4,,)€r = &:(14+ nu). 


Il modulo E, a trazione si può ritenere uguale a 140000 kg/emq, per cui è 
opportuno porre n = 15 anzichè n = 10. 

e) Consideriamo ora il caso di una trave di sezione simmetrica rispetto all’asse 
s e armata in modo non simmetrico (fic. 1171 a) (8) (85). Siano d, e d, le distanze 
dei due gruppi di ferri A,, e 4; dal baricentro G, 
della sezione del solo calcestruzzo. Se indichiamo con 
S, ed S, gli sforzi di compressione nei ferri, la sezione 
del solo calcestruzzo è soggetta a S, ed S, agenti per 
trazione (fig. 1171 b), che equivalgono a uno sforzo 
normale N e a un momento flettente M dati da 

N=S$,+ 58, U=S,d,—$34,, 


da cui 
Sj=(Nd,+ M):d, S,=(Nd,— M):d, 


Gli accorciamenti unitari nei ferri sono dati da £,} = Sj/P;4;1, &;0 = Sy/P;A;o- 
Le tensioni nel calcestruzzo provocate da N e da M negli intorni dei ferri sono date 
da 0, = N/A;+ Md,/Jx, 63 = N/A,— Md,/J,, cui corrispondono gli allunga- 
menti unitari £,, = G;/E,, €00 = 0Cx9/F, (E. = 140000 kg/ema). Applicando la 
relazione (a) agli intorni di A,, e di A,,, ciOÈ €, + €01 = &r» €22 €02 > €r; SÌ 
ottengono le equazioni 


Bi, N MA, CA N Md, 


bin EA ha, RA hi, ad, 


risultati di esperienze di Bach. Si veda, ad es., L. HERZKA: Schwindspannungen in Trigern aus: 
Eisenbeton, Sez. II, Lipsia, Kròner, 1925. Si veda anche il primo volume, prima metà, pagg. 121- 
139, dell’opera di E. M6RscH: Der Eisenbetonbau, Stoccarda, Wittwer, 1920. 

(*) O. ZANABONI: Richiami sulla teoria statica del cemento armato ecc., Bologna, 1938, pa- 
gine 148-155. 

(5) Nel caso în cui l’armatura abbia la disposizione più generale della fig. 1172, se r,, Ty Ti 
sono gli assi baricentrici del solo calcestruzzo, del solo ferro, e della sezione ideale 4,, = 45 + nA4;, 
le tensioni di trazione ai lembi del calcestruzzo e di compressione nei 
ferri sono date da 

o = 0, (1+da/kt), 06 = 0,1 dl) 
1,2 7-2 
Oni = Sx; (1 dale)» © Osa = 95; (1 + deUsalte;) > 
dove 
6, = (4,/4,))E;7r, 67, = — (A/4.)Er» e 


Si veda in proposito la sezione III, 2 del volume di L. HERZKA citato 
nella nota 83. Si veda anche il Cap. III, E) del primo volume dell’opera 
di L. SANTARELLA: Il cemento armato nelle costruzioni civili e industriali, 
Milano, Hocpli, 1926, Fig. 1172. 
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Infine, sostituendo le espressioni di S, e di S, e ponendo E,/E,=n = 15, 
AnlAc= Ur ArglAc = Ur, TolA, = 0, queste equazioni diventano 


_ ( (d,/d + nu) N + (1/4 + nuxd/08)M = E;A 18, 
(847) ) ° . 


(d,/d + nus)N — (1/4 + nusds/02)M = E;A sor. 


Risolvendole, si ottengono N ed M, e quindi anche S, ed Sy. Dopo di che le ten- 
sioni estreme nel calcestruzzo e le compressioni nei ferri sono date da 


06 = N[A+ My], 07 = N/A;— My"[Jo; 01= SilAs1» 018= Sa/Asa» 


Se A,,1-A4y = d,:d;,, cioè se il baricentro G, dei ferri coincide con G, del 
calcestruzzo, sommando le (847) si ottiene (1+ nu)N = E,A,g,, che coincide 
con la prima delle (846,): quindi risulta G;1 = Gy», 0, = costante. 

Se invece .41,, è molto minore di 4,,, la o: può essere di compressione. 

Nel caso dell'armatura semplice si veda l’esercizio 1027. 

f) Nelle travi iperstatiche impedite di contrarsi liberamente, alle tensioni 
precedenti dovute alla costrizione interna sì sovrappongono quelle provocate 
dalla costrizione esterna, cioè dalle reazioni iperstatiche. Queste si possono valu- 
tare equiparando il ritiro a una diminuzione di temperatura ad es. di 150 (nota 9). 
Nel caso di costruzioni molto lunghe, si riducono queste reazioni interrompendo 
la continuità circa ogni 30 metri mediante giunti di dilatazione (38), che natural. 
mente sono eflicaci anche per le dilatazioni termiche. 

Esercizio 1023. — Un pilastro avente la sezione di 30 x 40 cm è armato con 
quattro ferri di 20 mm. Valutare le tensioni provocate dal ritiro, assumendo 
e, = 0,00025. 

Soluzione. Si ba A, = 1200 cmq, Ac, = 1200 + 15 - 12,57 = 1388 cmq. Quindi 
le (846) danno 


o, = — (1200/1388)2,1 - 10° - 0,00025 = — 454 kg/emq, —0,= 4,8 kg/emq. 


L’accorciamento effettivo risulta e = 0,000216. 
Esercizio 1026. — Una trave di sezione rettangolare avente b = 35 cem, 
H = $0 em è armata con quattro ferri di 28 mm in basso e con tre ferri di 20 
mm in alto. Valutare le tensioni provocate dal ritiro, assumendo e, = 0,0002. 
a) I° soluzione. Si ha A, =2800 cmq, J, = 1493330 cm*, oz = 533 cm?; 
An = 24,63 emq, 4;, = 9,42 cmq. 4, = 0.008796, us = 0,003364, d = 72 cm, 
d, = d, = 36 cm. Quindi, per E, = 2,1 - 106 kg/cma, n = 15, le (847) diventano 


0,63194N + 0,02280M = 10344,6 
| 0,55046N — 0,01729M = 3956,4; 


e risolvendole si ottiene N = 11460 kg, M = 136050 kgem. 
Noti i valori di N e di M, si ha anche S, = 7620 kg, S, = 3840 kg. 


(38) V. il volume di A. KLEINLOGEL: Bewegungsjugen im Beton- und Eisenbetonbau, Berlino, 
Ernst, 1927. 
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Quindi le tensioni risultano 


dl __ 11460 , 136050-40 _ {7,74 kg/emq 


" 220) 
To 


“— 2800 — 1493330 © |0,45  » 
Gi, = — 7620/24,63 = — 309 kg/ema, G;> = — 3840/9,42 = — 408 ke/emq. 


b) 2° soluzione. Si ha (nota 85) Ae; = 3312 emq, Te, = 2134890 emi, dî, = 
= 645 em?; A, = 34,05 cmq; 0,, = 4,32 kg/ema, 0;, = — 355 kg/emq. Determi- 
nati i tre assi baricentrici r,, r,, 7;, si ha d, = 2,49 cm, d; = 13,59 cm, Y;; = 33,51 
cm, Y;, = 38,49 cm, y' = 37,51 cm, y' = 42,49 cm. 

Quindi le formule della nota 85 danno 


0, = 7,74 kg/cmq , co = 0,45 kg/emq, 
G;, = — 309 » s Ggg= — 408 » . 


Esercizio 1027. — Una trave di sezione rettangolare avente b = 20 em, 
H =40 cm è armata nella sola zona tesa con A, = 10 emq, distante 4 cm dal 
lembo. Valutare le tensioni provocate dal ritiro, assumendo e, = 0,0003. 
a) 1° soluzione. Si ba il solo sforzo S,, ed M = $;d;; per cui la relazione 
E;1 + Ea = & (n. 535 e) dà l’equazione 


Si, Sa, SA 
BA; BA Bd, 


Nel nostro caso si ha 0? = 133,3 em?, 4, = 0,0125, d, = 16 cm, e si ottiene 
S, = 4070 kg, M = 4070 - 16 = 65120 kscm. Quindi risulta (368) 


_ E;A €, 
1+ nu, + nu:d,/0? 


+ 


= Er, da cui Si 


Gi | _ 4070(,, 16-20) _{+ 17,3 kg/emq o. = 1090 _ 
os) 800\ ® 133,3/ /— 7,1 » TECE 1000 

b) 2° soluzione. Si ha A, = 950 cmq, J, = 139000 emi, oî = 146,3 cm?. 
Inoltre si trova (nota 85) d. È 2,53 cm, d, = 13,47 cm, Y;,1 = 13,47 cm, yy = 
=17,47 cm, y” = 22,53 em. Quindi si ottiene 0,, = 6,63 kg/emq, 0,, = — 530,5 
ke/emq; e le prime tre formule della nota 85 danno gli stessi valori di 0%, 07°, 
G;, trovati in a). 


— 407 kg/emq. 


536. Le tensioni provocate dal taglio. 


a) Oltre al momento flettente 2, di cui ci siamo occupati nei nn. 524- 
534, in ogni sezione di una trave inflessa agisce, in generale, anche uno 
sforzo di taglio 7. Come sappiamo (n. 166), esso provoca delle tensioni 
tangenziali verticali 7,, nella sezione retta della trave e delle tensioni 
tangenziali orizzontali 7,» nelle sezioni longitudinali orizzontali (t, = 
= Tyx = T); ossia provoca delle tensioni normali o, di trazione e o, di 
compressione nelle sezioni inclinate a + 45° (equivalenti alla 7 e inscin- 
dibili da essa, n. 162 bd), tali che o, = — 0, = 7. Perciò non si può fare 
assegnamento sulla resistenza del calcestruzzo alla tensione tangenziale, 
perchè equivarrebbe a ritenerlo resistente alla trazione 0c,. Quindi occor- 
rono dei ferri appositi, che possono essere i ferri piegati oppure le staffe 


O. BELLUZZI — Scienza delle costruzioni — II 4l 


642 CAPITOLO VENTITREESIMO 


(nn. 537, 538), per assorbire le tensioni 7, o meglio le tensioni o, di tra- 
zione, che altrimenti provocherebbero delle lesioni pericolose dove il ta- 
glio raggiunge i valori più elevati. 

Le prove comparative dimostrano che le travi munite di ferri piegati 
oppure di staffe si rompono sotto carichi molto maggiori che non le 
travi delle stesse dimensioni prive di tali armature. 

Ricaviamo anzitutto le espressioni delle tensioni suddette, che ser- 
vono poi per determinare le armature necessarie. 

b) Travi di altezza costante. Se la sezione è rettangolare ed è armata 
soltanto nella zona tesa (fig. 1173 a) (), nella zona compressa la 7 varia 
con legge parabolica (n. 167), e diventa massima in corrispondenza dell’asse 
neutro. Nella zona tesa, invece, supponendo nulla la oc, di trazione nel 
calcestruzzo, la 7 si mantiene costante dall’asse neutro fino al ferro 
(fig. 1173 b) (8) (5°). Il valore di 7,me» in corrispondenza dell’asse neutro 
è dato dalla (190), nella quale si sostituisce S, col momento statico S, = 
= by?/2 della zona compressa rispetto all’asse neutro e J col momento 
d’inerzia J.,, della sezione reagente. Oppure, più semplicemente, è dato 
dalla (194), nella quale il braccio 4, della coppia interna è uguale (n. 525 d) 
ad h— y/3. Perciò si ha (9°) (9) (92) 

i'll T 


sa Toe: — bl, — bh — 9/3) 


(9°) Se l’armatura è doppia, la variazione parabolica subisce una discontinuità in corrispon- 
denza del ferro compresso. Ma si ha ancora t,,ar = Z/bhg, dove ho è il braccio della coppia interna, 
ed è compreso frah—y/3ehT—h'. 

(45) Basta ricordare (n. 166 a, fig. 216) che il motivo che fa variare il valore di 1,, alle di- 
verse altezze è che, variando l’altezza, varia l'importo delle c e delle cj, agenti sull’area 4;, in 
due sezioni vicinissime, alla differenza dei quali importi deve appunto fare equilibrio la forza 
ty,bdx. Nel nostro caso, invece, essendo nulla la c, di trazione, la t,,bdr deve fare equilibrio alla 
differenza S} — S = dS degli sforzi nel ferro (fig. 1173 c), che è la stessa qualunque sia l’altezza 
della sezione longitudinale ij considerata (purchè sia al disotto dell’asse neutro). 

(**) Veramente c’è contraddizione fra supporre nulla la c, di trazione e ammettere che esista 
la ©, perchè, se la sezione è fessurata, il calcestruzzo non resiste nemmeno alla © (oppure perchè 
esso non resiste nemmeno alla cy = 1). Ma in realtà alle © non resiste il calcestruzzo, bensi le 
staffe o i ferri piegati disposti a tale scopo. 

(**) L’equivalenza delle espressioni (190), (194) si dimostra direttamente anche nel caso del 
cemento armato. Infatti, si ha (nota 53) 


Te; = (by*/2)(£ — y/3) = Snh—v/3), 
da cui J.,/Sn = h—-v/3. Perciò la (190) diventa 
Ci n 


= TSn _ _T Tr 
‘max J;b asi (Je/Sn)b bh — y13)® 


(*!) Si noti che la distribuzione delle 1,, rappresentata nella fig. 1173 b) fa equilibrio al ta- 
glio 7°. Infatti si ha 
f 2 T 
J IAA = $ Cmazdl + tmazd(h—v) = Fm=75?( 
4 
(**) Nel calcolo di progetto, se alle condizioni co, = #, e 0,= ky, (n. 526) si aggiunge tg, = 


e si utilizza anche la terza condizione di equilibrio fra le © e 7, dalla (84$) si può r.cavare auche 
la dimensione è. 


2 y+h 
Fv+h-v)=7 
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La (848) risulta anche direttamente ripetendo il ragionamento del 
n. 169 d): tmox ddr deve fare equilibrio (fig. 1173 e)a S—-S= d$; quindi 
dev'essere Tmos bdo = dS = d(M/ho) = dAM/h, = Tdejhy, da cui si ottiene 
la (848). 

Nella (848) si può porre con sufficiente approssimazione Ao = 0,9% 
(n. 528 a). 

Il valore di 7,4 dipende non solo da %,, ma anche dalla larghezza db 
della sezione. Invece l’insieme delle 7,, agenti sopra una striscia di se- 
zione alta 1 e larga d è indipendente da bd. E così pure l’insieme delle 7,. 
agenti sulla sezione longitudinale orizzontale larga d e lunga Ax. Infatti 
si ha 


Tmax b Ta T ho , Tmax bAx wi TAr fto ha 


Fig. 1173. Fig. 1174. 


ce) Nel caso di una sezione a T (fig. 1174 a), l’asse neutro può tagliare 
la soletta oppure la nervatura. Il diagramma delle 7 risulta leggermente 
diverso nei due casi (fig. 1174 b, c), ma in entrambi si ha un brusco 
aumento di 7 nel passaggio dalla soletta alla nervatura, causa (848) la 
brusca diminuzione della larghezza è, che diventa bd, (°°). Invece il pro- 
dotto tb, ossia lo sforzo tangenziale totale nella striscia di sezione alta 
1 e larga d o d;, non subisce tale variazione. 

d) Travi di altezza variabile. Spesso le travi di cemento armato hanno 
il profilo inferiore curvilineo, oppure hanno le estremità profilate a men- 
scla: per cui l’altezza delle sezioni è variabile. In tal caso, invece della 
(194) o (848), si applica la (198), che ricaviamo qui direttamente per 
altra via. 

Consideriamo una sezione della trave (fig. 1175 a, b), nella quale si 
hanno le sollecitazioni T ed M. Le tensioni interne si possono rappre- 
sentare con la risultante $S, delle compressioni nel calcestruzzo, con la 
trazione $, nel ferro, e con la risultante 7* delle tensioni tangenziali ty 


(**) Nella nervatura la t può raggiungere valori elevati perchè, mentre la larghezza resi. 
stente d, è assai ridotta, il taglio 7° può essere elevato, essendo dovuto al carico agente sull’in- 
tera larghezza d. Invece nelle solette la © ha valori modesti, perchè la larghezza è resistente è la 
stessa sulla quale agisce il carico (es. 1041). 
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Per l’equilibrio delle forze esterne e delle tensioni interne, dev’essere 
nulla la somma algebrica dei loro momenti rispetto a qualsiasi punto, 
e quindi anche rispetto al punto V d’incontro di S, ed $; (ciò che elimina 
S., ed $S; dall’equazione). Se l’altezza della sezione è decrescente verso 
destra (fig. 1175 a), si ha dunque 


M+Tv-T*v=0, da cui T*=T+ Mc. 
Se invece l’altezza è crescente verso destra (fig. 1175 b), si ha 
M_-Tv+T*%=0, da cui T*=T_-Mhv. 


Sostituendo poi nella (848) il taglio equivalente T* al taglio vero 7, si 
ottiene 


* T+MM 
(849) inellatei 


bho bh — y/3)° 


Si può porre T* = T + M/v in entrambi i casi della fig. 1175, se si con- 
viene di considerare la distanza v = hy/t£ a positiva quando il punto V 
è a destra della sezione e negativa quando 
è a sinistra. A loro volta T ed M sono quan- 
tità algebriche, e s’introducono nella (849) col 
segno che loro compete. 

Il taglio equivalente T* può essere, in 
valore assoluto, maggiore o minore di 7° (®). 
Nel caso di una trave incastrata alle estre- 
mità, per la mensola di sinistra si ha 7° po- 
sitivo, M negativo, v positiva; e per la 
mensola di destra si ha 7 negativo, M nega- 
tivo, v negativa. Quindi in entrambi i casi il 
valore assoluto di 7* è minore di quello di 7 (*). 

e) Le Norme italiane (art. 13) consentono 
Fig. 1175. di fare assegnamento sulla resistenza del cal- 


(*) Ciò è vero non solo per ragioni algebriche, come risulta dalla (349), ma anche per ragionî 
fisiche. Ad es., nel caso di 7 ed M positivi, i ferri (inclinati) sono tesi. Quindi, se l’altezza è 
decrescente verso destra (fig. 1176), la parte di destra della trave (che tende ad abbassarsi, fig. 215 a), 
mentre è sorretta dalle tensioni © rivolte verso l’alto che la parte di sinistra 
le trasmette attraverso il calcestruzzo, è invece tirata verso il basso dalla 


componente verticale di S,; per cui l’insieme delle © nel calcestruzzo de- t 
v'essere maggiore di 7. Se invece l’altezza è crescente verso destra, accade T I 
l'opposto. 


Nel caso di 7 positivo e di .M negativo, se l’altezza è decrescente S; 
verso destra, l'eventuale ferro inferiore compresso funziona in modo da far 
diminuire 7* rispetto a 7. In realtà però tale diminuzione è dovuta anche Fig. 1176. 
alla componente verticale dello sforzo S, nel calcestruzzo inferiore com- 
presso, cui corrisponde una tensione tangenziale 1’ oltre alla © relativa a 7°*. Tuttavia si può 
ammettere che la 7’, essendo accompagnata dalla c, di compressione, possa essere sopportata 
dul calcestruzzo (Cap. XL), senza che per essa occorra aumentare le stalle 0 i ferri piegati. 


IL CEMENTO ARMATO 645 


cestruzzo alla tensione tangenziale, purchè T,.az non superi 4 kg/emq 
(cemento nermale) o 6 kg/emq (cemento ad alta resistenza). Ciò che 
consente, di solito, di far a meno delle staffe nelle solette, perchè in 
esse la 7 ha valori modesti (n. 536 e e nota 93). Però prescrivono di far 
assorbire per intero la tensione tangenziale dalle staffe o dai ferri pie- 
gati quando T,4, supera tali valori. 


537. I ferri piegati. 


a) Abbiamo ricordato (n. 536 4) che alla tensione tangenziale 7 do- 
vuta al taglio si accompagnano, nelle dire- 
zioni a + 45°, la tensione o, = —T che è 
sopportata dal calcestruzzo e la tensiore 
c,= + t alla quale il calcestruzzo non resiste. 
Perciò la direzione più opportuna dei ferri 
destinati a sopportare la 0; è quella a 45° (ci si 
avvicina così all’armatura più razionale, che 
sarebbe quella che segue le linee isostatiche 
di trazione: n. 187 ec). Tali ferri esistono già 
naturalmente nella trave, essendo costituiti 
dai tratti inclinati dei ferri Jongitudinali, che 
man mano diventano esuberantiin basso (per 
il diminuire di M verso gli estremi della trave) 
si ripiegano in alto per portarli a resistere ai momenti negativi che si 
hanno in prossimità degli incastri. Studiamo dunque da prima il funzio- 
namento dei ferri a 45°, che è il più semplice e intuitivo. 

Supponiamo che i ferri a 45° siano posti a distanze orizzontali 4x 
costanti (fig. 1177 a). Ognuno di essi, ad es. il ferro rs, deve sopportare 
il complesso delle trazioni c; che agisce lungo la striscia limitata dalle 
punteggiate, la cui sezione cd è un rettangolo di area d + Ax/V 2 (b lar- 
ghezza della trave). Perciò lo sforzo in un ferro è 


Fig. 1177. 


S5 = cbAx//2 = tbAe/V2 . 


Sostituendo a 7 l’espressione (848), e ponendo $S, = k,A4,, dove A, è la 
sezione del ferro piegato e %; è il carico di sicurezza del ferro, si vuriene 
l'equazione dei ferri piegati 
TAx 

( ) D fp V/2 ho 
Essa consente di determinare A, quando si fissi 4x, o viceversa. 

Se l’altezza della trave è variabile, la (850) si applica ai vari tronchi 
Ax assumendo il braccio A, medic nel tratto considerato; inoltre si so- 
stituisce a 7 il taglio equivalente T* = T + M/v (n. 536 d). 
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Al ragionamento precedente si potrebbe obiettare che la 0, è uguale a 7 nel 
caso dei corpi omogenei, e che per la presenza del ferro incluso il suo valore può 
cambiare. Consideriamo allora il prisma avente per sezione il triangolo retian- 
golo isoscele c de (fi. 1177 a, b) e di lunghezza b, e ammettiamo soltanto che 
la pressione S, sulla faccia ec rimanga normale nonostante la presenza del ferro, 
e che la forza totale sulla faccia ed sia ancora Tb.lw. Dal triangolo di equilibrio 
del prisma (fig. 1177 c) si deduce ancora 


S, = thAr - cos 45° = 7bAx/y/2. 
(Lo sforzo trasmesso alla faccia ed dal ferro piegato che si prolunga al disopra di 
essa non si computa, perchè è compreso nello sforzo 7b/x agente sulla faccia stessa.) 
b) Alla (850) si giunge anche con un altro ragionamento (°), che ser- 
virà pure nel caso delle staffe. Immaginiamo nell’interno della trave una 


Fig. 1178. Fig. 1179. 


trave a traliccio (fig. 1178 a), avente i correnti costituiti dal ferro longi- 
tudinale teso e dal calcestruzzo compresso (e perciò distanti tra loro ho), 
e il traliccio propriamente detto costituito dai ferri piegati a 45° e da 
aste fittizie di calcestruzzo compresso pure inclinate a 45° e normali ai 
ferri (cioè inclinate dall’altra parte). Tracciata una sezione uv inclinata 
a 45° (fig. 1178 a, b), che taglia p' ferri piegati e non taglia le aste di 
calcestruzzo (*), se 7 è il taglio nell'intorno considerato, per l’equilibrio 


(3) E. M6RSCH: Der Fisente'onbau, volume primo, seconda metà, Stoccarda, Wittwer, 1922, 
pagg. 30-38. Questo volume tratta estesamente (pagg. 1-208, 237-248) la questione delle tensioni 
tangenziali. 

(*) In tal modo gli sforzi S, nelle aste di calcestruzzo compresso restano esclusi dalle forze 
che devono farsi equilibrio attraverso la sezione vv, le quali si riducono agli sforzi S, nei ferri a 
45° e al taglio 7. Si deve però ammettere che la co di compressione nel calcestruzzo sia diretta a 
45° nonostante la presenza dei ferri che rendono il materiale non omogeneo. 
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alla traslazione verticale dev'essere (nella stessa ipotesi che si fece nel 
n. 310 bd) _ 
(851) p'S,sen 45° = 7, da cui Ss, = Tv2/p° + 


Nel tratto orizzontale di lunghezza uguale all’altezza utile &, si hanno 
ho/Ax ferri (tre nel case della figura); ma la sezione uv a 45° ne incon- 
tra il doppio, perchè si ha uv = w'v/V2 = 4x/V2, e quindi p' = 
= uv i uv =hy2 :(4r/v2)=2hy/Ar. Sostituendo, si ritrova la (350) (97). 

c) Consideriamo ora il caso generale dei ferri piegati aventi un’incli- 
nazione a = 45° (fig. 1179 a, nella quale non si sono segnate le diago- 
nali a 45° costituite dal calcestruzzo compresso). Se p’ è il numero dei 
ferri piegati che la sezione uv a 45° incontra, per l’equilibrio alla trasla- 
zione verticale dev'essere 


p'Sssena=T, da cui S, = T/p'sena. 


In questo caso il numero p' dei ferri incontrati da uv è p' = (Ry/dx)- 
* (sen a + cos a); sen a (°). Sostituendo, si ottiene (S, = k,A4,) 


TAx 
52 S=kA,= —_ , — . 
(852) Sa lla (sen a + cos a)îg 
Per a = 45° la (852) coincide con la (850). 
Se invece si considera (come nel n. 537 a) il prisma avente per sezione il 
triangolo rettangolo isoscele cde (fig. 1179 a, b), dal suo triangolo di equilibrio 
(fig. 1179 b’) si deduce 


S,:tbAx =sen 45° : sen (135° — a), 
da cui D 
tbAx sen 45° tbAdav 2/2 _ tbAx 


Sp, = — “è = e = — Sì . 
? sen(135°—a) (sena+ cos a)/2/2 sen a+ cosa 


Oppure si deduce lo sforzo S, dal valore 7b4x/y2 = fg che esso ha nel caso 
di a= 45°. Posto a = 45° F f, si ha (fig. 1179c) 


tbAx/v2 tbdx tbAx 
2? cos(tf) v2cos(450°—a) c080+sena’ 


(La diminuzione che subisce S, è dovuta alla componente di .S, secondo cd.) 
Quindi, sostituendo a 7 l’espressione (848), si ritrova la (852). 


(*) Nella (851) (e nella (853)) non figura l’altezza %,, perchè, a parità di p’ (0 di s’), se fo è 
grande la distanza Ax dei ferri risulta maggiore e il rapporto Ax/àh, è costante. 
(**) Infatti, dal triangolo w'vw’ (fig. 1179 a) si ha 


u'v wu = sen a; sen (135° — a), da cui uv = Ar -sena: (sena + cosa) 2/2 
Quindi si ottiene 


p = uv: uv = ha V 2 (sena + cosa)(/ 2/2): Ar sena = (he/Ar)(sen a + cos e): sena. 
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538. Le staffe. 


Le staffe sono costituite da rettangoli di tondino (fig. 1180 a, b), di- 
sposti in piani normali all’asse della trave, dei quali resistono soltanto 
i tratti verticali. Nei due casi della figura 
le sezioni resistenti di una staffa sono ri- 
spettivamente due o quattro. 

Sul comportamento delle staffe si è 
molto discusso, e si sono date diverse 
spiegazioni del loro modo di agire. La più 
convincente è quella di Mòrsch, della quale 
ci occuperemo in a); mentre quella più 
antica, della quale faremo 
cenno in c), si presta a va- 
rie critiche. Tuttavia, no- 
nostante la netta differenza 
di tali spiegazioni, i risul- 
tati sono poco diversi tra 
loro; ciò che autorizza a 
ritenerli attendi’ ili. 

a) Analecamente a quan- 
to si è detto nel n. 537 bd), 
immaginiamo nell'interno 


b) della trave una trave a tra- 
liccio (fig. 1181a) avente an- 
cora le aste inclinate a 45° = 
costituite dal calcestruzzo Sada+t AS 
Pig. LL80; compresso, e le aste tese Fig. 1181. 


disposte verticalmente e costituite dalle staffe. Tracciata una sezione uv 
inclinata a 45°, che taglia s’ staffe (fig. 1181 b), per i’equilibrio alla trasla- 
zione verticale fra il taglio T e gli sforzi interni S; nelle staffe dev'essere (°°) 


(853) sho,= TP, da cui Ss Pe 


Il numero s’ di staffe tagliate da uv è hy/M4x. Quindi, se A, è la sezione 
resistente complessiva di una staffa (ossia di tutti i suoi tratti verticali), 
si ottiene l'equazione delle staffe 


(854) 8S,=k4A,= 7. 


La (852) coincide con la (854) se in essa si pone a = £0°. 


(*) A parità di 7, di ky e di Az, nei ferri piegati a 45° lo sforzo (851) è y 2 volte minore di 
quello che si ha nelle staffe. Infatti, per effetto dell’inclinazione dei ferri esso sarebbe / 2 volte 
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Si giunge allo stesso risultato anche considerando l’equilibrio del solido rst 
situato nella parte inferiore della trave (fig. 1181 c), soggetto alla differenza 
AS = S,— $ degli sforzi nel ferro, allo sforzo $, nella staffa e alla compres- 
sione $S, nel calcestruzzo (sull’altra faccia inclinata non agisce alcuno sforzo, 
perchè si suppone che il calcestruzzo non resista alla trazione 03). Dal suo trian- 
golo di equilibrio (fig. 1181 ce’) si ricava 

S,= 4S= M/ho — M/ho= 4M/h, = TAx/ho. 


b) Il funzionamento delle staffe si può considerare in un modo più 
materiale, che però coincide sostanzialmente con quello precedente. Se 
pensiamo la trave fessurata a 45° vicino alle due estremità (fig. 1182 a) (1°), 

a) il suo peso Q è sostenuto dalle s’ 
staffe comprese in ciascuno dei due 
tratti fessurati, che funzionano co- 
me degli uncini. 

Ad es. le staffe di AA 


) Q 7 sinistra sono tese 


L 


I dia AA 
i ga pi I 
5) con Q/2=T, e Psa A 
. . . ' 
quindi si ha an- Li p° 
i ' 
+ --4- 


# / \ \ % cora s'8S, = T. - 

c) È opportuno 1 Y_L2 

Fig. 1182. accennare breve- 

mente anche a 

un’altra spiegazione del funzionamento delle staffe, che si è accettata per molto 

tempo. Se Ax è la lunghezza del tratto a metà del quale è situata una stalla 

(fig. 1183), lo sforzo tangenziale longitudinale nel rettangolo orizzontale bAx 

tracciato all’altezza dell’asse neutro vale 7,,,-b4r. Ammettendo che il calcestruzzo 

non resista alla tensione tangenziale, questo sforzo dev'essere assunto dalla se- 

zione A, della staffa, che gli si oppone mediante la sua resistenza alla recisione 

(anzichè alla trazione come in a). Per cui, se (4/5)%; è il carico di sicurezza del 
ferro a tensione tangenziale, si deve avere (848) (101) 


i k;Ay = TmadAx = Ra bia = ld: cf 


(855) 
maggiore (456), ma la sezione uv incontra un numero 7’ di ferri resistenti al taglio che è doppio 
del numero s’ delle staffe incontrate. 

Se si disponessero le staffe inclinate a 45° per sfruttare tale maggiore resistenza, non si avrebbe 
alcun vantaggio economico, perchè esse risulterebbero IVARI volte più lunghe. 

(1°°) Quando si manifestano delle crinature alle estremità, esse hanno di solito l’inclinazione 
di — 45°, perchè sono dovute alla ci di trazione. 

Ricordiamo che alle estremità di una trave appoggiata è massimo 7 ed è nullo M, per cui 
la tensione principale 0) è inclinata di 45°. Verso il centro della trave diminuisce 7 e aumenta 
NI, per cui la tensione principale c, tende a diventare orizzontale. Quindi le fenditure hanno un 
andamento simile a quello della fig. 1182 b). 

(1°?) Questa interpretazione del funzionamento delle staffe è insostenibile, perchè se si consi- 
dera l’equilibrio alla rotazione di un tratto di staffa alto dh, si riconosce facilmente (E. M6RScA, 
pag. 32 del volume citato nella nota 95) che la t, che può svilupparsi sulle due sezioni estreme del 
tratto dh è poco diversa dalla 7, di aderenza che agisce sulla superficie laterale. Quindi, essendo 
Tg = 15 + 30 kg/cma, la t; non può certamente raggiungere il valore (4/5) ky, che è circa 960 kg/cmq. 
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Questa relazione differisce dalla (854) soltanto perchè al posto di %, c’è (4/5)%,. 
Il ferro necessario risulta 1,25 volte maggiore. 

Anche nelle (850) figurerebbe (4/5)%,; al posto di %,, se i ferri piegati si consi- 
derassero resistenti alla recisione lungo il piano orizzontale, anzichè alla trazione. 

d) Nonostante le incertezze che si hanno sul modo di funzionare delle 
staffe, le diverse spiegazioni che di esso si possono dare conducono 
dunque a risultati poco diversi tra loro. 

D'altra parte le numerose prove comparative eseguite su travi delle 
stesse dimensioni, munite o no di staffe, dimostrano, come si è detto, che 
le prime hanno una resistenza alla rottura molto maggiore delle seconde. 
In particolare, la presenza delle staffe fa ritardare considerevolmente la 
comparsa delle lesioni a 45° vicino alle estremità (fig. 1182). 


539. Quantità e distribuzione dei ferri piegati e delle staffe. 


a) È facile determinare il numero complessivo p di ferri piegati o s 
di staffe che si devono disporre in un tratto 2, qualsiasi della trave. Basta 
osservare che il prodotto T4x che figura nelle (350) e (854) è l’area 40, 
della porzione del diagramma del taglio 7 corrispondente all’intervallo 
Ax fra le mezzarie dei ferri piegati o delle staffe. Perciò se nel tratto 2, il 
diagramma del taglio ha l’area Q, = Z'TAr e se h è costante, si deve avere 


(856), (856,) V2k,;pA, = Q/ho, kysA, = Q.fho è 


Il calcolo dell’area 2, del diagramma 7 nel tratto 4 si può evitare, 
poichè essa è uguale alla differenza | M,— M;| dei momenti flettenti 
alle estremità di 7, (il diagramma M è l'integrale del diagramma 7). 
Quindi si ha anche 
(857), (857,) 2kpA,=|M,—- M|:%o, ksAs=|M,—- M,|:% 


Perciò la sezione totale pA, dei ferri piegati o sA, delle staffe, necessa- 
ria nel tratto l,, non dipende dalla distribuzione dei carichi, ma scel 
tanto dalla differenza | M.— M,|. 

Nel caso delle travi appoggiate, dividendole in due parti comprese 
fra ciascuno degli appoggi e la sezione di momento massimo Ma, la 
differenza | M, — M,| diventa M,,a-. Nel caso delle travi incastrate, essa 
diventa M,.cx — Mi; (M; momenti d’incastro). 


(6) 


Ad es., nel caso particolare di una trave appoggiata, o incastrata, alle due 
estremità e caricata uniformemente, se 7°,,,. è il taglio alle due estremità, per la 
mezza lunghezza 1/2 della trave si ha Q, = (1/2)T,.ax ‘1/2 = Tazl/4 = (ql/2I/4 = 
= gql?/8; oppure si ha | M, — M,| = qf?/8. Quindi il numero p dei ferri piegati 
o s delle staffe nella mezza trave è definito da 


(858), (858,) V2k,pA, = ql?/8h, k,sA, = q2/8hy. 


Invece nel caso di un carico P nel mezzo della trave, si ba Q, = Pl/4. 
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b) La sezione totale pA, 0 sA; dei ferri piegati o delle staffe, necessa- 
ria in un tratto 4, qualsiasi, è nota anche senza calcoli. Infatti, se A,, 
e A,, sono le sezioni dei ferri longitudinali tesi occorrenti nelle seziori 
estreme di 2, già note perchè si è già eseguito il calcolo della flessione, 
si ha k,4;) = M,/ho € k;A;3 = Mo/h. Per cui le (857), (857,) diventano 


(859), (859) v2pA,=Apt-An,  84;=>Ant-An. 


Nel caso di una trave appoggiata nell’estremo A, se O è il punto in 
cui 7 è nullo ed M è massimo, per il tratto 2, = 40 si ha A;j= 0, A;3 = 
= A;mor. Per cui risulta 


(860), (860,) V2 PA, = As maz3 SA: = A; mar + (192) 

Nel caso di una trave incastrata in A, la differenza Q; = Ma — Mi 
del momento massimo positivo e del momento d’incastro diventa la 
somma di .I/,,,, e del valore assoluto di W;. Quindi risulta 


(861), (861,) V2pA, = Asm + Arig SA; = Armor + Ari è 


c) Noto così il valore del prodotto pA, (0 sA;) e fissata la sezione 
A; (o A;), resta definito il numero p dei ferri piegati (o quello s delle 
staffe) necessari nel tratto 4, considerato. Si devono ora determinare le 
loro posizioni. Per la (850) (o la (854)), se i ferri piegati (o le staffe) hanno 
uguali sezioni A, (0 A,), a ciascuno di essi deve corrispondere una por- 
zione 40, = TAx costante del dia- 
gramma del taglio. Perciò si tratta 
di dividere il diagramma 7 in parti 
di aree 40; uguali, dopo di che si 
piegano i ferri (o si collocano le staffe 
in corrispondenza delle verticali pei 
i baricentri di ciascuna parte. 

Questa divisione non presenta 
difficoltà: 

Se il taglio 7 è costante in un 
tratto LL abbastanza lungo della trave 
(carico o carichi concentrati), in esso 
le distanze /x risultano costanti. 

Se il diagramma 7 è triangolare 
in un tratto 40 (carico uniforme, fig. 1184 a), le distanze Ax decre- 
scono da 0 verso A. Dovendo essere costanti le aree 40, dei vari 


(3°) Nel caso delle staffe, la loro sezione complessiva nel tratto 7 è dunque uguale alla sezione 
massima (già nota) dei ferri longitudinali. Quindi, se è è la lunghezza di uno dei tratti verticali 
di una staffa più la lunghezza di uno dei tratti orizzontali, il volume di staffe necessario nel tratto 
lo è PV = ASA, = KA; max 
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trapezi, le gi dei triangoli 01,1;, 02,2,, 03,3... sono proporzionali ai 
numeri 1, P (oppure 1, 2, 3... s se si tratta di staffe). Quindi, 
se LL è la ni. OA, le distanze #1, #2, 23, 24, lo dei punti di divisione 
dal punto 0 risultano proporzionali a V1, v2, v3, v4, v5 (nella figura 
si è supposto p, o s, uguale a 5); ossia 


(862) È (talea VILLE VIVES, 


Basta perciò dividere Z, per V5 e moltiplicare il quoziente per V/1, v2, 
V3, V4, V5; ciò che col regolo calcolatore si ottiene disponendo il cor- 
soio in una sola posizione. 


Oppure si procede graficamente (fig. 1184 b), dividendo l in 5 parti uguali 
nei punti 1, 2, 3, 4, proiettando verticalmente questi punti in 1’, 2’, 3‘, bi sulla 
semicirconferenza di diametro l,, e ribaltando con centro 0 i punti 1’, 2’, 3‘, 4° 
in 13, 21, 3, 4, Si ha #, = 01,, x, = 02,, 23 = 03, 7,4 = 04,. Infatti, Pi es. il 
punto 3, è tale che 


| 
| 
| 
A 


(<>) 


03°°= 03, = 03-05, dacui 2 =03 = v3h5l=(l/V5W3, 


in armonia con la relazione (862). Ottenute le porzioni costanti 40, del diagramma 
T, si dispongono i ferri all'incirca nei baricentri di tali porzioni. 


Fig. 1156. 


Infine, se il diagramma 7 è di forma qualsiasi (fig. 1185), ricordando che il 
diagramma %M è il diagramma integrale del diagramma T, basta dividerne l’or- 
dinata massima 0p in p parti uguali e tracciare per i punti di divisione delle 
orizzontali, che determinano sul diagramma M le ascisse degli estremi dei tratti 
Ax cercati (19). 

d) Non basta che i ferri piegati o le staffe siano in quantità comples- 
siva sufficiente (856), (856,) e siano distribuiti come si è detto in c). Per 
quanto si è detto nei nn. 537 bd, c), 538 a), è anche necessario che qua- 
lunque sezione vv a 45° incontri una sezione p'A, di ferri piegati o una 
sezione s'A, di staffe tale da sopportare il taglio 7° nell'intorno di ue, 


(19°) Ulteriori considerazioni sulla distribuzione dei ferri piegati e delle staffe si trovano, ad 
es., nei volumi di E. MòRSCH e di O. DOMKE già citati (note 95 e 17). 
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tenendo presente che lo sforzo complessivo p’S, 0 s'8, è dato dalla (851) 
o dalla (853) (altrimenti la trave può rompersi secondo la vv). Questa 
verifica si deve eseguire in diverse sezioni, specialmente dove T ha va- 
lori elevati. Però anche dove 7 ha valori modesti è prudente che qualunque 
sezione a 45° incontri almeno un ferro piegato o una staffa (il caso della 
fig. 1186 a) è corretto, mentre non lo è quello della fig. 1186 b). Pertanto, 
se le distanze 4x risultanti dal calcolo non soddisfano a queste condizioni, 
si assumeranno più piccole. Può accadere che esse risultino troppo grandi 
quando è grande la sezione dei ferri piegati o delle staffe. Perciò conviene 
usare sezioni minori e ferri più fitti (1%). 

La distanza delle staffe è opportuno che non sia maggiore di 4/2. 

Per tali motivi, spesso si preferisce distribuire a occhio il numero 
necessario di ferri, diminuendo le distanze dove 7 è maggiore. 

e) Anche nei casi in cui i ferri piegati già esistenti sarebbero suffi- 
cienti per resistere alle tensioni dovute al taglio (**), è opportuno disporre 
anche un certo numero di staffe. che fanno aumentare considerevolmente 
la resistenza della trave; tanto più che le Norme prescrivono (art. 18) 
di far assorbire dalle staffe almeno la metà degli sforzi taglianti. 

Nel caso in cui si usino ferri piegati e staffe, le loro quantità, in cia- 
scuna delle due parti della trave dove 7 è positivo o negativo, devono 
essere tali che si abbia (856). (356,) 


(863) V2pA, + s4,> Q,fkho, 


essendo 2, l’area positiva o quella negativa del diagramma 7. 

In pratica, conoscendo il numero p dei ferri che si piegano e la se- 
zione A, di ognuno, dalla (856) si ricava l’area parziale Q,, del diagramma 
del taglio coperta dai ferri suddetti. L’area rimanente Q,, = Q,— 2 
dev'essere coperta da staffe, delle quali si determina il prodotto sA, so- 
stituendo £2,, nella (856,). 

L'area £; del diagramma 7 si divide nelle due parti di aree Q,, e 2, 
mediante una retta orizzontale (fig. 1188). Quindi si determina la distri- 
buzione dei ferri piegati dividendo l’area 2,, in porzioni di area 40,, 


(*) Nonostante il calcolo corretto di p.4,. qualche sezione a 45° 
può incontrare un numero insufficiente di ferri piegati anche per il 
seguente motivo. La (856) presuppone che la distribuzione dei ferri 
sia regolare anche oltre il tratto /y considerato: ossia che qualunque 
sezione a 45° incontri il numero di ferri supposti nella fig. 1178, ciò che 
richiede l’esistenza di ferri piegati anche a sinistra del tratto uv. Invece 
accade sp specialmente alle estremità della trave, che manchi 
qualcuno dei ferri che la uv dovrebbe incontrare (quelli punteggiati Fig. 1187. 
della fig. 1187). 

(1°) Ad es., nel caso delle travi appoggiate la (860) dà p4,=0,74; maz: Per cui basterebbe 
piegare i 7/10 dei ferri longitudinali e lasciare i rimanenti 3/10 in basso, sufficienti per resistere 
al momento flettente modesto che si ha in prossimità degli appoggi. 
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costante (analogamente a ciò che si è detto 
nel n. 539 c). Le staffe si collocano invece a 
c distanze 4x costanti, perchè l’area Q,, è 
[AZ4x= Gg | SQ press’a poco rettangolare. 

Î) Verso le estremità della trave, la 
sezione A, dei ferri longitudinali tesi di- 
minuisce man mano si ripiegano dei ferri verso l’alto; quindi dimi- 
nuisce la resistenza al momento flettente, che però va anch’esso dimi- 
nuendo. Perciò è opportuno verificare la resistenza alla flessione in di- 
verse sezioni, e non soltanto in quella in cui il momento è massimo. 

Si calcola dunque il momento resistente M, di ogni sezione avente 
un numero man mano minore di ferri tesi, e si confronta col momento 
flettente M che agisce nella sezione (analogamente a quanto si disse nel 
n. 239). In ogni sezione deve risultare 1, > M. Conviene perciò tracciare 
il diagramma a gradini del momento resistente 1/, (fig. 1189), sovrap- 
ponendolo al diagramma M (come nella fig. 387 a). Dalla figura si de- 
ducono i punti nei quali si può ripiegare ciascun ferro. 

Calcolata con le formule di progetto (nn. 526. 527) la sezione in cui 
M è massimo, il momento resistente delle sezioni aventi un numero mi- 
nore di ferri si ottiene con sufficiente approssimazione ammettendo che 
h, rimanga invariato (R, = — 0,9 4); per cui si ha in ogni sezione M, = 
= k;A;° ho, che dev'essere almeno uguale a M (es. 1034). In tal modo 
è assicurata la resistenza dei ferri tesi. La resistenza del calcestruzzo 
compresso è ampiamente assicurata, poichè diminuisce lo sforzo comples- 
sivo S, = M/h,, mentre la sezione di calcestruzzo compresso diminuisce 
poco (spostandosi poco l’asse neutro). 

Per un calcolo più esatto basta determinare in ogni sezione la posi- 
zione dell’asse neutro mediante la (811), e assumere 7, = A — y/3. 


Fig. 1183. 


Esercizio 1028. — Una trave di cemento armato, appoggiata alle estremità, 
è lunga 2 = 6 m e la sua sezione è larga 5 = 30 cm e alta H = 70 cm. Determi- 
nare le staffe nella mezza lunghezza, essendo il carico uniforme g = 1400 kg/m. 

Soluzione. È prudente mettere le staffe pur avendosi Tmax < 4 kg/cmq. L'area 
di metà del diagramma T vale Q,= (1/2)4200 - 3 = 6300 kgm = 630000 kgem 
(che coincide col momento flettente nel centro della trave, n. 539 a). 

Se si adottano staffe di 8 mm a due sezioni resistenti, si ha A, = 1,00 cmq; 
quindi dalla (856,) si deduce il numero s delle staffe nella mezza trave (4, = 
= — 60 cm): 

2 630000 


*SEdhk “ mmo- Log > Re 


Usando la relazione (862), le distanze dal centro x, xs... x3 degli estremi dei 
tratti Ax comprendenti una staffa risultano 1,00 - 1,41 - 1,783 - 2,00 - 2,24 - 2,45 - 
2,65 - 2,83 m. 
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Esercizio 1029. — La trave dell’esercizio 1028 sopporta il peso proprio e un 
carico P = 2500 kg nel punto di mezzo. Determinare le staffe. 

Soluzione. Il peso proprio vale q = 1,00 - 0,30 - 0,70 - 2500 = 525 kg/m. Quindi 
il taglio vale T, = 525 - 3 + 1250 = 2825 kg all’inizio della trave e 7,j, = 1250 
kg nel centro; e l’area di metà del diarramma 7 risulta Q, = (1/2)(2825 + 1250)3 = 
= 6112,5 kgm (uguale al momento flettente in mezzaria). 

Se si adottano staffe di 10 mm a due sezioni resistenti (A, = 1,57 cmq), oc- 
corrono s = 5,6 = — 6 staffe in ciascuna metà della trave. 

La metà del diagramma T è un trapezio; dividendola in 6 parti di aree 10, 
uguali, le distanze dal centro dei punti di divisione risultano 0,71 - 1,29 - 1,78 - 
2,22 - 2,62 m. 


Esercizio 1030. — La trave dell’esercizio 1028 è appoggiata in A e incastrata 
in B. Calcolare le staffe, supponendo che non ci siano ferri piegati. 
Soluzione. Le reazioni valgono 


A =(3/8)1400 - 8 = 3150 kg, B = (5/8)1400 - 6 = 5250 kg. 


Quindi le aree delle due parti del diagramma 7 risultano 


/2)5250 - (5/8)6 = 9843,75 » . 
Oppure si calcolano i momenti flettenti massimo positivo e all’incastro 


Mas = (9/128)1400 - 6° = 3543,75 kgm, 
M, =-—(1/8)1400 -6° =— 6300 », 


e quindi si ha Qi, = Mmars Q,= Mo — M na: = — 6300—3543,75= —9843.75 kem. 
Adottando staffe uguali a quelle dell’esercizio 1028, nelle due parti della 
trave ne occorrono 


354375 984375 


7 1200 - 1,00 - 80 — Ga cal, 8 = 7500 - 1,00 - 60 — 13,7=- 14. 


Sa 

Le distanze degli estremi dei tratti Ax dal punto x = 2,25 m, nel quale 

T =0. risultano 1,01 - 1,42 - 1,74 - 2,01 m e 1,00 - 1,42 - 1,73 - 2,00 - 2,24 - 
2,45 - 2,65 - 2,84 - 3,01 - 3,17 - 3,32 - 3,47 - 3,61 m. 


Esercizio. 1031. — La trave dell’esercizio 1028 è armata con 6 ferri longitu- 
dinali di 14 mm. Determinare il numero p dei ferri che si devono ripiegare per 
resistere al taglio senza aggiungere staffe. 

Soluzione. La sezione di un ferro è A,= 1,54 cmq. Quindi dalla (856) si ricava 


Sua 630000 ili 


— 2 -1200 - 1,54 - 60 
Basta perciò ripiegare 4 dei 6 ferri longitudinali. 


Le distanze dal centro degli estremi dei tratti Ax comprendenti un ferro pie- 
gato risultano 1,50 - 2,12 - 2,60 m. 
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Esercizio 1032. - Una trave di cemento armato, appoggiata o incastrata alle 
estremità, è lunga Z7=8 m e la sua sezione è larza b=40 cm e alta H=100 cm. 
Determinare i ferri piegati e le staffe, essendo il carico uniforme q = 3,3 t/m. 

Soluzione. a) Trave appoggiata. Il momento flettente in mezzaria vale M,.4x = 
= 3300 - 82/8 = 26400 kgm, ed è uguale all’area £Q, di metà del diavramma T. 
In mezzaria si abbiano 8 ferri longitudinali di 20 mm (4, = 25,13 emq). 

Se si ripiegano 4 degli 8 ferri, essi coprono una parte dell’area 0, data da (856) 


Q, = V2phA,ho= 2-4 -1200 -3,14 - 86 = 1833000 kgem. 


Quindi resta scoperta l’area 0, = # — Q; = 807000 kgem. Se si usano staffe 
di 8 mm a due sezioni resistenti (4,=1, 06 ema), il loro numero s nella mezza 
trave risulta (856,) 
807000 
“1200 + 1,00 - 86° 
Come verifica, si ha (833) 
V/2-4-3,14+ 8-1,00 = 25,8 cmq = A; mx = Mygiftho. 

Il punto € (fig. 1188) del diagramma 7 dista 3,34 m da A. Le distanze da C 
degli estremi dei tratti Ax comprendenti un ferro piegato risultano 1,67 - 2,36 - 
2,89 m. Invece le staffe si dispongono equidistanti (4x = 0,50 m). 

b) Trave incastrata. L’area di ciascuna metà del diagramma 7 è ancora 
Q, = 2640000 kgem. L’armatura inferiore sia costituita da 7 ferri di 18 mm, dei 
quali se ne ripiegano 5 in alto verso le estremità. Essi coprono un’area parziale 
del diagramma 7 data da 


Q, =V2-5-1200 - 2,54 - 86 = 1853500 kcem. 
E : 


Resta perciò scoperta un’area 9, = 786500 kgem, per la quale si provvede me- 
diante staffe di 8 mm a due sezioni resistenti. Il loro numero è 


— 786500 
— 1200 - 1,00 - 86 


=7,6=-8. 


Esercizio 10833. — Una trave incastrata ha i tratti estremi. lunghi 7 = 80 em, 
di altezza H variabile da 85 a 60 cm. Studiare i ferri piegati e le staffe in tali 
tratti, sapendo che in essi 7 varia linearmente da 8000 a 6500 kg e che M varia 
da — 11300 a — 5500 kgm. 

Soluzione. Nella sezione a metà dei tratti 7 si ha T = 7250 kg ed M= 
= —— 8200 kgm. Il punto V (fig. 1175 a) dista v=-— 2,00 m dalla sezione. Quindi 
il taglio equivalente è 

T* = 7250 — 8200/2,00 = 3150 kg. 


Se nel tratto 7 ci sono due ferri piegati di 18 mm, una sezione wv a 45° li in- 
contra entrambi; quindi in ciascuno si ha (851) 


S, = 3150/2/2 = 2227 kg, o =2227/2,54 = 877 kg/emq. 


Perciò i due ferri sono sufficienti per sopportare il taglio. Tuttavia conviene ag- 
giungere qualche staffa (n. 539 e) 
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Esercizio 1034. — Una trave appoggiata, lunga 10 m, sopporta un carico 
uniforme q = 2 t/m. Studiare la distribuzione dei ferri piegati, in modo che nelle 
varie sezioni risulti M,> M. 

Soluzione. Il momento massimo è M = gl2/8 = 2500000 kgem. Assunta la 
larchezza bd = 40 cm, per £, = 40 kg/emq e £, = 1200 kg/emq le (819), (820) 
danno 4 = 117 cm, A, = 19,5 cmq. Inoltre si ha h° = — 0,9% = 105 em. 

In mezzaria useremo 8 ferri di 18 mm (A, = 8 - 2,54 = 20,3 cmq). Volendo 
ripiegare 4 degli 8 ferri, nelle sezioni aventi 8, 7, 6, 5, 4 ferri il momento resì- 
stente vale 

Ms = 1200 - 8 - 2,54 - 105 = 2560000 kgem 
DM, = 1200 - 7 - 2,54 - 105 = 2240000» 
M; = 1920000 kgem, M;= 1600000 kgem, M, = 1280000 kgem. 


Disegnato il diagramma M parabolico (fig. 1189), le orizzontali aventi come 
ordinate M., M;, M/;, M, determinano i punti nei quali si può iniziare il ripie- 
gamento dei ferri. Tuttavia è opportuno spostare tali punti di un certo tratto À 
(50 cm nella figura), affinchè risulti dovunque M,> M. 


| LLILLLZZZZZZZ) 


1:125 
1em = 12500 kgm 


Fig. 1189. Fig. 1190. 


Esercizio 1085. — Una trave a mensola lunga ] = 1,50 m ha la sezione larca 
b=30 eme l’altezza H variabile da 50 a 70 cm (fig. 1190). Calcolare i ferri pie- 
gati e le staffe. essendo la trave soggetta a un carico P = 4 t nell’estremo libero. 

Soluzione. Limitiamoci a considerare la sezione di mezzo. In essa si ha (te- 
nendo conto del peso proprio della trave) 


T=— 4310 kg, M=—38110 kgm. 


Non vale la pena di calcolare il taglio equivalente T*, perchè esso differisce 
poco da 7, essendo lenta la variazione dell’altezza. L’area del diagramma 7 vale 


Q, = 4310 - 150 = 646500 kgem. 


Nella sezione d’incastro bastano 6 ferri di 14 mm per sopportare il momento 
flettente, che è M, = — 647000 kgem. Di essi se ne ripiegano 4 per lasciarne 2 
in alto in tutta la lunghezza. Ma per coprire l’area £Q, occorre un numero di ferri 
piegati dato da (856) (Ro media = — 50 cm) 


p = 646500//2 - 50 - 1,54 - 1200 = 4,95=-— 5. 


Perciò è necessario aggiungere un altro ferro a 45° in prossimità dell’incastro. 
Tuttavia (n. 539 de nota 104) la sezione uv incontra soltanto 3 ferri piegati, 
che possono sopportare lo sforzo di taglio T = 3 - 1,54 - 1200/72 = 3920 kg, 
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mentre in essa si ha T = — 4500 kg. Perciò si deve aggiungere ancora un ferro 
(punteggiato nella figura); oppure si devono aggiungere delle staffe. Anche nella 
sezione w’v’ la resistenza non è soddisfacente. 

È opportuno piegare i ferri pur avendosi t=—3 kg/cmq < 4 kg/cmq. 


Esercizio 1036. — Dal fianco di un pilastro di 60 x 60 cm sporge una men- 
sola larga db = 60 cm e avente il profilo indicato nella fig. 1191. Essa sostiene la 
rotaia di una gru, che le trasmette un carico 
P= 15 1 distante 40 cm dal filo del pilastro. 
Studiare le armature della mensola. 

Soluzione. Ammettiamo che valga la teoria 
delle travi ordinarie, nonostante la piccola 
lunghezza e la sezione variabile (19). Perciò il 
momento flettente nella sezione d’incastro è 


M = 15000 - 40 = 600000 kgem. 


Il braccio della coppia interna è R,j = — 65 em, 
per cui si ha 

S, = 600000/85 = 9230 kg, 
Fig. 1191. A,= 9230/1200 = 7,7 cmq. 


Basterebbero 4 ferri di 16 mm; tuttavia, data l'incertezza della soluzione, è pru- 
dente usare invece 4 ferri di 20 mm. 

Per resistere al taglio, ripieghiamo 2 dei 4 ferri suddetti e aggiungiamone 
altri 2 provenienti dall’interno del pilastro. Inoltre aggiungiamo 4 staffe di 8 mm 
a due sezioni resistenti. Il taglio che questi ferri possono sopportare è dato da 


41200 - 3,14//2 + 4-1200 - 1,00 = 15460 kg. 


Perciò l'armatura progettata è sufficiente. 
È opportuno calcolare anche gli aumenti delle tensioni nel calcestruzzo e 
nei ferri del pilastro al disotto della mensola provocati dal carico eccentrico P. 


Esercizio 1037. — Studiare l'armatura metallica delle due mensole o gradini 
sostituenti una delle articolazioni di una trave Gerber. Le dimensioni sono indi- 
cate nella fig. 1192. La reazione mutua è di 25 t per ciascuna delle travi longi- 
tudinali. 

Soluzione. L'articolazione è ottenuta appoggiando una parte sull’altra me- 
diante un gradino, che è praticato in ciascuna di esse non solo in corrispondenza 
delle travi longitudinali, bensì per tutta la lunghezza delle due travi trasversali 
d’irrigidimento (punteggiate nella figura). Tuttavia conviene disporre l'armatura 
metallica di tali gradini in corrispondenza delle travi longitudinali, perehè i ferri 
trovano in queste un ancoraggio più efficace (9°). Il calcolo dei ferri non difîe- 
risce sostanzialmente da quello della mensola dell’esercizio 1036. 


(*®) I risultati teorici delle travi a cuneo (n. 597 e) non sono attendibili, causa la presenza 
dei ferri che rendono non omogeneo il materiale, la supposta mancanza di resistenza del calce- 
struzzo alla trazione, e la vicinanza dell’incastro. 

(3?) Conviene però armare i gradini anche nei tratti praticati nelle due travi trasversali (cioè 
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Il momento flettente nella sezione d’incastro del gradino vale M = 25000 - 16 = 
= 400000 kgem: quindi per i ferri tesi (fa = — 40 em) risulta S, = 400000/40 = 
=10000 kg, A;=8,33 cmq. Date le incertezze (trave cortissima), è prudente 
aumentare molto questa sezione, impiegando ad es. 4 ferri di 20 mm, 


Fig. 1192. 


La sollecitazione più pericolosa è quella di taglio. Trascurando il contributo 
delle stafie, si ha per i ferri piegati (851) 
TV2 _ 25000/2 


"A ana 5 = DU , 
DA, = k, 1200 29,46 cmq. 


Adottiamo 10 ferri di 20 mm inclinati a 450 (198), 
Si disporranno inoltre staffe verticali e orizzontali. 


Esercizio 1038. — Un solaio a fungo a campi quadr: ti. di lati 7 = 5,50 me 
di spessore s = 16 cm, è sorretto da pilastri quadrati di 50 em, aventi il 
capitello indicato nella fig. 1193. Il carico 
complessivo è p= 1500 ks/mq. Calcolare i 
ferri della testa a fungo destinati a soppor- 
tare il taglio. 

Soluzione. Consideriamo un quadrato di 
lato 2x, avente il centro sull’asse del pilastro. 
La sua area e il suo perimetro sono 42? e 8. 
Quindi il taglio totale lungo il perimetro e il 
taglio ? per unità del perimetro valgono (pl? 
è la reazione di un pilastro) 


Fig. 1193. 


/ 72 
T=pl— p-40=p(2—42), t=t(i_ e. 


Calcolato # a una distanza x qualsiasi dal centro O di un pilastro, la (851) 
o la (853) consentono di determinare la sezione p'A, dei ferri piegati, o la sezione 


compresi fra le travi longitudinali) con qualche ferro di diametro minore (ad es. di 16 mm), pure 
inclinato a 45°. 

(*®*) Ulteriori particolari sul calcolo delle articolazioni di una trave Gerber si trovano, ad 
es., nel sesto volume (W. GEHLER: Balkenbriicken) del « Handbuch fiir Eisenbetonbau », terza 
edizione, pagg. 393-396. Si vedano anche le pagg. 180, 181, 235, 236, 242, 246. 
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s'A; delle staffe, che una sezione uv a 45°, distante x da O, deve incontrare pei 
ogni metro di perimetro (1°). 
Ad es., per x = 0,75 m si ha per ogni metro di perimetro 


Li 
—__ 8 10,75 


— 4-0,75) = 7000 kg/m. 


Quindi la sezione dei ferri piegati, o delle stafte, che la sezione uv deve incontrare 
risulta 


p'A, = 7000,/2/1200 = 8,25 cmq/m, —s’4,= 7000/1200 = 5,83 cmq/m, 


cui corrispondono 5,4 ferri piegati di 14 mm. oppure 6 staffe di 8 mm a due se- 
zioni resistenti, per ogni metro di perimetro. 

Per x = 1,20 m risulta # = 3827 kg/m, e la sezione uv a 45° deve incontrare 
una sezione p'A, = 4,51 cmq/m, oppure s' A, = 3,19 cmq/jm. 


540. La verifica dell'aderenza. 


Lo sforzo di taglio T sollecita anche l’aderenza fra il calcestruzzo e i ferri, 
tendendo a far scorrere questi rispetto a quello e a provocarne il distacco; ossia 
fa nascere fra i due materiali una tensione tangenziale 7, per unità della super- 
ficie di contatto. L’aderenza persiste, ossia il distacco non avviene, finchè T, è 
minore di un certo valore 7,, che è la massima resistenza offerta dall’aderenza 
(t, = 15 + 30 kg/emq, nota 15). Per la sicurezza dev'essere 7,< Ta/$ = 
= — 5 Kg/emq (11°). 

Considerato un tronco dr della trave (fig. 1194 a), siano 7 lo sforzo di taglio 
nella prima sezione ed M, M, i momenti flettenti nelle due 
sezioni. Se M, = M, ossia (221) se T=0, i ferri sono sog- 
getti a sforzi S = $, nelle due sezioni, e quindi non tendono 
a scorrere (7, = 0). Se invece T = 0, ossia se M, + M, lo 
sforzo totale dei ferri tesi vale nelle due sezioni 


Li. hu gate ELE, 


Fig, 1194. — ho 


La differenza dS = dM/h = Tdr/h, dev'essere equilibrata dall’aderenza, che vale 
t,e dx, se e è il contorno complessivo di tutti i ferri. Perciò si ha 


Tae da = Tdx/hy 


da cui 
n Re; 
(864) Ta = che * 


L’aderenza è più cimentata alle estremità della trave, dove 7 è massimo. 


(**) Si può anche calcolare la sezione complessiva delle staffe o dei ferri piegati in una zona 
larga uno ed estesa da r = aa x = ò (v. O. ZANABONI: Formule per il caicolo prutico dei ferri 
inclinati nei solai a fungo, « Ace. d. Scienze », Bologna, 1945). 

(11°) La t, dev'essere poco diversa dal valore ammissibile per la tensione tangenziale 1 
(n. 536 e), perchè anche se il calcestruzzo non si stacca dal ferro si deve considerare la possibilità 
della rottura del calcestruzzo per scorrimento lungo una superficie cilindrica poco esterna al ferr: 
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Confrontando la (864) con la (848), si riconosce che si ha 7,2 7 secondo che 
c£b. Allo stesso risultato si giunge anche considerando il calcestruzzo sotio- 
stante a un piano orizzontale più basso dell’asse neutro (fig. 1194 b), il quale 
è in equilibrio sotto l’azione della forza tb dr che riceve dal calcestruzzo sovra- 
stante e della forza di aderenza T,€ dr che riceve dai ferri. Per cui dev'essere 


Té6='TtD, ossia Ta T=Dbt@ 


La t, si può diminuire aumentando il contorno c dei ferri (864). Perciò, a pa- 
rità di sezione A,, conviene impiegare molti ferri di piccolo diametro d anzicliè 
pochi di srande diametro (11). 

Di solito la verifica dell'aderenza è superflua quando d non è maggiore di 
25 mm. Inoltre si tralascia quando i ferri terminano con uncini tondi, che assì- 
curano un efficace ancoraggio. 

Finchè il calcestruzzo teso resiste, la T, è minore del valore teorico (864). 

Esercizio 1039. — Una trave appoggiata lunga 68 m è soggetta al carico uni- 
forme g = 1500 kg/m. Calcolare la tensione di aderenza. 

Soluzione. Il momento massimo è M = 675000 kgem. Se db = 30 cm, R = 
= 60 em, ho = 54 em, occorre in mezzaria A, = 10,4 cmq. 

Adottando 4 ferri di 18 mm (A, = 10,2 cmq) e lasciandone due in basso fino 
alle estremità della trave (c = 11,3 cm), si ha alle estremità stesse (864) (7 = 
= 1500 - 6/2 = 4500 kg) 

4500 


=“. 7,4 kg/cmq . 


To 
Questo valore è superiore a 5 kg/cmq; tuttavia si può accettare se i ferri termi- 
nano con uncini tondi. 
Se invece si adottano 8 ferri di 15 mm (4, = 10,6 cmq) e se ne lasciano tre 
in basso fino alle estremità (c = 14,1 cm), risulta 7a = 5,9 kg/cma. 


Esercizio 1040. - Determinare la lunghezza % di cui si devono affiancare i 
due ferri nelle giunzioni per sovrapposizione (n. 517 d). 
Soluzione. Se d è il diametro, lo sforzo di trazione nei ferri è 0 ‘77d?/4, e lo 
sforzo totale di aderenza è ta 744. Quindi si ha 
Tad. =07d>j4, da cui i =(0/47,)d. 


Se si vuole che 7, raggiunga il valore (già pericoloso) di 15 kg/emq quando 
il ferro raggiunge la tensione di snervamento o = 2400 kg/cmq, risulta 4 = 40d. 


541. I solai di cemento armato. 
a) Solette. Il tipo più semplice di solaio di cemento armato è costi- 


tuito da una soletta di spessore costante, appoggiata o incastrata in 


(11) Quattro ferri di diametro d hanno la stessa sezione 4, di un ferro ai diametro 2d, ma 
hanno il contorno totale c doppio: 


A,=4<a7d2/4 = a(2d)?/4, c=4-1d= 2(22d). 
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corrispondenza dei due lati più lunghi l, (fig. 1195). Essa funziona circa 
come un insieme di strisce, ossia di travi, aventi la portata uguale al 
tato minore 7. L’armatura metallica è costituita da tondini disposti pa- 
rallelamente ai lati minori, ossia secondo la portata, e situati in prossi- 
mità della faccia inferiore o di quella superiore, secondo che If è posi- 
tivo o negativo (11°). 

Le solette sono convenienti quando la portata, ossia il lato minore I, 
non supera un certo valore (circa 3 m); perchè se la portata è grande 
risulta uno spessore troppo elevato. 

Di solito la soletta si appoggia anche in corrispondenza dei lati mi- 
nori l; tuttavia questi appoggi hanno un’influenza trascurabile se 7, è 
notevolmente maggiore di 2 (cioè se 7, > 27). Quando invece 7, è uguale 
a lo poco maggiore, questi appoggi sono molto efficaci. In tal caso si 
arma la soletta nelle due direzioni, e si calcola come una lastra (v. i 
nn. 545, 622 e). 


one 
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Fig. 1195. Fig. 1196. 


b) Solai con nervature. Per evitare lo spessore rilevante che dovrebbe 
avere una soletta semplice quando la portata è grande, pensiamo di riu- 
nire i suoi ferri a gruppi (fig. 1196), e di sopprimere le parti di calce- 
struzzo punteggiate (inerti, e quindi inutili, perchè situate al disotto 
dell’asse neutro), lasciando soltanto delle nervature per rendere solidali 
i ferri col calcestruzzo superiore rimasto. In tal modo si risparmia molto 
calcestruzzo, e si diminuisce inoltre il peso proprio del solaio. 

Il solaio risulta così formato da solette sostenute dalle nervature, e 
aventi come portata la distanza di queste (esse si armano perciò con 
ferri disposti normalmente alle nervature), e da travi aventi la sezione 
a T, costituite da ciascuna nervatura e dalla porzione di soletta corri- 
spondente. 

Quando le dimensioni del solaio sono considerevoli, anche le nerva- 
ture suddette (secondarie) possono essere sostenute a loro volta da ner- 


(113) È prudente però disporre qualche ferro anche parallelamente a l,. sia per ripartire me- 
glio i carichi parziali, sia per resistere ai momenti fiettenti nei piani normali alla portata. che 
sono sensibili specialmente in prossimità dei lati minori (n. 630, fig. 1367), se anche questi sono 
appoggiati o incastrati. 
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vature principali di maggiori dimensioni, disposte normalmente, e so- 
stenute dai muri perimetrali e talvolta anche da pilastri intermedi (solai 
composti). 

Anche le fondazioni continue o a platea, aventi lo scopo di ripartire il peso 
di un edificio sopra una grande superficie di un terreno cattivo, si comportano 
come solai soggetti alla reazione del terreno rivolta verso l’alto. Perciò questi 
solai hanno la soletta inferiore poggiante sul terreno e le nervature superiori 
(solai rovesci). Il loro calcolo non differisce da quello dei solai comuni. 

c) Solai con laterizi (0 misti). Spesso in luogo del calcestruzzo sop- 
presso nella fig. 1196 si predispongono degli speciali laterizi forati (che 
non aumentano molto il peso del solaio, essendo leggeri), i quali riman- 
gono poi imprigionati dal calcestruzzo delle nervature e della soletta 
(fig. 1204). Essi consentono di evitare le casseforme di legno per le ner- 
vature, perchè i loro fianchi costituiscono le sponde delle casseforme du- 
rante il getto. Questi solai hanno anche il vantaggio di avere la super- 
ficie inferiore piana, anzichè nervata. Inoltre sono migliori isolanti per 
il calore e per il suono. 

d) Le sollecitazioni. Il calcolo delle sollecitazioni M e 7 nelle travi 
di un solaio di cemento armato (cioè in una striscia di soletta, o in una 
trave a T di un solaio con nervature) non differisce da quello usato per 
le travi ordinarie. 

Spesso però per le travi di una sola campata, caricate uniformemente, 
si assume il momento in mezzaria uguale a g72/10 = gq12/12 — gql2/14, se- 
condo l'efficacia minore o maggiore degli incastri alle estremità (97/8 se 
appoggiate). Il momento d’incastro si assume uguale a — gl2/18 — — gl2/12. 
Nei casi medi si assumono i due momenti uguali a + g/2/12 (v.iln. 482 4 
e la relativa nota 194). 

Come portata di una trave si assume una lunghezza tenrica maggiore 
della distanza fra i Jembi dei muri portanti (n. 191 c). Se la trave è con- 
tinua, si assume l’interasse fra gli appoggi. Se la trave è semplice, si può 
aumentare la luce libera 7 di 7/20, cioè si considera una lunghezza teo- 
rica 2 = 1,05! (1). Però come momento d’incastro si può assumere quello 
che si ha nelle sezioni a filo col sostegno (n. 484 d). 

Nel caso delle travi iperstatiche si calcolano le reazioni sovrabbondanti 
tenendo conto del momento d'inerzia J., dell'intera sezione (cioè anche 
del calcestruzzo teso, n. 552). 

Per il calcolo dei solai funzionanti come lastre si vedano il n. 545 
e il Cap. XXVI. 


(1) Quando si usano formule del tipo della M,, = al8/8 si suppone che il carico sia esteso a 
tutta la lunghezza teorica 7), mentre in realtà è esteso solo fra i lembi dei muri. L’errore che così 
si commette è però molto piccolo, perchè al carico 9 - 0,025 che si aggiunge da ciascuna parte 
corrisponde un eguale aumento delle reazioni e un aumento di 24 che vale (1/2) g (0,0251)? = 
= g1°/3200 = (1/400)21°/8. 
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542. Il calgolo delle solette. 


a) Come si è già detto, le solette semplici s’impiegano quando la 
minore dimensione non supera 2,50 — 3,00 m. Per il calcolo, si con- 
sidera una striscia di soletta larga ad es. d = 1,00 m, e si determinano 
l’altezza utile % e la sezione A, dei ferri mediante le formule di progetto 
(819). (820). Tuttavia è necessario qualche tentativo, perchè il peso prc - 
prio dipende dallo spessore incognito. Previsto dungue un certo spes- 
sore s (es. 1041), il peso proprio per unità di lunghezza della striscia è 
1.00 - 1,00 - s - 2500 kg/m. A questo si aggiunge il sovraccarico o cari o 
utile, e si ha il carico unitario g complessivo. Si calcola poi il momento 
fiettente in mezzaria, cioè M = 97/8 se la soletta è appoggiata, J = gq03/12 
se è incastrata (n. 541 d) (l1= 1.05/). Quindi (819) si calcola R= c,///100. 
Il valore trovato dev'essere inferiore a s di 1,5--2,0 cm (ricoprimento); altri- 
menti si ripete il calcolo assumendo un altro valore di s. Poi si calcola 
A; = 6;.II - 100, e si ripartisce A, in un certo numero (53-8-10) di ferri 
da mettere nella larghezza di un metro. 

Secondo le Norme attuali (art. 25), lo spessore s non dev'essere mi- 
nore di 7/30, e in ogni caso non minore di 8 cm. 

Il calcolo suddetto si può evitare facendo uso di diagrammi (114) che tengono 
conto del peso proprio e che danno direttamente &, s, A, per dati valori della 
portata e del carico utile e per ogni tipo di vincolo; oppure danno A; e il carico 
utile quando lo spessore s sia noto. 

b) Come si è detto, la sezione A, trovata si ripartisce in un certo 
numero di ferri, ad es. 8 ogni metro, che nella parte centrale della so- 
letta si dispongono in basso. Di questi ferri se ne lascia alternativamente 
uno in basso per tutta la lunghezza della soletta e uno si ripiega in alto 
verso le estremità. Le piegature non si fanno a 45° come per le travi, bensì 
con l’inclinazione di 1:2 o di 1:3. 

Se la soletta è incastrata, alle estremità si aggiungono altrettanti 
spezzoni quanti sono i ferri piegati, per avere in alto la stessa sezione 
A; di ferri tesi che si ba in basso in mezzaria. Perciò la verifica della se- 
zione all’incastro è superflua, perchè, rispetto alla sezione in mezzaria, 


il momento M, = — gql/12, l'altezza utile è e la sezione A, dei ferri tesi 
hanno gli stessi valori, mentre si ha in più una sezione A) = A4;/2 di ferri 
compressi. 


Le Norme (art. 27) prescrivono di disporre anche, paralletamente al 
lato maggiore, un’armatura secondaria di ripartizione di sezione uguale 
almeno al 25% di quella dell'armatura principale (nota 112). 

Di solito nelle solette le staffe sono superfiue, perchè difficilmente la 
t supera i 4 o i 6 kg/cmq (n. 536 e, nota 93). 


(*!*) Si veda ad es. il volume citato (nota 68) di A. ARCANGELI, pagg. 89-91. 
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Esercizio 1041. - Progettare una soletta di luce libera uguale a 2,80 m, in- 
castrata agli estremi, essendo il carico utile di 800 kg/mq. Si assumono £, = 40 
kg/emq, £; = 1200 kg/emq ed n= 10. 

Soluzione. Proviamo ad assumere s = 14 em. Considerando una striscia di 
soletta larga 1 m, il peso complessivo per unità di lunghezza risulta 


1,00 - 1,00 - 0,14 - 2500 = 350 
pavimento = 50 


carico utile = 800 


q= 1200 kg/m. 


La lunghezza teorica è 1,05 - 2,80 = 2,94 m. Quindi il momento in mezzaria vale 
M = 1200 - 2942/12 = 86400 kgem, 
e l’altezza utile risulta 


h=0,457/86400/100 = 13.7 em. 


Lo spessore s = 14 cm assunto è dunque insufficiente. 
Provando con s = 16 cm, si ha 


q = 1,00 - 1,00 - 0,16 - 2500 + 50 + 800 = 1250 kg/m. 


Quindi si ottiene 
DM = 1250 - 2942/12 = 90000 kgem 


h = 0,467,/90000/100 = 14,0 cm. 


Lo spessore assunto s = 16 cm va bene. 
Sì ottiene poi 


A, = 0,00195,/90000 - 100 = 5,85 emq/m . 


Si possono impiegare per ogni metro 5 ferri di 12 mm (A, = 5,65 cmq, o, = 1240 
kg/cmq), oppure 8 ferri di 10 mm (A, = 6,28 cmq). 

Alle estremità si ripiega verso l’alto un ferro sì e uno no, e si aggiungono altret- 
tanti spezzoni in alto, lunghi almeno 60 70 em. 

Se si calcola la tensione tangenziale alle estremità, si trova 7 = 1,46 kg/cma. 
per cui le staffe sono superflue (tanto più che una parte del taglio è assorbito 
dai ferri piegati). 


Esercizio 1042. — La soletta dell’esercizio 1041 è appoggiata agli estremi. 
Soluzione. Assumendo s = 20 em, si ha 
q = 1,00 - 1,00 - 0,20 - 2500 + 50 + 800 = 1350 kg/m 
M = 1350 - 2942/8 = 146000 kgem 
h = 0,467/146000/100 = 17,8 em. 


Quindi va bene lo spessore assunto. 
Si trova poi A, = 7,45 cmq/m (7 ferri di 12 mmoo 10 ferri di 10 mm). 
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Esercizio 1043. — La soletta dell'esercizio 1042 è appoggiata sui mun per 
25 cm. Calcolare la max o sui muri. 
Soluzione. La reazione d'appoggio vale 
A = 1350 - 2.94/2 = 1985 kg. 
Quindi sul lembo del muro si ha (218) 
1985 


sin = L.80 tele 
Omer =? 100 - 23 1,59 kg/cmq . 


Esercizio 1044. - La soletta dell’esercizio 1041 è incastrata nei muri per 
25 cm. Calcolare la max o sui muri. 


Soluzione. Si ha A = 1250 - 2,94/2 = 1838 kg, M, = — 90000 kgemn. Quindi 
sul lembo del muro si ha (219) 
2 0, 5 90000 ui 
Ciras = 100 ni 1838+ 3 25 ) = 10,1 kg/emq. 


Fsereizio 1045. — La soletta dell'esercizio 1042 ha due campate uguali di 
m 2,80, ed è continua sul muro intermedio. Calcolare la max o su questo muro, 
che ha lo spessore di 25 cm. 

Soluzione. Occorre lo stesso spessore di 20 em trovato nell’esercizio 1042, 
perchè sull'appoggio intermedio si ha ancora (es. 247 db) M, = — g7g/8 = — 146000 
kgem. Quindi il peso è q = 1350 kg/m. 

La reazione dell’appoggio intermedio vale (315) 


C = (10/8)1350 - 2,94 = 4963 kg. 
Quindi sui due lembi del muro si ha (218) 


4953 ai È 
Omaz = 2 100 - 25 = 3,97 kg/cmq a (115) 


Esercizio 1046. — Studiare la base a plinto armato per il pilastro dell’eserci- 
zio 994 (di 40 cm di lato, con P = 72 t alla 
base del pilastro), sapendo che il terreno può 
sopportare soltanto 1 kg/cmq. 

Soluzione. Previsto per il plinto il peso di 
8 t, il peso sul terreno è P= 80 t. Assumendo 
il lato b = 2,90 m, si ha sul terreno o, = 
= 80000/290? = 0,95 kg/cmq. Però le solleci- 
tazioni nel plinto sono dovute alla reazione 
netta del terreno 60;, = 72000/290? = 0,856 
kg/cmq (perchè la parte di reazione relativa 


25 . x . 
= = al peso del plinto è neutralizzata dal peso 
7 0 I I RIC rca 


Fig. livi. Ciascuna delle quattro sezioni come la 


ellal 


AIAR al 
ENEZELZENENE 


(115) In questo caso, benchè la soletta si comporti come fosse incastrata in corrispondenza 
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rr (fig. 1197 b) è soggetta a un momento flettente provocato dalla rea. 
zione agente sul trapezio mnpg, che vale 0,856(290 + 40)125/2 = 17655 kg e la 
cui risultante dista (18) d=(7/3)(2b+ a):(b+ a)= 78cm da rr; per cui M= 
= 17655 - 78= 1377000 kgem. La sezione resistente è trapezia (fig. 1197 a). 
Assumendo per la zona compressa una larghezza media di tentativo di 80 cm, 
le (819), (820) danno &3= 61,3 cm (H = 65 cm), A,= 20,5 cmq (13 ferri di 14 mm). 
Si eseguirà poi la verifica della sezione rr usando il metodo grafico del n. 532. 

La tensione tangenziale di punzonamento fra il pilastro e il plinto ha il va. 
lore medio (le quattro sezioni all’attacco col pilastro si conservano verosimilmente 
piane; n. 177) 7= 0,856(290* — 402) : 4 - 40 - 65= 6,8 kg/emq > 4 kg/emq. Perciò 
(art. 18) sono necessari dei ferri per assorbire il taglio. Tracciate quatiro sc- 
zioni « 45° come la uv (fig. 1197 a) passanti per i quattro lati della sezione di 
base del pilastro. la reazione che tende a sollevare la parte di plinto esterna 
a tali sezioni vale 0,856(290* — 170°) = 47250 kg. Se facciamo astrazione dalla re- 
sistenza del calcestruzzo (art. 18 e nota 22), impiegando dei ferri a 45° lo sforzo 
complessivo in tutti i ferri incontrati dalle quattro sezioni è 47250,/2 = 66820 kg; 
per cui è necessaria una sezione totale A, = 66820/1200= 55,7 cmq. Se si usano 
38 ferri di 14 mm, ognuna delle quattro sezioni ne deve incontrare nove. Lungo 
le quattro sezioni verticali passanti per il quadrato www si ha nel calcestruzzo 
Tmax = 47250/4 - 170 - 0,9 + 43 = 1,8 kg/cmq; per cui non occorrono altri ferri (11°), 


543. Il calcolo delle nervature. 


a) Eseguito il calcolo della soletta, e quindi già noti in modo defini- 
tivo il suo spessore e il suo peso, si calcolano le travi o nervature del 
solaio. Il peso che ognuna di esse deve sopportare è quello, già noto, della 
soletta e del sovraccarico compresi fra le mezzarie delle nervature, più 
quello della nervatura, ancora incognito al pari della sporgenza di questa. 
Perciò si deve prevedere per le nervature una certa sporgenza, ossia un 
certo peso; tuttavia non sono necessari dei tentativi come nel calcolo 
della soletta, perchè anche se la sporgenza che poi risulta dal calcolo 
sarà diversa da quella prevista, la variazione del suo peso fa cambiare 
pochissimo il peso complessivo. 

b) All’inflessione di ciascuna nervatura partecipa anche un striscia 
della soletta adiacente, per cui ogni trave ha la sezione resistente a forma 
di T. Tuttavia non è prudente fare assegnamento sul concorso dell’intera 
larghezza 1, di soletta compresa fra le mezzarie delle nervature, bensì, 
di solito, soltanto su quello di una striscia minore è (fig. 1198 a). 


del muro intermedio, la max o sul muro è molto minore di quella trovata nell’esercizio 1044, 
perchè il momento d’incastro non è sopportato dal muro, ben-ì è un momento interno della 
soletta dovuto alla continuità. 

(14) Per il calcolo di una base costituita da una lastra circolare si veda il volume di V. LEWE: 
Pilzdecken, Berlino, Ernst, 1926, pag. 114. 

Vari tipi di basi dei pilastri sono considerati nel Cap. 9 del volume di C. W. DUNHAM 
citato nel n. d0d. 
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pl; — Infatti la soletta, essendo solidale 
] con la nervatura, è costretta a su- 
! ! bire gli accorciamenti (se M è posi- 

a) tivo) o gli allungamenti (se M è ne- 
gativo) della parte superiore di que- 
sta soltanto nell'’immediata vicinanza; 


te i 
iI mentre a maggior distanza essa ten- 
Ii Li de a conservare invariata la sua lun- 
! db) ! ghezza (fig. 1198 b) (1). Perciò la &, 
Jai il e la o, nella soletta, nella direzione @ 
: della nervatura, diminuiscono al cere- 
"ts Pu---h+ scere della distanza dalla nervatura 


stessa; e quindi la soletta contribuisce 
a resistere al momento flettente in 
misura minore che nel caso in cui la co, fosse costante in tutta la sua 
larghezza !,. È dunque naturale far assegnamento soltanto su di una 
larghezza reagente b di solito minore di ?,, e considerarla pienamente 
solidale con la nervatura nel resistere al momento flettente (18). 

La larghezza reagente d è fissata dalle Norme. Quelle attuali prescri- 
vono (art. 24) di assumerla uguale alla larghezza d, della nervatura più 
10 volte lo spessore s della soletta più 6 volte l’altezza delle eventuali 
mensole della soletta (purchè naturalmente non si superi /.). Nel caso di 
una trave di bordo, cioè avente la soletta da una sola parte, alla larghezza 
b, si aggiunge 5 volte lo spessore s e 3 volte l'altezza dell'eventuale mensola. 

c) Noto il momento flettente M,,.,, e assunta la larghezza reagente b, si 
calcolano l’altezza utile ” (fig. 1199 a) e la sezione A, dei ferri tesi mediante 
le (819), (320): 

(a) h = VM nad, A; = VM naz dD. 


Fig. 1198. 


L'altezza utile % risulta modesta in virtù della notevole larghezza b. 


(1!") La soletta tende a irflettersi quasi esclusivamente nella direzione della sua dimensione 
minore, cioè normalmente alle nervature, e molto meno nella direzione di queste. Comunque, a 
questa seconda flessione corrisponderebbe un asse neutro a metà dello spessore, per cui sarebbe 
compressa in alto e tesa in basso. Invece la nervatura la costringe a essere pressochè tutta com- 
pressa (molto in alto e poco o nulla in basso); costrizione dalla quale la soletta tende a emanci- 
parsi man mano cresce la distanza dalla nervatura. 

(1!) La larghezza reagente b è quella che occorre affinchè calcolando la trave con la teoria 
ordinaria della flessione, cioè supponendo la c costante in tutta la larghezza b, si ottenga una 
c uguale a quella massima che si ha nelle condizioni reali. 

Lo studio della trave reale, ossia la determinazione della legge di variazione della c nella 
larghezza della soletta e quindi della c massima, è stato effettuato da vari ricercatori. Si veda 
ad es. la memoria di T. v. KARMAÀN: Die mittragende Breite, « A. Fòoppl zum siebzigsten Geburts- 
tag », Berlino, Springer, 1924, pagg. 114-127. In questo studio la larghezza è risulta uguale a 
una frazione della lunghezza / della trave (© = — 0,27). Perciò era giustificata la norma, ora 
soppressa, che prescriveva come uno dei possibili valori d una frazione di /. Si veda anche 
la memoria di M. T. HUBER: Biegungsprobleme eines durch Querrippen versteijten orthotropen 
Pluttenstreijen, «Comptes rendus du II Congrès intern. de Méc. appl.», Zurigo, 1926. 
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Se l’asse neutro taglia la soletta, i valori trovati vanno bene senz’al- 
tro; se invece taglia la nervatura, si eseguirà poi il calcole di verifica della 
sezione (n. 531). 

d) Si passa poi al calcolo delle sezioni agli incastri (fig. 1199 b). In esse 
il momento flettente, negativo, è poco diverso (in valore assoluto) da 
Ma: (Spesso si assume M,, = — M; = ql2/12, n. 541 d). Quindi la & 
necessaria, che qui si dovrebbe calcolare mediante la prima delle (a) 


Fig. 1199. Fig. 1200 


con la larghezza bd, invece della db, è molto maggiore della % trovata e 
assunta in mezzaria. Perciò se si lascia invariata la A che si ha in mez- 
zaria, la o. risulta molto elevata. Ciò è anche evidente perchè lo sforzo 
di compressione si concentra nella parte inferiore della nervatura, la cui 
larghezza d, è molto minore della larghezza b della soletta. 

Esistono diversi rimedi per ridurre la o, a valori accettabili. Anzi- 
tutto è spontaneo aumentare l’altezza della sezione, profilando a men- 
sola la parte inferiore della trave in prossimità degli incastri (fig. 1200 a) (119). 
Si può invece aumentare la larghezza db, della nervatura, allargando que- 
sta a coda di rondine alle estremità (fig. 1200 b). Spesso si adottano en- 
trambi i rimedi (fig. 1200 c), quando le mensole risulterebbero troppo alte 
se si assumesse per 4 il valore suddetto. Naturalmente conviene anche, 
in queste zone molto compresse, usare un calcestruzzo più ricco di ce- 


(1!*) In tal modo anmenta il braccio }, della coppia interna, e quindi diminuisce lo sforzo 
totale S, di compressione. Inoltre aumenta l'altezza y delia zona compressa, che è proporzionale 
au dh. Percio la c, dininuisce per entraubi i motivi. Occorie anche una sezione minore di ferro. 
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mento. Infine si può armare la parte inferiore con una sezione rilevante 
di ferro (fig. 1200 d), che assorbe buona parte dello sforzo di compres- 
sione; però questo rimedio è n0co economico, per il motivo detto nel 
n. 529, tanto più che spesso occorrono più strati di ferri, dei quali quelli 
superiori risultano molto vicini all’asse neutro, e quindi inefficaci. 

Le mensole suddette (come pure gli allargamenti a coda di rondine) 
non devono avere un’inclinazione maggiore di 1 : 3, altrimenti la sezione 
orizzontale d’attacco di esse con la trave risulterebbe troppo corta, e si po- 
trebbe avere il distacco per effetto della r,,. Se l'inclinazione è maggiore, 
è opportuno tener conto soltanto della A corrispondente all’inclinazione 
di 1:3 (fig. 1200 e). Infine, gli eventuali ferri compressi prossimi alla 
faccia inferiore della nervatura devono essere validamente staffati, per 
evitare che s’inflettano verso l’esterno per carico di punta (nn. 519 a, 529). 

È opportuno ricordare che nelle mensole inclinate la tensione G, che agisce 
sulla sezione verticale, e che è data dal calcolo usuale, non è una tensione prin- 
cipale. Infatti, in prossimità. della faccia inferiore gli elementi principali (n. 181 a) 
sono quelli giacenti sulla faccia stessa (perchè su di essa è 7 = 0) e sulla sezione 
normale alla faccia. Perciò su questa sezione agisce una G:> 0. Per l'equilibrio 
in direzione orizzontale del prisma della fig. 1201, dev'essere 


(G: cos a) cos a = Gxz; da cui Gi = 0,/cos a = G3(14 tg? a) 
(in armonia con la prima delle (205) per o, = 0). 
Se l’inclinazione è 1:3, si ha tga = 1/3 e quindi o; = 1,110.. 


e) Mentre nelle solette le staffe sono quasi sempre superflue, perchè 
la 7 ha valori modesti (nn. 536 e, 542 bd), nelle nervature invece sono 
necessari ferri piegati e staffe, perchè di solito la 7 supera i 4 kg/emq 
(causa la piccola larghezza d, della nervatura da introdurre nella (848)). 
Si ricordi (n. 536 e) che le Norme prescrivono (art. 18) di far assorbire 
per intero la tensione tangenziale dall’armatura metallica. Esse prescri- 
vono anche che la 7 non superi il valore di 14 kg/emq se il cemento è 
normale, di 16 kg/cmq se il cemento 
è ad alta resistenza. Se lo supera, si 
può ridurre aumentando (848) la lar- 
ghezza b, o l'altezza 7 (e quindi ho) 
della nervatura. 

2. Lo Per il calcolo dei ferri piegati e 

Pig. 1201 delle staffe si vedano i nn. 537-539. DAS a AUZa 

La solidarietà della soletta con le nervature è resa efficace dai ferri della so- 
letta, che corrono normalmente alle nervature e che attraversano queste. Spesso 
però si prolungano nella soletta le staffe delle nervature (ad es. come nella 
fig. 1202) per aumentare la solidarietà. 


Esercizio 1047. - Studiare le nervature di un solaio appoggiate alle estremità, 
aventi la lunghezza di 8 m e l’interasse di 2 m. Il sovraccarico è di 700 kg,1uq. 
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Soluzione. Assunta, secondo le Norme, la portata della soletta uguale all’in- 
terasse delle nervature, ed eseguendo il calcolo come nell’esercizio 1041, lo spes- 
sore della soletta risulta di 11 cm. Perciò il peso della soletta, del pavimento e 
del sovraccarico è di 1025 kg/mq. 

Assunta per la nervatura la larghezza b, = 30 em e prevista una sporgenza 
di 50 cm, il suo peso è 0,30 - 0,50 - 1,00 - 2500 = 375 kg/m. Quindi il peso sop- 
portato dalla nervatura è q =2-1025+ 375 = 2425 ka/m. La lunghezza teo- 
rica è 1,05-8 = 8,40 m, per cui il momento in mezzaria risulta I = 2425 - 
+ 8,402/8 = 21390 kgm = 2139000 kgem. 

La larghezza reagente (n. 543 5) è b = 30-+ 10-11 = 140 cm. Quindi, sup- 
posto che l’asse neutro tagli la soletta, risulta 


h =0,467/2139000/140 = 58 em, A4,=0,00195/2139000 - 140 == 33,6 cmq. 


L’altezza totale della trave sarà H = 63 cm, per cui la sporgenza della nervatura 
risulta di 52 cm, con una differenza di peso di soli 15 kg/m in più del previsto. 
Armiamo in mezzaria con 4 ferri di 24 mm e 4 ferri di 22 mm, cui corrisponde 
Ai, = 33,3 cmq. 

Volendo eseguire la verifica, le (842). (842,) danno y = 14,8 em, J,, = 770180 
em‘. Quindi (814), (815) risulta o, = 41,1 kg/cmq, o, = 1200 kg/emq. 


Esercizio 104S. — Idem, nel caso in cui le nervature siano incastrate alle 
estremità. 

Soluzione. a) Assunto ancora db, = 30 em e prevista una sporgenza di 40 cm, 
il peso della nervatura è di 300 kg/m, e il peso complessivo risulta q= 2350 ke/m. 
Quindi i momenti in mezzaria e alle estremità valgono Mij, = — M, = 2350 - 
* 8,40°/12 = 13820 kgm = 1382000 kgem. Perciò si ottiene 


h = 0,467/1382000/140 = 46 cm, A,=0,00195/1382000 - 140 = 27,1 cmq. 


Altezza totale H = 51 cm; sporgenza 40 em. In mezzaria armiamo con 5 ferri 
di 20 mm e 3 ferri di 22 mm (A, = 27,1 cmq). 

b) Il momento d’incastro alle estremità della lunghezza teorica è M, = 
= — 13820 kem; ma nelle sezioni a filo coi muri esso è soltanto M,= — 11880 
kgm =— 1188000 kgcm. Se alle estremità si usa un calcestruzzo più ricco, si 
può assumere %, = 50 kg/cmq. Quindi, essendo 3, = 30 cm, si ottiene 


h = 0,388/1188000/30 = 77 cm, A, = 0,00238/1188000 - 30 = 14,2 cmq. 


L’altezza totale sarà H = — 81 cm, per cui la sporgenza risulta di 70 em. Oc- 
cerre quindi aumentare l’altezza della nervatura di 30 cm mediante una mensola, 
la cui lunghezza dev'essere almeno 3 - 30 = 90 cm. 


Esercizio 1049. — Per il pilastro dell’esercizio 1046 studiare una base costi- 
tuita da una soletta quadrata e da quattro nervature (fig. 1203). 

Soluzione. Previsto che la base pesi circa 6 t, il peso sul terreno è P, = 78 t. 
Assunta la base di m 2,90 di lato, la pressione risulta o, = 0,93 kg/emq. 

La soletta è incastrata nelle nervature, e la sua portata massima è di circa 2 m. 
Per essa si irova (c,jg=— 0,836 ky/cmq) 4= 25 cm, s = 28 cm, A,= 10,4 cug;m. 
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Il momento flettente M nella sezione d’incastro rr di ciascuna nervatura è 
dovuto alla parte di reazione che corrisponde alla nervatura stessa, ossia alla 
reazione agente sotto il quadrato che ha per diagonale la nervatura. Quindi si ha 


MU = 0,,4° + 2/2/2 = 0,707 - 0,856 - 125 = 1182000 kgem. 


Se all’incastro le nervature sono larghe b, = 50 cm, si ottiene (819), (820) 
RA = 71,8 cem (H= 75 cm), A,= 15,0 emq (5 ferri di 20 mm). All’estremità le 
nervature possono essere larghe 30 cm e sporgenti per 25 cm dalla soletta. 

La sezione necessaria di ferri piegati è (860) pA4, = 0,7 - 15,0= 10,5 cmq. 

Sarebbe più logico disporre le nervatura sotto la soletta, perchè risultere bbe 
compressa la soletta, che ha una larghezza maggiore. Risulterebbe un'altezza & 
minore, ma A, sarebbe maggiore. 


Fig. 1203. Fig. 1204. 


544. T solai misti. 


Il peso proprio di questi solai si ottiene computando il peso del cal- 
cestruzzo e dei laterizi, oppure è dato dai listini dei produttori. Il calcolo 
si riduce a quello di una nervatura e della corrispondente soletta 
(fig. 1204), cioè a quello di una trave a T (es. 1050). 

Agli incastri non si aumenta l’altezza delle nervature mediante mensole, 
per non perdere il pregio della superficie inferiore piana; invece si allargano 
a coda di rondine, usando laterizi appositamente rastremati, come mostra 
la figura. Non è buona pratica quella di rinforzare la sezione d’inca- 
stro diponendo una zona di calcestruzzo pieno, cioè senza laterizi, in 
prossimità dei muri, perchè in tal modo i tratti estremi delle travi sareb- 
bero troppo rigidi. e quindi la sezione d’incastro verrebbe spostata più 
avanti, dove cominciano i laterizi, ossia dove le nervature hanno la lar- 
ghezza insufficiente. 
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Esercizio 1050. — Un solaio misto di 5 m di portata ha i laterizi alti 20 em, 
targhi 33,3 cm e lunghi 25 em. Calcolare 0, e determinare il ferro da mettere in 
ogni travetto, essendo il sovraccarico di 500 kg/mq. 

Soluzione. Il peso di un laterizio sia 6,5 kg. Assunta la soletta di 5 em di 
spessore e supposto che le nervature siano larghe in media 7 cm, la sezione di 
calcestruzzo di un travetto è circa 300 cmq. Quindi il peso sopportato da un 
travetto è 

peso proprio 46,5 + 0,0300 - 1,00 - 2500 = 101 kg/m 
pavimento 0,333 - 1,00 - 50 = 17 » 
sovraccarico 0,333 - 1,00 - 500 =167 » 


q= 285 kg/m, 


Supposto che l’incastro sia mediocre, il momento in mezzaria vale (L= 1,05 -5= 
= 5,25 m) 
M = 285 - 5,25°/10 = 785 kgm = 78500 kgem. 


Usiamo le formule di progetto, pur essendo già noto ®. Per k, = 40 kg/cmq 
e k; = 1200 kg/cmq, si ottiene 


hà = 0,467V/78500/33,3 = 22,7 cm, A, = 0,00195/78500 - 33,3 = 3,15 cmq . 


L’altezza h trovata coincide con quella esistente. In ogni travetto si disporranno 
2 ferri di 14 mm oppure 1 ferro di 20 mm. 

Assumiamo il momento d’incastro M, = — 285 - 5,252/18 = — 436 kgm = 
= — 43600 kgem. La larghezza bd, che devono avere le nervature allargate si de- 
duce dalla è = 0,467/1/,b, e risulta 


bd = 0,467? - 43600/22,72 = 18,5 cm= = 20 em. 
Il ferro necessario in alto deve avere la sezione (hy = 0,9 - 22,7 = 20,4 cm) 
A, = 43600/20,4 - 1200 = 1,78 cmq. 


Si può disporre uno spezzone di 16 mm. 


545. Le solette funzionanti come lastre. 


Quando una soletta è sostenuta lungo tutti e quattro i lati, ed è poco 
diversa da un quadrato (ossia quando /, < 1,5 2), conviene armarla in 
entrambe le direzioni e calcolarla come una lastra. In tal modo i mo- 
menti flettenti nel centro risultano assai minori del mumento che si ha in 
mezzaria di una soletta sostenuta soltanto lungo i due lati maggiori }, 
(cioè funzionante come una trave). Ad es., nel caso della soletta quadrata, 
caricata uniformemente e appoggiata lungo i quattro lati, il momento nel 
centro è circa tre volte minore. Perciò è possibile usare la soletta sem- 
plice anche per portate maggiori di 3 m (cioè fino a circa 5 m) senza che 
lo spessore risulti eccessivo. Il vantaggio economico riguarda però sol- 
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tanto lo spessore, che diminuisce, mentre la quantità complessiva di ferro 
rimane pressochè la stessa, dovendosi armare in due direzioni (nota 121). 

Inoltre le solette sostenute lungo i quattro lati risultano più rigide, 
cioè subiscono minori deformazioni. 

È facile riconoscere che i ferri disposti per sopportare i momenti 
flettenti principali m:, m., sono in grado di sopportare anche il mo- 
mento torcente che si ha nelle sezioni non principali. 

In prossimità degli angoli agisce un momento flettente negativo nel 
piano verticale bisettore (n. 630 c). Perciò è opportuno disporre in tali 
zone degli spezzoni di ferro nella parte superiore, per evitare le crina- 
ture che potrebbero manifestarsi in direzione normale alla bisettrice (129). 

Per il calcolo delle lastre si veda il Cap. XXVI, e in particolare i 
nn. 643, 644, 645 a). 


Esercizio 1051. — Studiare una lastra quadrata di m 4,30 di lato, appoggiata 
lungo i quattro lati, che deve sopportare il carico utile di 800 kg/mq. 

Soluzione. a) Previsto lo spessore s = 15 cm, il peso complessivo è p = 
= 1,00 - 1,00 - 0,15 - 2500 + 800 = 1175 kg/mq. La portata teorica (n. 541 d) 
è circa m 4,50. Il momento flettente nel centro della lastra risulta (1110) 


m, = m, = pa?!/25 = 1175 - 4,502/25 = 952 kem/m. 
Assunti i valori X, = 45 kg/cmq e &, = 1200 kg/emq, si ottiene 
h =0,423/95200/100 = 13,1 cm. 


Se si arma con ferri di 10 mm, disponendo quelli paralleli a x distanti 1 em 
dalla superficie inferiore e quelli paralleli a y appoggiati sui primi. si ha A, = 13,5 
cm e È, = 12,5 cm. Perciò nelle due direzioni occorrono le armature 


A,, = 95200/0,9 - 13,5 - 1200 = 6,53 cmq/m, 
A,, = 95200/0,9 -12,5-1200 = 7,05» . 


Quindi i primi ferri saranno distanti tra loro 12 cm e i secondi 11 cm. 

Nelle strisce prossime al contorno e larghe a/4 = 1,125 m si può ritenere 
{nota 183 del Cap. XXVI) che il momento diminuisca linearmente dal valore 
suddetto a zero. Perciò in queste strisce si può aumentare gradualmente la 
distanza dei ferri e disporne la metà. 

La sezione totale dei ferri nelle due direzioni risulta pertanto (121) 


6,53 - 2,25 + (1/2)6,53(1,125 + 1,125) = 22,04 cmq 
7,05 - 2,25 + (1/2)7,05(1,125 + 1,125) = 23,79 » , 


cui corrisponde una sezione unica di (22,04 + 23,79) : 4,50 = 10,2 cmq/m. 


(3) Per le armature delle lastre circolari si vedano, ad es., la memoria di W. NERLICH: Die 
Bewehruna von Kreisplatten, e quella di K. GAEDE: Die Bewehrung von Kreisplatten, «Beton und 
Eisen », 1941, n. 19 e 1942, n. 1-2. 

(121) Se si mantenesse invariata la distanza dei ferri anche nelle strisco prossime al con- 
terno, la sezione complessiva risulterebbe di 61,1 cmq, equivalente a 13,58 cm 1,îm. Quindi sarebbe 
circa la stessa che occorre nel caso della soletta appoggiata lungo due lati opposti. 
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DI 


b) Se invece si considerasse la soletta appoggiata soltanto lungo due lati 
opposti (e si armasse soltanto parallelamente agli altri due lati), occorrerebbe 
uno spessore s = 28 em. Il peso complessivo risulterebbe di 1500 ke/mq, e il 
momento in mezzaria di 3800 kgm/m. Il ferro necessario sarebbe A,= 13,28 cemq/m. 


Esercizio 1052. — Studiare una lastra rettangolare di lati a = 5,00 ne b= 
= 6,00 m, appoggiata lungo i quattro lati, che deve sopportare il carico utile 
di 600 kg/ma. 

Soluzione. a) Previsto lo spessore s = 18 cm, si ha p = 450 + 600 = 1050 
kg/mq. Trascurando l’aumento della portata teorica (n. 541 d), si ha per b/a = 1,2 
e per v = 0,1 (n. 630 d) 

m, = 0.0558 - 1050 - 5? = 1465 kym/m 
m, = 0,0396 - 1050 - 52 = 1040 » 


Assunti i valori %, = 45 kg/emq e £, = 1200 kg/emq, si ottiene 
h = 0,423/146500/160 = 16,2 cm. 
Con h,= 16,5 cm e AR, = 15,5 cm (es. 1051), risulta Asa = 8.22 emq/lm 
(1 ferro di 10 mm ogni 9,5 em) e A,, = 6,21 cmq/m (1 ferro di 10 mm ogni 
12.5 cm). Nelle strisce prossime al contorno e larghe a/4= 1,25 m si possono 
diradare progressivamente i ferri. 
b) Se la soletta si considerasse appoggiata lungo i due lati maggiori (e si ar- 


masse parallelamente ai lati minori), occorrerebbe lo spessore s = 29 cm e si 
avrebbe m, = 4150 kgm/m. 


546. Le travi pressoinflesse. Calcolo di verifica. 


a) Sono soggetti a flessione e pressione (n. 259) (ed eventualmente a 
taglio) i pilastri, gli archi e talvolta anche le travi orizzontali (ad es. 
quelle dei telai). La presenza della componente normale N fa sì che l’asse 
neutro non è più baricentrico come nel caso della flessione, bensì (n. 261 a) 
è l’antipolare del centro di pressione rispetto all’ellisse d’inerzia della 
sezione reagente (trasformata in calcestruzzo). La distanza y risulta au- 
mentata, perchè ora lo sforzo di compressione deve prevalere su quello 
di trazione per un insporto uguale a N, e quindi deve crescere l’area 
compressa. 

Si tenga presente (n. 518 d) che, in generale, nelle travi di cemento ar- 
mato le tensioni non si ottengono come nel n. 262 a), cioè sommando quelle 
dovute separatamente a N e a M. Infatti, alle due sollecitazioni corrispon- 
dono sezioni reagenti diverse, poichè a N centrato reagisce l’intera se- 
zione, mentre a M non reagisce il calcestruzzo teso (!°?). La sovrapposi- 


(***) Per la forza N centrata si ha una o, di compressione in tutta la sezione, e per la coppia 
M si ha o, = 0 al disotto dell’asse neutro di flessione. Quindi, se si sommassero le oc, risulterebbe 
dovunque una o, di compressione. Mentre in realtà, se l’asse neutro vero taglia la sezione (ossia 
ee N agisce fuori del nocciolo), al disotto di esso dev’essere = 0. 
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zione è lecita solo nel caso in cui l’eccentricità di N è molto piccola, 
ossia se N agisce dentro il nocciolo (n. 546 bd). ° 

Studieremo soltanto il caso più frequente in cui la sezione è simme- 
trica e il centro X di pressione è sull’asse di simmetria. 

b) Consideriamo da prima il caso in cui N agisce in un punto interno 
al nocciolo d’inerzia dell’intera sezione (trasformata in calcestruzzo). In 
questo caso (n. 261 d) la sezione è tutta compressa, e quindi tutta rea- 
gente. Perciò, se si trasporta N nel baricentro della sezione e si aggiunge 
una coppia -M = Ne, in un punto generico distante y dall’asse baricen- 
trico si La 


(865) 0, = 


dove A., e J,, sono l’area e il momento d'inerzia dell’intera sezione tra- 
sformata in calcestruzzo (128). 

Se X è esterno al nocciolo, ma la c, di trazione nel calcestruzzo non 
è maggiore di 4 + 6 kg/cmq, si può ancora usare la (865). 

Gli estremi del nocciolo d’inerzia si determinano nel modo solito (n. 96): 
trovato il baricentro della sezione A,., si calcola J, ; rispetto all’asse baricentrico; 
poi si ha Qî, =J c;/4 6, ; infine w = dì, ly", =:pî yy” (es. 1053, 1054). 

Nel caso della sezione rettangolare con doppia armatura simmetrica (4, = 
= A,), indicando con u la percentuale di ferro (u = 24,/6H), la semidiagonale 
del nocciolo varia fra i seguenti valori 


(a) w=(1+ 8u)H/6 - (1+ 134)H/6, 


secondo che H è piccola o grande (il ricoprimento ha maggiore o minore influenza). 


ce) Nel caso della sezione rettangolare (per 

X Ta NÙ le sezioni non rettangolari si veda il n. 548) 

compressa in un punto X esterno al nocciolo 

(X interno o esterno ‘alla sezione), l’asse neutro 

n taglia la sezione. Determiniamo anzitutto la 
posizione dell’asse neutro. 

Per l’equilibrio fra le tensioni interne e la 
forza esterna eccentrica N (n. 10 a), devono 
essere equivalenti i momenti delle tensioni e 
della N rispetto a una retta qualsiasi del piano 
Hg. 1400» della sezione. Scegliendo la retta r, passante 


(3?) In questo caso M, che da solo provocherebbe nella zona tesa delle c, di trazione inam- 
missibili. provoca invece, in realtà, delle diminuzioni della c, di compressione dovuta a N. Quindi 
nel calcolo della fisssione si deve tener conto di ./,, dell'intera sezione. Vale poi la sovrapposi- 
zione degli effetti, perchè, per ciò che si è detto, la sezione reagente è la stessa per entrambe le 
sollecitazioni. 
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per il centro di pressione X (12) e normale all’asse s di sollecitazione 
‘tig. 1205), si ha 


È CA { Y "4° 
5) Siy(a + L) 4 054/14 + 8) 0,44 +) = 
Ma sappiamo che 
D N h—- 
(e) 0; = N6, y i * 0, = no, i 


per cui sostituendo, e sopprimendo il fattore comune incognito 0,, ri- 
sulta 


by. Y l h- 
do) $A+4)4 naI® a+ R)—nA, 7 d+M=0. 
Si ottiene così l'equazione di terzo grado in y (125) 
. b bd , 
(866) GYt ag y+tnA(d+h)+A4(d+h)]y—- 


— n[A,h(d + h) + AW(d+h)]=0. 


Se X è interno alla sezione, la distanza d è negativa. 


Questa equazione ha una sola variazione di segno, e quindi una sola radice 
positiva. La radice si può ricavare per tentativi, mediante successive approssi- 
mazioni (128). Oppure si può trasformare l’equazione completa 


AU + ay + ay+ag =0 nella d+pr+q=0, 


mediante la nota sostituzione y = x — a;/3a,. Quindi si risolve usando la formula 
di Cardano, oppure usando la seguente formula molto più semplice, che dà un’ap- 
prossimazione ottima (tanto migliore quanto più piccolo è p rispetto a g): 


(d) ==-Vq+ p[3Vq. 


d) Trovato y, si ottiene o, scrivendo di nuovo l’uguaglianza dei momenti 
deile tensioni e di N rispetto a un’altra retta r,, che conviene assumere 


(1!) La scelta della retta r, per _X è non soltanto opportuna, perchè fa annullare il termino 
noto (ossia il momento di N), ma anche necessaria, perchè solo così si può poi sopprimere il fat. 
tore comune incognito c,. Altrimenti si otterrebbe un sistema di due equazioni (b) ed (e) con le 
due incognite y e 0°. 

(1) Se si scrive la (b;) nella forma 

by(y/2Xd + y/3) + n4/(yu—NYd+h)—nA4,hT_yd+h)=0, 
si riconosce che il primo membro è il momento centrifugo della sezione reagente rispetto all’asse 
neutro n e alla retta r, per X. Ma questo momento deve appunto essere nullo, perchè le rette n 
ed rj sono coniugate rispetto all’ellisse centrale d’inerzia della sezione reagente (X è l’antipolo 
di n). 

(19) Si possono anche assegnare dei valori di tentativo alle frazioni (V—#R):ye(h—wv):y 
che figurano nella (b;), ciò che riduce l’equazione (d;) al secondo grado. Quindi, calcolato y, si 
migliorano i valori delle frazioni suddette e si ripete il calcolo di y. 
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passante per il centro di A, (per avere un termine di meno nell’equazione). 
Tenendo presente la prima delle (c), si ottiene l’equazione 


() Zty(h-4)+ not 4 = MA+ A), 

da cui di 

(867) "= ir - Met n ‘ 
AU ni L nA; (A—- N) 


Quindi si calcola 0, mediante la seconda delle (c). 

e) Si possono anche utilizzare espressioni analoghe alle (371) e (372), che 
sono conseguenza dell’equilibrio fra le tensioni e la forza N (la prima alla trasla- 
zione secondo l’asse della trave, la seconda alla rotazione intorno all’asse neutro). 
Esse diventano (12°) (128) 


5 _ Nn _ Ny 
(8673) da S,  by/2+ nAf(4—h)nA,(h—-y)? 
(867,) Mi Mn N(d+ y)y i 
2 Cosi 


In — by + nA/(y— ME + nA,(h—=y° 


L’uguaglianza dei valori che si ottengono mediante le (867), (867,), (867,) è 
una riprova dell’esattezza del valore trovato di y. 


Esercizio 1053. — Determinare gli estremi del nocciolo della sezione di un pi- 
lastro a doppia armatura simmetrica, avente bd = 40 cm, H = 60 cm, A,= 4, > 
= 12,56 cmq (4 ferri di 20 mm), k=4 cm. 

Soluzione. Si ha 

Je, = 40 - 603/12 + 10 - 25,12 - 26? = 889810 cm$ 
Ae; = 40 - 60+ 10 - 25,12 = 2651 cmq 
dî, = 889810/2651 = 335,65 cm? 
w = 335,65/30 = 11,19 cm = — 11,2 cm. 
Nel nostro caso si ha u = 25,12/2400 = 0,01047. Quindi il risultato ottenuto, 


scritto nella forma (a), è w = (1+ 11,5u)H/6. 


Esercizio 1054. - Idem, nel caso di un pilastro avente © = 50 cm, H = 80 cm, 
A, = 42,4 cmq (6 ferri di 30 mm), A; = 18,8 cmq (6 ferri di 20 mm), h="76cm. 
h=4 cm. 


(2°) Il baricentro X degli sforzi interni elementari cd 4 è anche baricentro dei momenti sta- 
tici delle aree dA rispetto a n, e dista d + y da n. Perciò se nella (867) si moltipiica N per 
d+yv si ha M,, e se si moltiplica S, perd+ysi ha Jn; ciò che conferma }’ qui -alenza delle 
(8673) e (8672). 

(2!) Per quanto si è detto nel n. 529 d), nel caso di numerosi ferri posti a diverse altezze, il 
denominatore della (867,) sì può scrivere brevemente Sn = by? 12 + nAR(h* — Y). 

Invece l’artificio non si presta in questo caso per determinare l’asse neutro. 
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Soluzione. Il baricentro della sezione reagente trasformata in calcestruzzo si 
determina nel modo più semplice calcolando la sua distanza ad es. dal lembo 
teso mediante il momento statico rispetto a questo (13): 


50 - 80°/2 + 10 - 42.4 -4 + 10 -18,8-76 


ae 50 - 80 + 10 - 42,4 + 10 - 18,8 


38,16 cm. 


Il momento d’inerzia rispetto all’asse baricentrico vale 
Jo, =50 ‘38,163/3+50 - 41,848/3-+10 - 42,4 - 34,162+10 - 18,8 - 37,842=2910830 cm4. 


Quindi si ottiene 
2. = 2910830/4612 = 631,14 cm?, 


lo) 
tea: 
6 = 16,54 ecm, w' = 631,14/41,84 = 15.08 em. 


w' = 631,14/38,1 
Il segmento compreso entro il nocciolo è lungo 16,54 + 15,08 = 31,62 cm, 
mentre trascurando i ferri risulterebbe 80/3 = 26.67 cm. 


Dal punto di mezzo della sezione gli estremi superiore e inferiore del nocciolo 
distano 14,70 cm e 16,92 em. 


Esercizio 1055. — Il pilastro dell’esercizio 1054 è compresso con una forza 
N = 100 t, avente l’eccentricità di 12 cm rispetto al punto di mezzo della se- 
zione (spostata verso i ferri minori). Calcolare 0, e 0,. 

Soluzione. Il centro di pressione è interno al nocciolo, per cui vale la (865). 
Si ha M = 100000 (12 + 1,84) = 1384000 kgem; quindi risulta 


_ 100000 | 1384000 - 41,84 _ 4, 5 xg/om 
PeT 461a * — 2910830 —— #9 £8/0ma. 


Per i ferri minori e per quelli maggiori si pone y = 37,84 cm e y = — 34.16 
em; quindi si moltiplica per 10. Si ottiene così o; = 396 kg/cmq, o, = 54 kg/jcmq. 


Esercizio 1056. — Idem, con N = 85 t e l’eccentricità di 55 cm. 
Soluzione. Il centro di pressione è esterno al nocciolo e alla sezione, e si ha 
(fig. 1205) d = 15 cm. L’equazione (866), moltiplicata per 3, diventa 


25y3 + 1125y° + 1264687 — 8840016 = 0. 


Per tentativi, mediante successive approssimazioni (1°), si trova y= 41,118 
em. Assumiamo y = 41,12 cm. 


('**) Per y = 40 e pery = 45 si ottiene rispettivamente — 381296 e + 1407294 invece di 0. 
Perciò y è compreso fra 40 e 45. Dividendo la differenza 45 — 40 = 5 in parti proporzionali a 
381296 e a 1407294, si trova y = 41,065. Poi si ripete il procedimento per y = 41,0 e per y = 41,2; 
e così di seguito. 

Se invece si trasforma l’equazione mediante la sostituzione y = x — a,/3ag = ®— 15, si 
ottiene 

23 + 4383,72x — 422731,44 = 0. 


Questa si può risolvere mediante la formula di Cardano; oppure mediante la (d), che dà x = 55,6, 
da cui y = 40,6 cm. L’approssimazione non è buona, perchè p non è abbastanza piccolo rispetto a Q. 
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La (867) dà poi 
Le 35000(15 + 76) 
o SOriLi?( 41,12 41,12 —4 


z Line ei La 10 - 18,8 119 (76-4) 


= 41,8 kg/cemq. 


Quindi si ha anche 
76 — 41,12 


0; = 10 - 41,8 dae 


= 355 kg/cmq (trazione). 


547. Le travi pressoinfiesse. Calcolo di progetto. 


Nel calcolo di progetto si fissano di solito c, = k, e o; = k;, n, nonchè 
h'(4 — 5 cm); e si cercano due delle quantità A,, A;, A, d, mentre le 
altre due si assumono ad arbitrio (si hanno due sole equazioni di equili- 
brio disponibili: v. la nota 92). 

Fissati 0, e 0;, è noto il rapporto y/h, in virtù della relazione (n. 526 a) 
y/h = no, : (no, + 0;). Perciò è eliminata la ricerca dell'asse neutro, e le 
equazioni necessarie sono di primo grado. 

Ci limitiamo a considerare i casi più frequenti nella pratica (19°). 

a) Se sono incognite A’ e A,, per ottenere due equazioni con una sola 
incognita in ciascuna si scrive l'uguaglianza dei momenti delle tensioni 
e della forza N rispetto alle rette r, ed r, passanti per il centro dei ferri 
A; e per il centro dei ferri A; (es. 1057). 

Se A; risulta negativa, vuol dire che d e & non hanno valori conve- 
nienti per i valori dati di N e di M. 

b) Se sono incognite d e A,, le rette r, ed r, si assumono passanti per 
il centro dei ferri A, e per il punto distante y/3 dal lembo compresso 

ò (punto d’applicazione della risultante delle 0.) 

iN f DA (es. 1058). 
———- gl c) Se sono incognite % e A,, si prevede un’al- 
È ! tezza H (e quindi una A) di tentativo (per defini- 
re la posizione dei ferri 4,(!*)). Quindi si traspor- 
ta la forza N nel centro di A, (fig. 1206), e si 
aggiunge la coppia M' = N(4+- A). Si calcola 
poi % mediante il metodo di progetto, tenendo 
conto soltanto di M” (nn. 526, 527 o 530, secondo che l’armatura è sem- 
price o doppia). Se il valore trovato per è non coincide con quello pre- 
visto, si ripete il calcolo con un valore di % diverso. Si calcola poi A, 
sempre col metodo di progetto. Infine, poichè la forza N trasportata 
comprime il ferro e ne diminuisce lo sforzo di trazione dovuto a M°”, 


Fig. 1206. 


(13°) Ulteriori particolari sulle travi pressoinfiesse si trovano nel volume già citato (nota 17) 
di O. DOMKE, pagg. 253-272. 

(?3’) Del pilastro è data soltanto la posizione dell’asse, e si conosce l’eccentricità di N rispetto 
all'asse stesso. 
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si diminuisce la sezione trovata A, di N/k,. In tal modo la co, rimane 
invariata e uguale a %;; per cui la e; nel ferro non cambia, e quindi la 
sezione non subisce un’ulteriore rotazione, che modificherebbe le o negli 
altri punti (12) (es. 1059). 
d) Spesso sono date d e A. e accade che la co, risulti troppo elevata se 
si lascia disarmato il pilastro o l’arco. Si cerca perciò la sezione A, 
necessaria per avere o, = k., senza imporre il valore di 0; (188). Si assu- 
mono come incognite y e A,, e si scrivono le equazioni di equilibrio alla 
traslazione secondo l’asse della trave e alla rotazione intorno alla retta 
t, passante per X: 
LA h—-y 3 
= by no: a A,= N 
h—-y 
Yy 
Questo sistema si può risolvere per tentativi. assegnando un valore 
di tentativo a y e ricavando A, ad es. dalla seconda equazione; quindi 
si prova se y e A, soddisfano la prima (es. 1060). 
e) Esistono vari diagrammi (!*) che consentono di risolvere rapida- 
mente i più svariati problemi. sia di progetto che di verifica, che si pre- 
sentano nella pressoflessione (e nella tersoflessione). 


/ 
| Syd +4) no; Afd4+M)=0, 


Esercizio 1057. - Un pilastro avente la sezione di 80 x 60 em è soggetto allo 
sforzo normale N = 8000 kg e al momento flettente M = 19200 kgm (rispetto 
all’asse passante per il punto di mezzo della sezione). Determinare le sezioni A, 
e A; necessarie, affinchè risulti c, = 40 ke/ema, o; = 1200 kg/emq. 

Soluzione. La distanza y dell’asse neutro dal lembo compresso è determinata 
da (lasciando 4 cm di ricoprimento) 


10:40 _ 
PS Wasp = 
L’eccentricità rispetto al punto di mezzo della sezione è e = 19200/8000 = 
= 2,40 m:; quindi N agisce in un punto X distante d = 2 m dal lembo compresso. 
L'equazione di equilibrio alla rotazione intorno ad A, è 


(40/2)60 - 19(76 — 19/3) + 10 - 40(15/19) 4772 = 8000 - 276, 


da cui 4} = 27,2 cmq (6 ferri di 24 mm). 


('*°) Se invece la sezione subisse una seconda rotazione per effetto della N trasportata, qnesta 
provocherebbe delle nuove c, e cy che non si potrebbero sommare con le precedenti, per quanto 
si è detto nei nn. 518 d, 546 a). 

L’artificio suddetto elimina questo inconveniente. 

(38°) Ciò va bene quando il centro di pressione X è interno alla sezione, oppure è esterno 
ma vicino, perchè in tal caso la c, nel ferro risulta modesta. Quando invece .X è distante, può con- 
venire di fissare invece c, = k, (es. 1061). 

(1) V. ad es. C. F. JopI: Diagrammi per il calcolo rapido cd esatto delle sezioni di cemento 
armato, Bologna, Zanichelli, 1937. 
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L’equazione di equilibrio ‘alla rotazione intorno ad 4} è 
12004,72— (40/2)60 - 19(19/3 — 4) = 8000 - 204, 


da cui 4, = 25,0 cmq (8 ferri di 20 mm). 


Esercizio 1058. — La sezione di un pilastro è alta H = 70 em, ed è soggetta 
a N =7 t agente a distanza d =] m dal lembo compresso. Determinare b e 
A, in modo che si abbia o, = 40 kg/cmq, Gc, = 1200 kg/cemq. 

Soluzione. La distanza y risulta 


10 - 40 


v=- 1040 1900 66 = 16.5 em. 


Le due equazioni di equilibrio indicate nel n. 547 b) diventano 
(40/2)b16,5(66 — 16,5/3) = 7000(100 + 66) 
12004,(66 — 16,5/3) = 7000(100 + 16,5/3), 
da cui b = 58 cm, A, = 10,2 cmq (4 ferri di 18 mm). 


Esercizio 1059. — Un pilastro è soggetto a N = 10 t e ad M = 16000 kgm 
(rispetto al punto di mezzo della sezione). Calcolare & e A, in modo che si abbia 
o; = 40 kg/emq, 0; = 1200 kg/emq. 

Soluzione. L’eccentricità è e = 16000/10000 = 1,60 m. 

Assumiamo bd = 60 cm. 

Tentiamo con l’altezza H = 80 cm. Lasciando 5 em di ricoprimento (% = 75 
em), la distanza di N da A; è 195 cm, per cui si ha M' = 100600 - 195 = 1950000 
kgem. Quindi si ottiene 


= 0,467 3 = 84,2 cm > 75 em. 


Proviamo con H = 90 cm, è = 85 cm, M' = 10000 - 200 = 2000000 kgem. 
Si ottiene 
2000 
h = 0,467 | 10000 _ 85,3 em = — 85 em. 


Si ha poi 


A; = 0,001954/2000000 - 60 — 10000/1200 = 21,36 — 8,33 = 13,03 emq. 


Esercizio 1060. — Una sezione di una volta di calcestruzzo. di 80 cm di spes- 
sore, è soggetta allo sforzo normale N = 79 t per ogni metro di larghezza, 
agente con l’eccentricità di 32 cm verso l’estradosso. Calcolare A, in modo che 
risulti o, = 40 kg/emq. 

Soluzione. Senza ferri risulterebbe (383) g,=2- 79000/100 - 3 - 8= 65,8 kg/emq- 

Le equazioni del n. 547 d) diventano 


È 100y — 10 - 40 Do A, = 79000 


5 1009(-8*-%)=10-40 da A/X- 84 76)=0. 
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I e I TTT] e] e OTT] 


Con qualche tentativo, si trova che per y = 44 cm la seconda dà A, = 29,8 
emq. Sostituendo questi valori nella prima, il primo membro risulta 79330 kg. 
Si può dunque armare la volta con 8 ferri di 22 mm per ogni metro di larghezza 
(4, = 30,4 cmq). 


Esercizio 1061. — Idem, nel caso dello sforzo normale N = 15 t, avente l’ec- 
centricità e = 2,90 m. Calcolare A, in modo che risulti o, = %#, = 1200 kg/emq. 

Soluzione. La 0, è legata a 0, da 0, =(1200/10)y :(76 — y). Perciò le due 
equazioni determinatrici di y e di A, risultano 


1 1207 —18 = 15 
| 2 76—y 100y — 12004, = 15000 
1, 120Y a50 + Z\_ 19 P — 
| 2 '16—y 100Y (250 +3) 12004, -326 =0. 


Per tentativi, si ricava y = 27 em, A, = 59 ema/m. 
Nel calcestruzzo si ha o, = 120 - 27/49 = 66,1 kg/cmq, ammissibile per un 
buon calcestruzzo. 


548. Le travi pressoinflesse. Sezione non rettangolare. 


Si abbia una sezione simmetrica di forma qualsiasi, sollecitata dalla 
compressione N in un punto X posto sull’asse s di simmetria. L'asse 
neutro si determina mediante costruzioni grafiche, delle quali la seguente 
è forse la più semplice (19). 

Sappiamo (nota 125) che il momento centrifugo della sezione reagente 
rispetto all’asse neutro n e alla retta r, passante per X dev'essere nullo. 
Perciò. divisa la sezione in strisce parallele all’asse neutro, indicando 
con © l’area di una striscia oppure quella di un ferro moltiplicata per 
n, e con v e u le distanze di @ dalle rette n ed ri, dev'essere 


Zovu=0; oanche Zmo=0, 


se m. = mu è il momento statico di @ rispetto a r,. Quindi l’asse neutro 
è baricentrico rispetto alle quantità m,, e si determina mediante una 
costruzione analoga a quella del n. 532, considerando le quantità m, 
invece delle aree @. 

Si calcolano dunque i prodotti m, = wu delle varie aree per le loro 
distanze da r, (le distanze vu sono note), si applicano (con sufficieute 


(38) Maggiori particolari su questa costruzione e sulle sue applicazioni si trovano nella me- 
moria di H. SPANGENBERG: Graphische Bestimmung der Normalspannungen in geraden Stùben ecc., 
«Der Bauingenieur», 1925, n. 10. 

Di solito si usa una costruzione analoga a quella della fig. 447, meno esatta perchè dipen. 
dente da una retta di compenso (v. ad es. C. GuIDI: .Le costruzioni in beton armato, capitolo sulla 
pressione ccccutrica, Torino, Boua). 
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approssimazione, purchè si divida la 
sezione in un numero abbastanza 
grande di strisce) nei centri delle stri- 
sce come forze orizzontali (figura 
1207), si costruisce il poligono delle 
forze m, in una scala arbitraria, e 
si collegano mediante un poligono 
funicolare. Il punto d’incontro dei 
lati estremi determina l’asse neutro. 
Per calcolare poi o, usiamo la (371) 

Ny 

(868) Ge = Sa 
dove $,, è il momento statico della se- 
zione reagente rispetto all'asse neutro» 
Fig. 1207. Se d, è la distanza di X da n, si ba 


S,=Zov=Zo(A,-u=dZo-Zou= do - Im. 


Poi si calcola 0; mediante la (798). 


Esercizio 1062. — Un pilastro ha la sezione della fig. 1207, con le dimensioni 
H= 80 cm, b= 60 cm, bj= 24 cm, 4A,= 21,2 cmq (3 ferri di 30 mm), N=20t, 
d=30 cm. Calcolare c, e 0}. 

Soluzione. Eseguita la costruzione indicata nel n. 548, si è trovato y = 30,3 em. 
Le somme delle aree © reagenti e dei loro momenti statici m, risultano Zw = 
= 1820 cmq, Z'm, = 94000 em3. Quindi si ottiene 


So; = 60,3 - 1820 — 94000 = 15750 em, 


_ 20000 - 30,8 _, 


9 bol sos 491 
è 15750 38,5 kg/cmq, o; = 10-38, 


5 30,3 > 581 kg/cmq. 
Esercizio 1063. — La fig. 1208 rappresenta una sezione di un camino avente 
il diametro esterno di 2,40 m e quello interno di 1,60 m. armato con 20 ferri di 
28 mm. Lo sforzo normale è N = 140 t e il momento flettente, dovuto al vento, 
è M = 80 tm. Eseguire il calcolo di verifica. 
Soluzione. Il centro _X di pressione è determinato dall’eccentricità e rispetto 
al centro della sezione, che vale 


_ 80000 _ 
“140000 


571 m= 57 em. 

La costruzione grafica dell’asse neutro dà y = 205 em. La somma delle areo 
reagenti, comprese quelle n4; dei ferri, risulta 2» = 21300 cmq; la somma dei 
momenti statici delle stesse aree rispetto all’asse r, passante per X risulta Tm,= 
= 746900 cm$; la distanza zo d, di X da n vale d, = 57 + (205 — 120) = 142 cin. 
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Fig. 1208. 
Quindi la (868) dà 
140000 - 205 


RE. . 
142 21300 — 746900 = 12:6 Eg/oma 


Te 


La (798) dà poi nel ferro teso 


Gc; = 10 - 12,6 (25/205) = 15,4 kg/cemq. 


549. Le travi tensoinflesse. 


Il caso di trazione e flessione è molto meno frequente. 

La distanza y risulta diminuita, perchè ora lo sforzo di compressione 
dev'essere minore di quello di trazione. Per lo stesso motivo, di solito 
non occorre il ferro A, compresso (salvo il caso 
in cui la N sia quasi centrata, poichè allora 
anche A; risulta teso). 

a) Se l’armatura è doppia, quando il centro 
X di trazione è interno al nocciolo d’inerzia 
della sezione dei soli ferri, cioè al segmento com- 
preso fra i ferri A, e A7, il calcestruzzo è teso, 
e perciò resistono soltanto i ferri. In questo 
caso gli sforzi nelle due armature si ottengono 
dividendo N in parti inversamente proporzio- 
nali alle distanze di X dai ferri stessi (es. 1064). 

b) Quando X è esterno al tratto compreso fra A, e A/, il calcolo di 
verifica non differisce sostanzialmente da quello usato nella pressofles- 


Pa veli "en 


N 


Fig. 1209. 
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sione, bastande introdurre nelle equazioni (b), (e) del n. 546 gli oppor- 
tuni eambiamenti di simboli e di segni. Ad es. nel caso della fig. 1209 
(armatura semplice), la (b) e la (e) diventano 


(869) < bla 4) c,4,/a—n) si. e yyn 4) =NR-D: 


c) Anche i problemi di progetto si studiano in modi analoghi a quelli 
indicati nel n. 547 (es. 1066). 


Esercizio 1064. — Una trave armata con 4 ferri di 24 mm (A, = 18,10 ema) 
e con 4 ferri di 20 mm (A; = 12,57 emq), distanti tra loro 40 cm, è tesa con la 
forza N = 30 t, agente in un punto X compreso fra i ferri e distante 12 cui da 
A4;. Calcolare 0, e g7. 

Soluzione. Gli sforzi nelle due armature valgono 


(28/40)30000 = 21000 kg, (12/40)30000 = 9000 kg. 


Quindi le tensioni risultano 


21000/18,10 = 1160 kg/emqg, 9000/12,57 = 716 kg/emq. 


Esercizio 1065. — Una trave di sezione © = 30 cm, H = 50 cm, armata con 
4 ferri di 28 mm (A, = 24,63 cmq), è soggetta a uno sforzo di trazione N = 4000 
kg agente in un punto X esterno alla sezione e distante 1 m dal lembo teso. Cal- 
colare Gc, € Gy. 

Soluzione. Si ha (fig. 1209) d = 150 em, h = 18 em; per cui la prima delle 
(869) diventa 

Y — 4500y? — 5123y + 235660 = 0, 

e risolta per tentativi dà y = 18,17 cm. 

Dalla seconda delle (869) si ricava poi 

4000(150 — 46) 
Te = (30 -18,17/2)(46 — 18,773) — 33? Kg/ema è 

Quindi si ha anche o, = 10 - 38,2(27,83/18,17) = 585 kg/emq. 

Come verifica, lo sforzo nel ferro vale 585 - 24,63 = + 14409 kg e quello nel 
calcestruzzo vale (38,2/2)30 - 18,17 = — 10411 kg; quindi il primo supera il se- 
condo di 3998 kg = — N. 


Esercizio 1066. — Progettare una trave soggetta a uno sforzo di trazione 
N = 2000 kg agente con eccentricità e = 0,80 m. 

Soluzione. Fissiamo la larghezza b = 20 cm. 

Assunta l’altezza di tentativo H = 40 cm, la distanza di N dai ferri (tesi) 
è di 63 cm. Trasportiamo N nel centro dei ferri e aggiungiamo M' = 2000 - 63 = 
= 126000 kgem. Per %, = 40 kg/cmq e %, = 1200 kg/emq, si ha 


h = 0,467/126000/20 = 37,1 cm. 
Quindi va bene H = 40 cm. La sezione di ferro risulta 


A, = 0,00195126000 - 20 + 2000/1200 = 3,10 + 1,67 = 4,77 cmq. 
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550. Le travi a grande curvatura. 


Nell’intorno dei vertici di un portale, ad es. nella sezione secondo la biset- ! 


trice, le tensioni non variano con legge lineare come nelle travi rettilinee. Una | 


soluzione sufficientemente approssimata si ottiene considerando (n. 426 b) il tratto 
in prossimità del vertice come una trave a grande curvatura (punteggiata nella 
fig. 1210 a), inscritta nella trave effettiva e di centro O. Poichè, trascurando il 


c) 


Fig. 1210. 


taclio, le sezioni rimangono piane come nelle travi rettilinee (nota 110 del | 


Cap. XIX), se si ammette valida la legge di Hooke (n. 516 d e nota 6), si pos- 
sono usare i risultati ottenuti nel Cap. XIX, 5). 

a) Nel vertice del portale il momento flettente è generalmente negativo; per 
cui sulla sezione diagonale agisce una forza FR, le cui componenti sono uno sforzo 
normale N di compressione e uno sforzo di taglio T. 

Se v (fig. 1210 b) è la distanza di una fibra generica dall’asse neutro n, (di- 
stanza che nella fig. 860 si indicò con y;), per la (618) si ha 


v 
o=—-Ew—-. 
r 


Se y. è la distanza del lembo compresso da n,, si ha anche 
DM. Role. L.go. 


(a) o=-Hfo—.2.12 = + à 
TT Ue Ti Ye T Ye T 


In particolare, nel ferro teso, distante » dal lembo compresso e vo =n— y, dal. 
l’asse neutro, si ha 


” pe Ra Yo. Ti 
(870) O, = N00 Yo T+h' 


che corrisponde alla (834). 
Dalla (870) si deduce la relazione (che corrisponde alla (a) del n. 526) 


NO è 
n ve atom” 


b) L’asse neutro si determina scrivendo che è nulla la somma dei momend 
delle tensioni rispetto alla retta 7, passante per il centro di pressione X: 


(0) [cad -u=o. | Pad =o, ossia fi ad = o. 
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Ponendo u = d, + r, si ha anche 


(c) a, fZas+ fvdd —0. 


Nel caso della sezione rettangolare, per trasformare la condizione (c,) in un’e- 
quazione in y,, basta porre dA = bd», eseguire l'integrazione da 0 a y,, e aggiun- 


gere — d,nA,(h—yo):(r, + h) — nA(h —y.) = — nA;(h — ys)u;/r; per tener conto 

del ferro. Si ottiene così l'equazione trascendente, che si a per tentativi (19), 
}, but U 

(03) bd, + ya) log nin. +3 Mir hg) =0. 


È preferibile determinare l’asse neutro graficamente (per qualsiasi forma di 


sezione), dividendo la sezione in strisce di aree ©, e calcolando le masse m, = Wu/r, 
mediante le quali la (c) diventa 
(c’) Im =0. 


Quindi basta eseguire una costruzione analoga a quella della fig. 1207. 
e) Determinato l’asse neutro, si ottiene c, uguagliando i momenti delle ten- 
sioni e di N rispetto a un’altra retta, ad es. rispetto a quella passante per O: 


Ndy, 


(d) fodd -r= era vdA = Nd,, da cui Go Cala 


e 
Quindi si calcola o, mediante la (870). 
4) Se invece il momento flettente è positivo, è facile modificare i simboli in 


modo opportuno. 

e) I ferri longitudinali interni non devono seguire il raccordo delle due travi 
(perchè nel caso di M positivo si staccherebbero facilmente dal calcestruzzo). 
Quindi il nodo si può armare come indica la fig. 1210 c). 


Esercizio 1067. — Studiare il vertice di un portale, nel quale si ba b = 58 cm, 
H = 70 cm, ha = 86 cm, r;, = 40 cm, A, = 10,2 «mq (4 ferri di 18 mm), N=7t, 
d=)1 mm. 

Soluzione. Si ha d, = 60 cm, u, = 166 cm, r, = 106 cm; per cui la (cy) di- 
venta 


r 
3480 |(40 + y.) log pai Ta Ue te] + 2972 — 159,7(66—y,) =0. 
L 
Risolvendo per tentativi, si ottiene y, = 11,25 cm. 
Si na pot 


Sio di -adlbegle PIC eE — 102 - 54,75 = — 1914 cm8., 


Quindi per la (d) si ottiene 


7000 - 60 - 11.25 


Ce picasa 61,7 &gjcmq. 


(3*) si può anche ottenere un’equazione di terzo grado in y,, calcolando l’integrale mediante 
{a formula di Simpson (v. 0. DoMmkE, luogo citato. nella nuota 17, pagg. 372-378).. 
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= ia 
Infine. per la (870) si ha anche 


54,75, #2. ras lolon 
ET in 


o, = 10 - 61,7 


Nel caso della trave rettilinea, con gli stessi dati (es. 1058) si aveva y = 18,5 
em, o, = 40 kg/cmq, c, = 1200 kg/emqa. 


551. La torsione nelle travi di cemento armato (187). 


Spesso una trave di cemento armato è soggetta anche a un momento 
torcente M,, dovuto a carichi che non incontrano l’asse della trave (acenti 
ad es. su mensole innestate nella trave stessa), oppure al fatto che la 
trave appartiene a una struttura spaziale (Cap. XXI). Quando 1/, ha 
valori modesti, si può far a meno di tenerne conto; ma quando esso è 
tale da provocare nel calcestruzzo delle 7 rilevanti (ad es. maggiori di 
4-6 kg/emq, come nel caso del taglio), si devono disporre apposite 
armature metalliche atte ad assorbire per intero le tensioni stesse. 

a) La disposizione più efficace di tali ferri è quella secondo eliche 
rettangolari inclinate a 45°, che seguono il contorno della sezione. Essi 
assorbono la trazione 0, == T che accompagna la 7 dovuta a M,, men- 
tre la compressione 53 = —7 è sopportata dal calce- 
struzzo; analogamente a quanto si è detto per i ferri 
piegati nel caso del taglio (n. 537 a). 

Le tensioni 0;, 0, e T devono farsi equilibrio in 
ogni punto. E poichè la trazione è concentrata nei 
ferri suddetti (quando il calcestruzzo teso è gid fessu- 
rato), anche la o, e la 7 saranno pressochè limitate al 
calcestruzzo di un sottile cilindro cavo, cioè di piccolo 
spessore s arbitrario, che contiene i ferri. Considerata 
la sezione retta di tale cilindro (punteggiata nella fig. 1211), per quanto 
si disse nel n. 157 a), il prodotto 7s è costante in tutti i puuti. Il suo 
valore, che si ricava dalla (179), risulta 


(a) ts=M20, 


tig. 1211. 


essendo 2 l’area racchiusa dalla linea media della sezione (coincidente 
con la proiezione delle eliche metalliche). 

Il prodotto 7s = M,/20 è l'equivalente del prodotto tb = T/ho con- 
siderato nei nn. 536-538 (è indipendente da 8, ciò che consente appunto 
di considerare uno spessore s arbitrario). Perciò le formule per il calcolo 


('") Uno studio più dettagliato del problema della torsione nelle travi di cemento armato 
«i trova nel volumetto di E. RauSscH: Berechnung des Eisenbetons gegen Verdrehung (To»sioni 
na Abscheren, Berlino, Springer, 1929. Si veda anche il volume di E. M6RSscH citato nelle 
nvta 95, pagg. 248-283. 


O. BELLUZZI — Scienza delle costruzioni — II di 
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dei ferri a elica si deducono da quelle dei ferri piegati (n. 537) sostituende 
Th, con _M,/20. 
Così se Ax è la distanza orizzontale di due eliche successive, o delle 
loro intersezioni col piano della sezione, dalla (850) si deduce 
MAr 
22 29° 
Se p è il numero delle eliche, ossia delle loro intersezioni col piano 
della sezione, e se C è la lunghezza della linea media che racchiude l’area 
2 (ossia della proiezione delle eliche), si ba Ar=C/p; per cui, sostituendo, 
si ha anche la relazione (4,C corrisponde a Q, = ZTAx della (856)) 
Ml 
22 0° 
Nel caso frequente della sezione rettangolare di lati a e d, se a, e di 
sono i lati della proiezione delle eliche (uguali ad a e a è diminuiti di 
6 — 8 cm), si ottiene 


(873) phA, = 


(871) eli; 


{372) pk,A, = 


Ma, + bi) 

vV2a4,b; 

b) Si usa anche armare con staffe uguali a quelle che si adoperano 
per assorbire il taglio. Se la loro distanza è 4%, sostituendo (n. 551 4) 
M./2Q a T/h, nella (854) si ottiene (4, sezione del solo tondino) 


M.Ax 
(874) 8,=h4,=35°. 
L’armatura più efficace si ottiene associando i ferri a elica alle staffe. 


Esercizio 1068. — Una trave di sezione rettangolare (a = 60 cm, d = 40 cm), 
incastrata alle estremità, è soggetta al carico P = 3 t agente all’estremità di una 
mensola lunga d = 1 m, disposta a metà della lunghezza della trave (fig. 1212). 
Studiare la resistenza alla torsione. 

Soluzione. Il momento torcente nelle due metà della trave vale M, = (1/2) » 
- 3000(100 + 20) = 180000 kgem (es. 121). 

Per b/a = 60/40 = 1,5 si ha (n. 153 a) 
a = 4,33. Perciò senza ferri si avrebbe nel cal- 
cestruzzo (160) 


180000 
Tmax = 4:33 60 - 408 > 8,12 kg/ema. 
ha dna Questo valore è troppo elevato, per cui occorro- 
ladini no i ferri. 


Se il ricoprimento è di 3 cm, si ha a, = 54 cm, bj = 84 cm. Quindi la (873) dà 
pid, = SONORA 88) _ pe ama 
1200)/2 - 54 - 34 


Si possono usare 5 eliche (dx = — 35 cm) di ferri di 12 mm è (04, = 6, 65 cmq). 
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Esercizio 1069. — Idem, usando le staffe invece delle eliche. 
Soluzione. Adottando staffe di 10 mm (A4,= 0,785 cmq), dalla (874) si ricava 
la distanza Ax delle staffe 


4x = 20k,A4,/M,= 2- 54-34-1200 - 0,785/180000 = 19,2 em, 


552. Il calcolo delle deformazioni. 


a) Il calcolo delle deformazioni (abbassamenti e rotazioni) di una 
trave di cemento armato non differisce da quello delle travi di altro ma- 
teriale. Si deve soltanto osservare che, secondo le Norme (art. 34), gli 
elementi geometrici della sezione (Te;, Ac,) da introdurre nelle formule 
sono quelli relativi all’intera sezione, cioè tenendo conto anche del cal- 
cestruzzo teso. 

Ciò è naturale, poichè in realtà, nel regime attuale, reagisce anche il 
calcestruzzo teso. È possibile che si verifichi qualche erinatura, in qualche 
sezione, per effetto del ritiro; ma di solito esse sono capillari, cioè non 
consentono una rotazione relativa apprezzabile delle due facce della sezio- 
ne fessurata, e inoltre non sono numerose: per cui non fanno aumentare 
sensibilmente la deformazione della trave (18). Per trascurare il contribu- 
to del calcestruzzo teso, bisognerebbe che dappertutto si avessero crina- 
ture, cioè che il calcestruzzo teso fosse interamente seretolato: ciò che non 
accade, perchè le deformazioni che si cercano sono quelle provocate dai 
carichi di esercizio, ben lontani da quelli di rottura. 

(Diverso è il criterio quando si fa il calcolo di verifica della resistenza 
di una determinata sezione, poichè in ta] caso si deve supporre che una 
delle possibili crinature capiti appunto nella sezione che si considera; e 
perciò si deve tener conto della resistenza del solo calcestruzzo compresso 
e dei ferri.) 

b) Il calcolo delle deformazioni è necessario in due casi: quando inte- 
ressa conoscere i loro valori teorici per confrontarli poi con quelli rile- 
vati sperimentalmente all’atto del collaudo; quando la struttura è iper- 
statica e si devono determinare le reazioni sovrabbondanti (189). 

Nel calcolo del momento d’inerzia J., le Norme (art. 22) consentono 
che si trascuri la sezione A, dei ferri se essa è inferiore al 2% di quella 
A. del calcestruzzo (specialmente se A, è ancora incognita; se è nota è 


(1°) Per valutare l’influenza di una o più crinature non capillari sulla deformazione della 
trave, osserviamo che una crinatura larga % al lembo teso, che si annulli all'altezza c= — H— Y 
provoca una rotazione relativa Ag =A/c delle due parti, che è analoga alla rotazione dp = (M/EJ)dx 
dovuta alla flessione. Perciò se si usa il teorema di Mohr (n. 210), basta aggiungere al diagram- 
ma delle curvature M/EJ delle forze fittizie concentrate X/c in corrispondenza delle crinature. 
Ad es., una crinatura nel centro della trave provoca una freccia f= (2/c)2/4. 

(!**) Ricordiamo che il valore del prodotto EJ ha influenza sulle incognite iperstatiche solo 
quando i vincoli sono cedevoli (n. 230 bd, es. 239, 240), o quando sono collegate tra loro due travi 
di dive.sa sezione o di diverso materiale. 
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meglio tenerne conto). Altrimenti si tiene conto di nA4,, con n= 10 0 
8 o 6 (nota 16) (1°). 

Per il modulo E, si assume un opportuno valore medio fra quello a 
compressione e quello a trazione. In mancanza di un’apposita determi- 
nazione sperimentale per il calcestruzzo che si usa, si può assumere E, = 
= 2-105 kg/emq nel caso di cemento normale, E, = 2,5 - 10° kg/cmq 
nel caso di cemento ad alta resistenza. 


Esercizio 1070. —- Una trave appoggiata alle estremità, lunga 8,60 m, ha la 
sezione larga b = 40 cm e alta H = 100 cm, ed è armata in basso con 4 ferri di 
24 mm. Calcolare la freccia elastica provocata dal sovraccarico di 1800 kg/m. 

Soluzione. Tenendo conto dell’intera sezione, la distanza dell’asse baricen- 
trico dal lembo compresso risulta 


__ 40 - 100?/2 + 10 - 18,1 - 95 
40 - 100 + 10 - 18,1 


= 51,95 cm. 
Quindi si ha 
J., = 40(51,95* + 48,05*) :3 + 10 - 18,1 - 43,05? = 3683990 cm4. 
La freccia risulta 
518-850 


I = 3513-10 - 3683990 — ©-174 em. 


553. Le travi precompresse (14). 


a) Nelle costruzioni di notevole importanza va diffondendosi da qual- 
che tempo l’impiego del calcestruzzo precompresso. Lo scopo è quello 
di eliminare le tensioni di trazione nel calcestruzzo delle travi inflesse, 
creando in esso, inizialmente, delle compressioni circa dello stesso valore. 
Ciò si ottiene sottoponendo i ferri a una forte trazione durante il getto, 
e sopprimendola dopo la presa e la maturazione. Il risultato è che i ferri, 
nel riaccorciarsi, creano appunto una compressione nel calcestruzzo si- 
tuato in basso, rimanendo però essi stessi fortemente tesi; mentre il 
calcestruzzo situato in alto è soggetto a trazione. 

Quando poi si carica la trave, man mano cresce il momento flettente 
M diminuisce la compressione nel calcestruzzo inferiore, fino ad annul- 
larsi. e a diventare trazione; aumenta la trazione nei ferri; diminuisce 
la trazione nel calcestruzzo superiore, fino ad annullarsi, e a diventare 
compressione. Perciò è possibile far in modo che il calcestruzzo inferiore 
non risulti teso, e che quello superiore risulti compresso in misura mode- 
rata. Però i ferri risultano soggetti a tensioni elevate, sia durante il getto, 


(3) Nel caso di una nervatura con soletta si può valutare YJ tenendo conto di una larghezza 
di soletta uguale alla larghezza reagente (n. 543 d). 

(41) Nel Cap. XXXI indicheremo le numerose memorie di E. FREYSSINET, di G. COLONNETTI 
e di altri sullo studio teorico e sulla realizzazione pratica di queste travi. 


IL CEMENTO ARMATO 693 


sia sotto l’azione del carico; ciò che rende necessario l’impiego di ‘acciai 
ad altissima resistenza (n. 517 a). 

Di solito la trave si arma soltanto nella zona che usualmente è tesa. 
Se invece è a doppia armatura, si mettono in tensione soltanto i ferri 
inferiori. 

b) Per determinare le tensioni iniziali nella sezione della trave, si fa 
un ragionamento analogo a quello fatto nel caso del ritiro (n. 535 e, 
es. 1026). Sia e, la dilatazione impressa ai ferri durante il getto, che poi 
tende a scomparire (ana’'nga alla e, del ritiro). Indichiamo con X lo sforzo 
di trazione che permanir sel ferro, oppure lo sforzo di compressione che 
questo trasmette al calcestruzzo, dopo che si è soppressa la torza che 
teneva teso il ferro. 

La dilatazione che permane nel ferro vale 

e i 
eden PL 
Trasportata la forza X nel baricentro G. del calcestruzzo e ageinnto 
il momento Xd (fig. 1213), la dilatazione negativa 
del calcestruzzo nell'intorno del ferro vale 


X Xd-d 
Sg * 


Dovendo essere e; + e, = 0, si ottiene l’equazione 


Da a X 1 Xda? _ CA 
E,A; EAc Edo ilo. Vigo L71560 
da cui 
(875)  X ". gita 


C 1I/E;A, + 1/E:A-+ d]/EJ: —1t nu nudo’ 


essendo P= E,A,e, la forza con la quale si erano tesi i ferri e u=A;iA.. 
Nota la forza X, le tensioni iniziali nel lembo inferiore e nel lembo 
superiore del calcestruzzo e la tensione nel ferro risultano 


Xx Xdy; XY XdY, 
Ai de STAT de! 


essendo A, e J, relativi all’intera sezione di calcestruzzo (182). 

c) Quando poi si carica la trave e sorge il momento flettente M do- 
vuto ai carichi, si hanno delle nuove tensioni. Se si impone che il calce- 
struzzo inferiore non risulti teso, la trazione che sarebbe dovuta a M si 
traduce in una diminuzione della compressione iniziale. Perciò è ancora 
l’intera sezione che si mette in conto nel calcolare le nuove tensioni, 


O = 


(®*) La cs nel lembo superiore è di trazione. Tuttavia, essendo transitoria. perchè desti- 
nata a scomparire quando agiranno i carichi, è giusto calcolare le tensioni tenendo conto del- 
l’intera sezione, ed è giusto anche sovrapporre gli effetti. 
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computando però ora anche i ferri (cioè A., e J.,); ed è anche lecito so- 
vrapporre queste alle tensioni iniziali, perchè entrambe sono relative 
all'intera sezione reagente (nota 123). 

d) La messa in tensione del ferro durante il getto richiede apparec- 
chiature tutt'altro che semplici, e quindi non alla portata delle imprese 
modeste. Si sono perciò escogitati diversi espedienti per rendere più pra- 
tica l'operazione. Ad es., si eseguisce il getto lasciando dei cunicoli nei 
quali si collocheranno poi i ferri. Quindi, dopo una certa maturazione, 
si introducono i ferri, che ora è facile porre in tensione facendo contrasto 
contro le due sezioni estreme della trave già esistente. Infine, si riem- 
piono i cunicoli iniettando in essi malta di cemento (1). 

e) Si tenga presente che il ritiro fa diminuire i benefici prodotti dalla 
precompressione; per cui si deve tener conto anche di esso. Effetti ana- 
loghi provoca il rilassamento che col tempo si manifesta nel ferro teso. 


Esercizio 1071. — Una trave avente b = 40 ecm e HZ = 80 cm si arma con 
A, = 18 cmq di acciaio ad alta resistenza, sottoposto alla trazionie di 4400 kg/emq 
durante il getto. Studiare il regime iniziale di tensioni nella trave quando si sop- 
prime la forza che tendeva i ferri. 

Soluzione. Si ha P_= 4400 - 16 = 70400 kg, 4 = 16/3200 = 0,005, d = 36 cm, 
0° = 802,12 = 533,33 cm?. Quindi, assumendo n = 7 perchè si usa cemento ad 
alta resistenza, si ottiene (875) 


70400 
1+7-0,005 + 7 - 0,005 - 362/533,33 


= 82854 kg. 


X= 


Le tensioni iniziali risultano (7, = 40 - 80*/12 = 1706837 cm) 


62854 62854 - 36 - 40 


= — 72,67 kg/cmq 


067 73200 — 1708657 
62854 62854 + 36 - 40 
o=— 500 + 1706667 = + 33:39» 
va 
Pa a =+ 3928», 


Esercizio 1072. — Calcolare il momento flettente massimo che può agire sulla 
sezione della trave dell’esercizio 1071 senza che si abbia trazione nel calcestruzzo; 


e determinare le tensioni finali. 
Soluzione. a) La distanza del baricentro dell’intera sezione dal lembo supe- 


riore e il momento d’inerzia valgono 


40 - 802/2 + 7 - 16 - 76 
YUTT A4O-804+ 7-16 
J, = 40(41,22° + 38,78%) :3 + 7-16 -34,78° = 1846910 cm. 


= 41,22 cm 


(3) Ci occuperemo ulteriormente di questa tecnica e dei problemi relativi nel Cap. XXXI. 
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Il momento M che si può far agire è quello che produrrebbe una o, = + 72,67 
kg;jemq (che annulla la og; iniziale); cioè 


M -38,78 
1846910 


__ 72,67 - 1846910 


= 72,67 kg/cmq, da cui M= — 38,78 — = 3460900 kgem. 


Esso produce anche 


3460900 - 41,22 3480900 - 34,78 


9A sia ; _ 284 78 _ 
ui 1846910 77,24kg/emq, 0,=7 1846910 458 kg/cmq . 
Quindi in definitiva si ha oj=0, 
o, =+ 33,39 — 77,24 = — 43,85 kg/emg, 0, = + 3928 + 456 = + 4384 kg/emq . 


b) Se invece si applicasse lo stesso momento flettente alla trave senza la 
precompressione, si avrebbe (811), (816) y = 18,02 cm, To, = 454530 cm', e ri- 
sulterebbe (814), (815) o, = — 137,2 kg/emq, o, = 3090 kg/cmq. Inoltre si avrebbe 
una forte trazione nel calcestruzzo inferiore. 

Usando dunque acciaio più resistente, che possa sopportare 4400 invece di 
3090 ke/cmq, e mettendolo in tensione durante il getto, si evita la trazione in 
basso e si riduce fortemente la compressione in alto. 


554. Cenni su alcune tendenze recenti. 


a) Abbiamo già avvertito (n. 514 b) che la teoria Acl cemento armato 
è seltanto un compromesso, imposto dalla necessità di studiare in modo 
semplice dei problemi resi molto complessi dalla eterogeneità dei mate- 
riali; compromesso che è anche giustificato dalle numerose incertezze 
che renderebbero illusorio uno studio più rigoroso. Da ciò la necessità 
di confrontare i risultati che si ottengono mediante le formule teoriche 
con quelli ottenuti nelle prove sperimentali, per giudicare il grado di 
attendibilità delle formule stesse. 

Data una struttura (ad es. una trave inflessa), ciò che più interessa 
è la conoscenza del valore del carico che ne provoca la rottura, perchè 
questo, diviso per il desiderato coefficiente di sicurezza s, dà il carico 
che si può far agire tranquillamente. Perciò le formule teoriche dovreb- 
bero dare il valore del carico di rottura (del momento di rottura M, nel 
caso delle travi inflesse) quando in esse si sostituiscono a c, e 0, la ten- 
sione di rottura o, del calcestruzzo e la tensione di snervamento o,, del 
ferro. 

Invece le prove sperimentali mostrano che ad es. le travi inflesse si 
rompono per valori di .M, notevolmente maggiori di quello dato dalle 
formule. 

Ciò ha generato la convinzione che la teoria del cemento armato sia 
troppo prudenziale rispetto alla teoria delle strutture comuni. E questo 
fatto, unito all’assillo di realizzare la massima economia, cioè di sfrut- 
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tare completamente le proprietà resistenti dei materiali, ha indotto molti 
a rivedere la teoria statica del cemento armato e a modificarla in vari 
modi, per giungere a metodi e a formule che diano risultati più concordi 
con quelli sperimentali. 

Senza voler dare qui un elenco dei vari metodi che sono stati pro- 
posti (14), diremo soltanto che alcuni di essi tengono conto anche di un 
contributo del calcestruzzo teso, mentre altri sostituiscono al diagramma 
triangolare della compressione oc, nel calcestruzzo un diagramma che 
rispecchi il comportamento plastico del calcestruzzo poco prima della 
rottura. Inoltre si tende a svincolarsi dal valore di n = E,/F,, che è 
reso incerto dalla variabilità del valore di £.. 

Esamineremo in c) quale dei due criteri sia più giustificato. 

b) Vediamo anzi tutto quali sono le principali discordanze fra i risul 
tati teorici e quelli sperimentali. 

A tal fine bisogna distinguere le travi inflesse debolmente armate da 
quelle armate fortemente, secondo che u = A;/bh è minore o maggiore 
di circa 0,015 (1,5%). Come si è già detto nel n. 524 db), nelle prime il 
ferro raggiunge la tensione o, di snervamento quando la compressione 
massima oc, è ancora minore del valore o, di rottura. Ncile seconde il 
calcestruzzo raggiunge il valore 0, e si schiaccia quando è ancora 0; < Gs. 

Risolvendo le (813), (812) per JM e ponendo o; al posto di o, e 0, «ul 
posto di c,, il momento di rottura risulta nei due casi 


(a) MU,,=0:A;(h— y/3) = uos(1 — c,/3)bh? 
(b) M,, = (0-/2)by(h — y/3) = (0,/2)c,(1 — c,/3bh?. 


La trave si rompe col minore di questi due valori. Se u è piccolo, è 
minore il valore di M,,; se 4 è grande, è minore il valore di M,. I du: 
momenti risultano uguali per u = — 0,015 (da 0,012 a 0,018, secondo i 
valori di 0, Gr, N). 

Nel primo caso la (a) dice che M,, è circa proporzionale a 4 (perchè 
1— c,/3 varia poco al variare di u e di ») (quindi M, dipende pochis- 
simo dal valore di », per cui l’incertezza di questo non ha importanza). 
Perciò conviene aumentare 4, 

Alle prove sperimentali queste travi si rompono di solito per valori 
di M, notevolmente maggiori, ossia tali che sostituiti nella (813) danno 
0;> 0, Questo fatto, che appare strano, si spiega con la preesistenza di 
una 0; di compressione dovuta al ritiro. Inoltre si manifesta anche lo 
schiacciamento del calcestruzzo compresso, pur essendo M, minore del 
valore (b); ciò che si spiega come si è detto nel n. 524 b). 

Nel secondo caso la (5) mostra che M,, dipende poco dal valore di 


(4) Si veda ad es. A. ARCANGELI: Le costruzioni in cemento armato, parte seconda, Capi- 
tolo VII, Milano, Hoepli, 1943. 
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4 (c, varia poco con 4), per cui non è conveniente aumentare A, oltre 
un certo valore. 

Alle prove sperimentali anche queste travi si rompono per valori di 
M, notevolmente maggiori, ossia tali che sostituiti nella (812) dannu 
0:> 07. Ciò è dovuto al fatto che, poco prima della rottura, la o, non 
ha la distribuzione triangolare supposta (fig. 1214 a), bensì è quasi uni- 
forme sella zona compressa (fig. 1214 b), per effetto della deformazione 
plastica. 

c) Le cause principali delle discordanze fra risultati teorici e sperimentali 
sono dunque: 1°) la non validità della legge di Hooke per il calcestruzzo, 
snecie per le tensioni c, elevate che precedono la rottura: 2°) l'incertezza 
del valore di n, che varia non solo per i diversi calcestruzzi, ma aumenta 
al crescere di c, (perchè diminuisce £., non valendo la legge di Hooke); 
3°) le tensioni preesistenti provocate dal ritiro. Le prime due cause, già 
note anche ai fondatori della teoria del cemento armato, hanno maggior 
influenza nel caso di u elevato, e la terza nel caso di 4 basso. 

Per eliminare le prime due cause, basta sostituire al diagramma usnale 
delle tensioni della fig. 1214 a), che è conseguenza della legge di Hooke 
e che conduce alle relazioni (a), (8), il diagramma della fig. 1214 b), che 
corrisponde al comportamento totalmente plastico del calcestruzzo com- 
presso (come vedremo meglio nel Cap. XXX). Inoltre si suppone che 
cedano entrambi i materiali, cioè che poco prima della rottura si abbia 
o, = 03€ 0, = Gr; Ciò che si verifica almeno per le travi aventi 4 < 0,015, 
che sono la grande maggioranza. 

Uguagliando gli sforzi di trazione e di 
compressione (caso del momento flettente 
seuza sforzo normuic), si ha l’equazione 


o. A, = 0by = 0,6 ch, 


ossia , 
0, Aylbh = uo, = 65013 
da cui 
CA 
6, = uo:/0,. 
Il braccio della coppia interna risulta Fig. 1214. 


ho =hT-y/2=hT—ch/2=(1—-c2)h=(1— wu0,/20,)h. 
Quindi, uguagliando il momento esterno a quello interno, si ottiene 
.(c) M=gG,A,-h =0,4,:(1— c;/2)h = uo;(1— uo,/20,)bh?. 
Confrontandv la (c) con la (a), si riconosce che 1, cresce nel rapporto 
(1— c,/3): (L1— c;/2); rapporto che, mediamente, è 0,90 : 0,95. 
Questo aumento di .M, non è però- sufficiente per spiegare gli sco- 


stamenti, assai maggi ri, dei risultati sperimentali da quelli vcorici. Per- 


‘bo 
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ciò diversi dei metodi recenti propongono di far intervenire anche un 
certo contributo del calcestruzzo teso (pur riconoscendo che poco prima 
della rottura il calcestruzzo è già fessurato). Ma è opportuno dire chia- 
ramente che questo non è altro che un artificio per far crescere il valore 
di IM, teorico e avvicinarlo ai valori sperimentali. Poichè in realtà gli sco- 
stamenti che ancora rimangono, nonostante l’uso della (c), sono dovuti 
con molta probabilità alle autotensioni provocate dal ritiro, i cui effetti 
non sono agevoli da valutare. Perciò sarebbe più semplice accomodare 
le cose adottando un coefficiente di sicurezza s un po’ minore. 

d) Le tendenze moderne riguardano però questioni assai più impor- 
tanti, come l’influenza delle deformazioni plastiche sul regime statico 
delle intere strutture (piuttosto che sulla distribuzione delle tensioni 
nella sezione), e sopra tutto i vari impieghi del calcestruzzo precompresso 
per miglinrare il comportamento delle strutture stesse. 

Di questi problemi ci occuperemo estesamente nei Capp. XXX e XXXI. 

e) Nell’attesa che queste nuove tendenze abbiano ottenuto un pieno 
riconoscimento e le necessarie conferme sperimentali, e siano quindi en- 
trate nell’uso comune, si deve assolutamente evitare di trarne il generico 
convincimento che le costruzioni di cemento armato possiedano larghe 
riserve di resistenza che di solito non si sfruttano, e che perciò si possatio 
studiare con minori scrupoli. Di tali riserve è lecito approfittare, e con 
la necessaria prudenza, solo quando si sia ben sicuri di comprendere e 
di saper valutare l’importanza dei vari fattori. 
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viare i calcoli, nonchè formule e dati interessanti, si trovano, ad es., nel volume 
di E. MORscH: Bemessungstafeln fir das Entwerjen von Eisenbetonbauten, Stoc- 
carda, Wittwer, 1932; nelle varie edizioni di «Beton-Kalender », Berlino, 
Erpst; nel Prontuario per il calcolo del cemento armato, Roma, ediz. delia Bus- 
sola, 1947; e nel volumetto di C. F. Jopi: Diagrammi per il calcolo rapido ed esatto 
delle sezioni di cemento armato, Bologna, Zanichelli, 1937. 

I risultati delle più importanti ricerche sperimentali sono riassunti nella mag- 
gior parte delle opere già citate (ad es. MòRscH, ProBsT). Un'ampia esposizione 
sì trove nel capitolo di 0. Grar contenuto nel vol. I della 3% e della 42 ed. del 
« Handbuch » già citato. I risultati di molte prove su pilastri di cemento armato» 
anche al carico eccentrico e al carico di punta, e su pilastri metallici rivestiti di 
cemento armato, sono esposti nel vol. I, 32 ed., del « Handbuch ». Interessanti 
ricerche sperimentali su pilastri e travi sono descritte nella memoria di 
H. OLsEN: Ueber den Sicherheitsgrad von hochbeanspruchten Eisenbetonkonstruk- 
tionen, « Forscherarbeiten auf d. Geb. d. Eisenbetons », H. XXXVIII, Berlino, 
Ernst, 1932. Molte ricerche particolari sono illustrate nei fascicoli del « Deutscher 
Ausschuss fiir Eisenbeton », Berlino, Ernst. Le principali ricerche americane sul 
cemento armato sono eccmaunicate nei volumi dei « Proceedings », pubblicati an- 
nualmente dall’American Concrete Institute, Detroit (Mich.). 

Le applicazioni più svariate del cemento armato sono ampiamente illustrate, 
sia teoricamente che praticamente, nei quattordici volumi del « Handbuch fiir 
Eisenbetonbau » già citato, e in particolare nei volumi seguenti. Le fondazioni 
di cemento armato sono trattate nel vol. IIl, 32 ed. Si vedano anche il mio 
Cap. XXXII e le opere ivi citate. I pilastri sono studiati nel vol. XI, 32 ed. 
Si vedano anche il volumetto di A. KLEINLOGEL: Mittig gedrickte Sciulen, Berlino, 
Ernst, 1933; e quello di L. MassEI: Pressione eccentrica nei solidi di cemento ar- 
mato a sezione circolare piena, Milano, Hoepli, 1936. Le basi dei pilastri sono 
trattate nel Cap. 9 del volume di C. W. DuxHAm già citato. Si veda anche il mio 
Cap. XXXII. Per i solai comuni si veda il vol. XI, 3% ed.; per i solai a fungo 
il volume di V. LEwE: Pilzdecken, Berlino, Ernst, 1926. Gli edifici in genere, 
sia civili che industriali, sono illustrati nei voll. XIII e XIV, 3% ed. Le coper- 
ture comuni e quelle a cupola e a volta sono studiate nel vol. XII, 32 ed. 
Si vedano anche i miei Capp. XXVIIl, B) e XXIX. Delle scale si occupa 
il vol. XI, 3° ed., che tratta anche estesamente le strutture a sbalzo in genere. 
I ponti a travata sono ampiamente studiati nel vol. VI, 3% ed., che si occupa 
anche delle solette dell’impalcatura stradale. Queste ultime sono anche esami- 
nate nel Cap. 10 del volume di C. W. DuxHAx già citato. I ponti ad arco sono 
trattati nel vol. VII, 33 ed., e nel vol. XI, 48 ed. Si veda anche E. Mé6rscH: Die 
Briicken aus Eisenbeton, volume secondo, seconda metà, dell’opera già citata, 
che contiene anche vari esempi di appoggi delle travate. Lo studio dei tubi 
e dei serbatoi di cemento armato è svolto nel vol. V, 8% ed., e nel vol. IX, 
48 ed. Si vedano anche il mio Cap. XXVIII, A, C) e le opere ivi citate. 
Un ampio studio dei camini si trova nel vol. XIII, 3 ed., e nel vol. IX, 
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4 ed. I muri di sostegno per le terre sono studiati nel vol. III, 33 ed. Si ve- 
dano anche il Cap. XI del volume di Y. E. TurxFAURE - E. R. MAURER; 
il Cap. 8 del volume di C. W. DuxzHax, già citati; e il Cap. 21 del volume di A. 
J. S. Pipparp - J. F. BAKER: The analysis of engineering structures, Londra, Ar- 
nola, 1943; nonchè il mio Cap. XXXII. Lo studio teorico delle diverse strutture 
di cemento armato è svolto ampiamente anche, ad es., nei due volumi dell’opera 
di K. BeyER: Die Statik im Pisenbeionhau, Berlino, Springer, 1933, 1934; e nel 
volume di R. SaLIiGER: Praktische Statik, Lipsia, Deuticke, 1927. Molte ricerche 
teoriche particolari sono trattate nei fascicoli dei « Forscherarbeiten auf dem 
Gebiete des Eisenbetons », Berlino, Ernst. 

Sulla manipolazione e sulle proprietà dei materiali, e in genere sulla tecno- 
logia di cantiere, si trovano ampie trattazioni nel vol. II, 3% ed., e nel vol. III, 
48 ed. del « Handbuch », nei quali si illustrano anche le casseforme, le impalca- 
ture di sostegno e le centinature. Sulla tecnica da seguire per aumentare la resi- 
stenza del calcestruzzo e del ferro si veda ad es. E. FREYSSINET: Une révolution 
dans les lechniques du béton, Parigi, Eyrolles, 1939. 

Questioni varie che interessano le costruzioni di cemento armato sono trat- 
tate nelle opere seguenti. I vari tipi di giunti di dilatazione sono illustrati nel 
volume di A. KLEINLOGPI.: Bewegungsfugen im Beton- und Eisenbetonbau, Ber- 
lino, Ernst, 1927. Una discussione completa delle influenze nocive dei diversi 
agenti sia fisici che chimici (acqua, acidi, olî, ecc.) sui vari tipi di calcestruzzi si 
trova nel volume di A. KrIEINLOGEL: Finfliisse auf Beton, Berlino, Ernst, 1925. 

Oltre alle Norme italiane, può essere utile consultare i regolamenti delle altre 
nazioni, sia per confrontare i diversi criteri adottati, sia per quei casi non con- 
siderati dal regolamento italiano. Un’ampia raccolta si trova nel vol. IX, 3° ed., 
del « Handbuch » già citato. Interessante è anche il volume di W. GEHLER: 
Erlauterungen zu den Eisenbeton - Bestimmungen 1932 mit Beispielen, Berlino, 
Ernst, 1933. 

Fra le più importanti riviste che pubblicano memorie riguardanti special. 
mente il cemento armato ricordiamo le seguenti: «Armierter Beton », cessata 
nel 1919; « Beton und Eisen »; « Il cemento armato »; « Le cimenta, 
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I COLLEGAMENTI 
(CHIODATURE E SALDATURE) 


556. Generalità. 


Le singole parti o strutture (travi. pareti, serbatoi ecc.) di una co- 
struzione metallica sono costituite di solito da lamiere e ferri profilati 
uniti tra loro in diversi modi (unioni correnti); e a loro volta le varie 
strutture sono unite tra loro per formare l’intera costruzione (unioni di 
forza). Nelle opere stabili le unioni si fanno mediante chiodature o sal- 
dature, mentre nelle opere provvisorie si fanno mediante bulloni. 

Le unioni correnti devono essere atte a collegare i vari elementi (la- 
miere e profilati) in modo che la struttura che ne risulta funzioni come 
un tutto unico. Le unioni di forza devono costituire un collegamento 
sicuro fra le varie strutture. In entrambi i casi le unioni devono dunque 
resistere alle forze che si trasmettono tra loro i vari elementi di una stessa 
struttura, oppure le diverse strutture di cui si compone la costruzione. 

I collegamenti, specialmente quelli di forza, costituiscono le parti più 
delicate e pericolose delle costruzioni metalliche, per cui si deve dedi- 
care al loro studio la massima cura. 

Il funzionamento e il calcolo delle saldature non differiscono sostan- 
zialmente da quelli delle chiodature; per cui esamineremo da prima i 
vari tipi di chiodature, poi in modo più succinto i tipi corrispondenti di 
saldature. Il calcolo dei bulloni è un caso particolare di quello dei chiodi; 
come pure il calcolo del perno delle unioni snodate. 

Per non invadere il campo della Tecnica delle costruzioni, ci occupe- 
remo quasi esclusivamente dei calcoli statici dei collegamenti, e ci limi- 
teremo a pochi cenni sui dati pratici e sulle norme costruttive, per i quali 
ai rimanda alle opere specializzate (n. 576). 


A) CHIODATURE. 
557. I chiodi. 
a) I chiodi possono essere a testa tonda (fig. 1915 a, Db). oppure a festa 
svasata, che può essere colma (fig. 1215 c) o rase (fig. 1215 d). I primi sono 
più usati dei secondi. 
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Il chiodo, scaldato a calore rosso chiaro, si in- 
troduce nel foro praticato nei ferri da unire, e si 
ribadisce la parte del gambo che sporge, ricalcando 
da prima il gambo in modo che riempia completa- 
mente il foro, e formando poi l’altra testa, che in 
ultimo si perfeziona mediante un apposito stampo. 
La ribaditura si fa di rado martellando a mano, più 
spesso con martello pneumatico, e talvolta, in offi- 
cina, mediante apposita pressa, che assicura un più 
stretto contatto dei ferri collegati. Fino a 10 mm di 
diametro, i chiodi si ribadiscono a freddo. 

Il diametro d, del chiodo è minore di 1 mm del diametro d del foro, 
per facilitare l'introduzione (altrimenti il tracciamento dei fori dovrebbe 
essere estremamente esatto). Per diametro d del chiodo s’intende quello 
del foro, cioè del chiodo ribadito. I diametri 4 del commercio variano 
di 3 in 3 mm, e i più usati sono compresi fra 11 e 29 mm; però si giunge 
fino a 44 mm. 

La lunghezza 2 del gambo deve superare lo spessore totale s, da chio- 
dare di tanto da consentire non solo la formazione della seconda testa, 
ma anche il ricaleamento suddetto. In media si assume 


Fig. 1215. 


b) È necessario ottenere, mediante il ricaleamento del gambo, il com- 
pleto riempimento del foro, per evitare il gioco che tende a prodursi. 
Ciò è specialmente importante nel caso di sollecitazioni ripetute o dina- 
miche. La riuscita è tanto più difficile quanto maggiore è lo spessore 8;; 
per cui s, non deve di solito superare 4d, e può giun- 
gere fino a 5d solo nel caso di grandi diametri. 


558. Le distanze dei chiodi. 


Comunemente i chiodi si dispongono in una o più file 
parallele (fig. 1216 a, b). Nel caso di più file, i chiodi pos- 
sono essere sfalsati tra loro nelle diverse file (a quinconce 
(fig. 1216 c). 

La distanza mutua / dei centri dei chiodi, la distanza 
frontale è del centro dei chiodi dal lembo dei ferri, cioè 
nella direzione dello sforzo, e la distanza laterale d’ dal 
lembo nella direzione normale allo sforzo devono esser 
eontenute entro certi limiti, dipendenti dal diametro d dei 
chiodi e dallo spessore sin del più sottile dei ferri da chio- 
dare. I limiti inferiori sono imposti per A dalla comodità 
della ribaditura, e per ò e ò’ dalla necessità di non indebo- Fig. 1216. 
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lire troppo i lembi dei ferri. I limiti superiori sono imposti dalla necessità di 
assicurare un buon contatto fra i vari ferri da chiodare. 
In pratica i limiti suddetti sono 


A4>3d A \< 7d, < 158min se i ferri sono compressi 
vini I <10d, < 208min se i ferri sono tesi; 
ì> 24, ò’ > 1,54, ò e d'< 3d, Ò € Ò' < 68m;n 


Altre norme pratiche relative alle distanze nel caso di ferri profilati si tro- 
vano nelle opere specializzate (*). 


559. Le tensioni nelle chiodature. 


a) I chiodi ribaditi a caldo tendono ad accorciarsi in seguito al raffred- 
damento, e ne sono ostacolati dallo spessore dei ferri che essi uniscono. 
Nasce perciò una forte tensione iniziale o, nei gambi dei chiodi, che spesso 
raggiunge la c di snervamento, mentre i ferri chiodati risultano forte- 
mente compressi l’uno contro l’altro. 

b) Sotto l’azione dei carichi esterni, due ferri uniti tra loro con chio- 
datura si trasmettono una forza (o una coppia) che tende a separarli e 
che dev’essere sopportata dalla chiodatura stessa. Nella maggior parte 
dei casi la forza (o la coppia) agisce nel piano di contatto dei due ferri e 
tende a farli scorrere l’uno rispetto all’altro; in altri casi agisce normai- 
mente a tale piano e tende a distaccarli l’uno dall’altro. 

Nel primo caso, allo scorrimento si oppone da prima l’attrito fra i 
due ferri provocato dalla compressione mutua suddetta; per cui essi 
non scorrono, e i chiodi non sono affaticati dalla forza esterna. In seguito, 
crescendo questa, l’attrito è vinto, e si oppongono soltanto i chiodi con 
la loro resistenza alla recisione. Nel secondo caso, al distacco si oppone 
da prima la tensione iniziale o, esistente nel gambo dei chiodi, e i due 
ferri rimangono a contatto. Crescendo la forza esterna, lo sforzo di tra- 
zione nei chiodi cresce più lentamente, perchè intanto diminuisce la com- 
pressione fra i due ferri (?); poi, quando la compressione si è annullata, 
i chiodi sopportano soltanto la forza esterna, alla quale resistono. per 
trazione. 

c) Nel primo caso (recisione), spesso la forza esterna P passa per "1 
baricentro dell’insieme delle sezioni dei chiodi. In tal caso, quando l’attriiv 


(!) Si vedano, ad es., le opere di F. BLEICH, F..SCHLFICHER e Sfahl im Hochbau citate nel 
n. 576. 

(*) Se la diminuzione che lo spessore sy dei ferri chiodati ha subito per effetto della com- 
pressione iniziale fosse trascurabile, lo sforzo nei chiodi resterebbe costante al crescere della forza 
esterna fino a che questa non ha annullato la compressione tra i ferri, ossia non ha uguagliuto 
la somma delle tensioni iniziali dei chiodi. 
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fra i due ferri è vinto, si ammette che ciascuno degli n chiodi sopporti 
la stessa quota P/n della forza agente. 


In realtà la ripartizione della forza P fra i vari chiodi è staticamente indeter- 
minata. Se i chiodi sono disposti in una sola fila nella direzione della P, consi. 
derazioni teoriche mostrano (es. 1076) che sono più affaticati i chiodi estremi e 
meno quelli più interni. Ma ciò è vero solo finchè i chiodi seguono la legge di 
Hooke. In seguito, aumentando la forza P, la deformazione dei chiodi continua 
a crescere; ma in quelli più affaticati, che per primi superano il limite di pro- 
porzionalità, la tensione comincia a crescere più lentamente della deformazione, 
mentre in quelli meno affaticati cresce ancora regolarmente. Ne segue che gli 
sforzi tendono a diveniare uguali in tutti i chiodi (3) (4). 

Anche nel secondo caso (chiodi tesi), se la forza P passa per il bari- 
centro dell’insieme delle sezioni dei chiodi, si ammette che ogni chiodo 
sopporti la stessa quota P/n (purchè i due ferri uniti dai chiodi siano 
abbastanza rigidi da mantenere sensibilmente piana la superficie di con- 
tatto). 

Quando invece la forza P non passa per il baricentro suddetto, l’in- 
sieme dei chiodi è soggetto anche a un momento torcente M, se P 
agisce nel piano di contatto dei due ferri, a un momento flettente M se 
P è normale a tale piano. Nel primo caso si ammette che gli sforzi nei 
vari chiodi provocati da -M, siano proporzionali alle distanze dal bari- 
centro dell'insieme delle sezioni dei chiodi (nn. 564 bd, 567 bd); nel secondo 
caso si ammette che siano proporzionali alle distanze da un oppor- 
tuno asse neutro (n. 367 c). 

d) Quando la forza P agisce nel piano di contatto dei due ferri, cioè 
tende a farli scorrere l’uno rispetto all’altro, alla resistenza della chioda- 
tura contribuisce certamente l'attrito fra i due ferri (n. 559 è). Tuttavia 


(*) Questo fatto si verifica ogni volta che le reazioni dei vincoli oppure la distribuzione delle 
tensioni interne sono staticamente indeterminate. Quando il comportamento del materiale cesse 
di essere elastico e diventa plastiro, le parti che erano più affaticate risultano alleviate, e quelle 
che erano meno affaticate sono «hiamate a contribuire maggiormente. Si ha cioè una migrazione 
delle tensioni dalle parti più affaticate verso quelle che lo sono meno, ciò che migliora le condi» 
zioni statiche dell’insieme. Di questo fatto ci occuperemo nel Cap. XXX. 

Si favorisce l’uniforme ripartizione rastremando le due lamiere (nota 10). 

(*) L’ipotesi dell’uniforme distribuzione degli sforzi fra i vari chiodi equivale dunque a con- 
siderare uno schema che non è quello attuale (che si ha per i valori delle forze di esercizio), ma 
che invece è simile a quello che si ha poco prima della rottura. Non si trovano così le tensioni 
reali che si hanno attualmente nei chiodi, bensì delle tensioni fittizie; ma queste hanno il vantage 
gio di crescere proporzionalmente alla forza esterna P fino alla rottura (per la similitudine dei due 
schemi suddetti). Così che ponendo queste tensioni fittizie uguali al carico di sicurezza, che è #4 
volte minore della tensione di rottura (s coefficiente di sicurezza), anche la forza P risulta s volte 
minore di quella capace di provocare la rottura. Il tal modo si rispetta abbastanza bene il crite- 
rio esterno di sicurezza (n. 14), che è il più tranquillizzante. Questo concetto, già accennato nel 
nn. 518 c), 524 c), sarà meglio illustrato nel Cap. XL. 

Le tensioni effettive provocate dal carico di esercizio saranno maggiori di quelle calcolate 
(causa la ripartizione non uniforme di P}; ma ciò non deve preoccupare, essendo assicurato il 
voluto grado di sicurezza esterno. 


SI 
° 
li 
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è prudente non fare assegnamento su di 
esso (5), perchè col tempo la chiodatura può 
allentarsi, specie se è soggetta a sollecita- 
zioni dinamiche. Quindi si suppone che re- 
sistano soltanto Je sezioni dei chiodi, solleci- 
tate alla recisione. 

Se la P passa per il baricentro dell’insieme 
degli n chiodi, ogni chiodo sopporta dunque 
P,= P/n. I due ferri da collegare possono 
essere uniti per sovrapposizione (fig. 1217 a), 
o con coprigiunto semplice (fig. 1217 b), o 
con doppio coprigiunto (fig. 1217 c). Nei casi 
delle figg. 1217 a), b) lo sforzo P, sollecita 
il chiodo alla recisione in una sola sezione; 
nel caso della fig. 1217 c) il chiodo ha due 
sezioni che resistono alla recisione. Se am- 
mettiamo che la tensione tangenziale 7 si 
ripartisca uniformemente (*) nella sezione 7d*/4 del chiodo, si ha nei 
due casi 


Fig. 1217. 


nn Pa P/2 
(8 = = TA 
ai. t= Ra. 7 fi 

Il gambo del chiodo esercita anche una compressione 0, contro una 
metà della parete del foro. Se ammettiamo che la o, sia uniformemente 
ripartita nello spessore s del ferro e nella proiezione d della semicircone 
ferenza ("), si ha 


(878) 0» = Gd° 


e) Il calcolo della resistenza si riduce a confrontare i suddetti valori 
medi convenzionali di t e di o, con opportuni carichi di sicurezza dedotti 
dalle ricerche sperimentali e sanciti dalla lunga prati- 
ca, che di solito si assumono uguali a 1000 kg/cmq per 
la te a 2000 kg/emnq per la 0, (assai minori per le cal- 
daie, n. 569, e nel caso di sollecitazioni dinamiche). 


(8) L’attrito, opponendosi allo scorrimento fra i ferri, diminuisce an- 
che in misura considerevole la deformazione della struttura, che altrimenti 
risulterebbe molto maggiore di quella dovuta alla sola elasticità. 

Secondo le esperienze di Bach, la forza necessaria per vincere l’attrito 
varia da 1000 ®, a 1800 ©, (in kg; ©, sezione del chiodo in cmq). 

(*) Si veda a questo proposito quanto si disse nel n. 177. 

(?) In realtà la 0, varia nello spessore come mostra la fig. 1218 a), e 
nella semicirconferenza come mostra la fig. 1218 b). 
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Perciò si deve avere 


P. P 

(879) adi <1000 kg/cmq, Fà < 2000 kg/emq (chiodi con 1 sezione resistente) 
P./2 Ps 

(880) xd°/i <1000 kg/cmq, "i < 2000 kg/cmq (chiodi con 2 sezioni resistenti). 


Si ha uguale sicurezza alle due tensioni 7 e 0, se esse raggiungono 
contemporaneamente i suddetti valori ammissibili. Ciò si verifica se 


d/s= 2,6 nel caso di 1 sezione resistente 
d/s = — 1,3 nel caso di 2 sezioni resistenti. 


Se d/s è minore di tale limite, occorre la verifica della 7; se è maggiore, 
occorre la verifica della 0,. 

Nel caso dei chiodi resistenti in una sola sezione (figg. 1217 a, b), il 
gambo del chiodo è anche soggetto a un considerevole momento flettente 
incognito, mentre la pressione c, contro la parete del foro è distribuita 
in modo più irregolare. Inoltre anche l’attrito fra i due ferri è vinto più 
facilmente. Perciò in tale caso è prudente diminuire i carichi di sicurezza 
suddetti, assumendo ad es. 7 < 800 kg/emq, o, < 1600 kg/cmq. 

f) Si deve poi verificare se le varie sezioni dei ferri resistono alla forza 
P agente per trazione, pur essendo indebolite, ossia ridotte, dai fori (*) (). 
Per rendere minimo l’indebolimento, è opportuno disporre un numero 
crescente di chiodi nelle file successive (fig. 1221): un solo chiodo nella 
fila di testa, dove il ferro è ancora soggetto all'intera forza P; due chiodi 
nella seconda fila, dove P è già diminuito di P/n; tre chiodi nella terza 
fila, dove P è diminuito di 3P/n (es. 1075). 

Nel caso delle file sfalsate, la sezione più debole è quella serpeggiante 
ti della fig. 1216 c). 

Se la P agisce per compressione, nel calcolo della lamiera si può far 
a meno di detrarre dalla sezione i fori, purchè si sia certi che i gambi 
siano stati ricalcati in modo da riempire perfettamente i fori. 

È buona pratica eseguire i fori col trapano e non col punzone, perchè questo 
indebolisce il metallo fino a una certa distanza dal foro (cioè dove la lamiera è 
più affaticata), lo incrudisce, e non di rado lo incrina. Invece i fori trapanati 
lasciano intatto il metallo circostante, che perciò resiste bene allo sforzo suddetto 


(*) Se c è la tensione provocata da P nella lamiera integra, in una sezione ti (fig. 1216 b) 
eorrispondente a una fila di chiodi si ha mediamente c; = c/c, essendo a = (A — d): A. Ad es., 
mel caso di A = 3d si ha cy = 1,50. Si veda anche la nota 15. 

(*) In certi casi può essere conveniente eliminare tale indebolimento mediante un oppor- 
tuno ingrossamento dei due ferri nella zona della chiodatura. Altrimenti l’indebolimento stesso 
rende inutile una parte della resistenza che i ferri hanno in tutta la lore restante lunghezza (con 
sonseguente spreco di materiale). 

L’indebulimento suddetto è evitato nel caso dei collegamenti saldati. 
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di trazione, nonchè alla compressione c, esercitata dal gambo contro la parete 
del foro. Quand'è possibile, conviene trapanare insieme i vari ferri da chiodare, 
per ottenere fori perfettamente combacianti. La punzonatura è tollerabile solo 
per piccoli spessori. Talvolta si punzona il foro con diametro minore, poi si allarga 
mediante alesaggio. 

Se la distanza dei fori dai lembi non è sufficiente, questi possono rompersi 
in vari modi (fig. 1219) (dipendentemente dal rapporto delle distanze d/Ò’, n. 558), 
specialmente se il metallo è stato indebolito praticando i fori col punzone. 

g) Il caso più frequente di chiodi resistenti per trazione è quello di 
una trave collegata ad angolo retto con un’altra (n. 567 c). 

Di solito la rottura di un chiodo teso avviene per distacco della testa 
dal gambo, perchè ivi la o ha delle forti concentrazioni al contorno 
(n. 114 db). Talvolta il distacco si verifica anche soltanto per effetto della 
tensione iniziale cy. Il carico di sicurezza & varia col diametro d e col 
rapporto fra lo sforzo di recisione 7 e quello normale N. Secondo ricer- 
che americane si può assumere (% in kg/cmq, d in em) 


(831) k=1502 — 2204 — 475(7/N)°. (limiti di validità 0 < 7/N < 0,85). 


Fig. 1219. Fig. 1220. 


Fsercizio 1073. — Un tirante di lamiera, avente b = 12 cm ed s=1 cm, 
è teso con P = 12,5 t. Studiare la giunzione per sovrapposizione semplice 
(fig. 1220 a). 
Soluzione. Usiamo 4 chiodi di 20 mm. La tensione di recisione e la compres- 
sione contro i fianchi dei fori risultano 
12500 12500 


© Fuga 890 Belo» ve 7g) 4802 ipfona. 


Nelle sezioni 1 e 2 del tirante la tensione risulta 


12500 a __ 12500 — 12500/4 
È = 1250 kg/cmq, Gi = s*1 


= 1172 kg/emq. 
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La 0, è troppo elevata, tanto più che aumenta ancora per effetto del mo- 
mento dovuto alla giunzione semplice. 


Esercizio 1074. — Idem, con doppio conriziunto (fig. 1220 h). 
Soluzione. Usiamo coprigiunti di 0,7 cm di spessore, e 3 chiodi di 20 mm da 
ciascuna parte. Nella chiodatura si ha 


12500 12500 
t=3.3.3,ia 99 iglomg, 0035 


= 2083 kg/emq. 


Nella sezione 1 del tirante e nella sezione 2 dei coprigiunti si ha 


12500 12500 
= 2° = 1250 ke/ 235703 
630.1 1250 kg/cmq, 9 3-8:0,7 


= 1116 kg/emqg. 


Esercizio 1075. — Calcolare la tensione nelle varie sezioni del tirante della 
fig. 1221. I dati sono P = 20 t, b = 16 cm, s= 1,2 cm. 
Soluzione. a) Se si assume d = 17 mm, si ha nei chiodi 


20000 _ 979 & 20000 
t“=rm " 979 kg/emq, ®="Fo.a° 1089 kg/emq. 


b) Nelle sezioni 1, 2, 3, 4, 5 le tensioni nel tirante t, sono rispettivamente 


___P _ (8/9? _(6/9)P 
7 und’ 7-20 TIA 
c, = 819? ci = UDP 
+7 24’ 70 _da 


Coi dati del problema risulta 0, = 1166 kg/emq, 0, = 1176 kg/emq, rm = 
= 1020 kg/omq. Se b' = 13,0 cm, b = 8,0 cm, si ha anche gay = 579 kg/cmq, 
Os = 294 kg/cma. 


Esercizio 1076. — Nel caso di due lamiere uguali collegate con tre chiodi uguali 
ed equidistanti (fig. 1222 a), determinare la ripartizione della forza P fra i chiodi, 
supposto che il comportamento sia elastico e che l’attrito fra le lamiere sia già 
stato vinto. : 
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Soluzione. a) Indicando con T, = T; e T, gli sforzi nei tre chiodi, poniamo 


T,=T,=P/3+p=(P3X1+a), T,=P/3—2p=(P/3\1—2a), 


dove a è un numero incognito. Gli sforzi di trazione nella lamiera superiore e 
in quella inferiore nel tratto 1-2 risultano (fig. 1222 b) 


Nig =P_T,=P—(P/8(1+ a)=(P/3\2—a), N=T,=(PB(1+a). 


Gli allunsamenti della lamiera superiore e di quella inferiore nel tratto 1-2 
sono espressi da 


Ma = Ni A/PA;= c(2—a), Xj=N4A4/EA=e(1+a). (c=PA/3E4) 


Gli scorrimenti è dei chiodi si possono esprimere sostituendo alla lunghezza 
2s del gambo una lunghezza fittizia s* supposta uniformemente deformata, e 
si ha (fig. 1222 c) 


6, =, = T;s*/GA,=c(1+ a), ò, = Tss*/GA,=c(1— 2a). (0, =Ps*3GA) 


Gli scorrimenti ò e gli allungamenti 4 sono legati da (1°) 


6, — da = dia — Ai» ossia c(1+a)—c(1—2a)=c(2—a)—c(1+ a), 


da cui 
a=c;:(2c,+ 3c.). 


Se ammettiamo che sia s* = s,/2 = s, si ha (189) 
a=1:(2+ 7,84,8/4,4). 


Noto a, il rapporto fra T, e T, risulta 7,/T,=(1+a):(1— 2a). 
Date le vari ncertezze, il risultato è soltanto indicativo. 
b) Esempio. Se le dimensioni delle lamiere sono db = 10 cm, s=1 cm e 
se il diametro e la distanza dei chiodi sono d = 2 cm, 4 = 10 cm, si ottiene 


a=1:(2+7,8-10-1/3,14-10) = 0,223, 
I,/T,=(1+0,223):(1—2-0,223)=2,21. 


Quindi la forza P si ripartisce fra i chiodi secondo T, = T3 = 0,408P e T, = 
= 0,184P. 


Esercizio 1077. — Due tubi di ferro di 60 cm di dia- 
metro interno, muniti di flangia (fig. 1223), sono collegati 
con 40 chiodi di 17 mm. Calcolare il momento torcente 
massimo che la chiodatura può trasmettere. 

Soluzione. Lo sforzo di recisione ammissibile per ogni 
chiodo è 1000 - 2,27= 2270 kg, che agisce tangenzialmente 
alla circonferenza lungo la quale sono coNocati i chiodi. Fig. 1229, 


(*) Se fosse 21, = 213. si avrebbe 3, = &,. e quindi gli sforzi 7 sarebbero uguali tra loro- 
Ci-si avvicina a questa cendizione rastremando la lamiera (fig. 1221) in modo che dove N è mi- 
nore lo sia anche la sezione resistente, e si abbia circa la stessa e. Ciò accade in modo esatto nel 
caso della fig. 1222 d). 
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Se il raggio di tale circonferenza è di 32,5 cm, il momento torcente ammissi. 
bile è M, = 40 - 2270 - 32,5 = 2951000 kgem. 

Se lo spessore del tubo è di 5 mm, assumendo per la lamiera 7 = 1000 kg/ema, 
ed essendo D,, = 60,5 cm, Q = 2875 ema, il momento torcente che esso piò 
sopportare come tubo è (179) M, = 1000 - 2 - 2875 - 0,5 = 2875000 kgcm. Per- 
ciò la chiodatura è bene proporzionata alla resistenza del tubo (11). 

La verifica della c, è superfiua se lo spessore delle flange è almeno s = d/2,6 = 
=—7 mm. 


Fsercizio 1078. — Calcolare lo sforzo massimo di trazione secondo l’asse del 
tubo che può sopportare la chiodatura dell’esercizio 1077. 

Soluzione. Essendo T = 0, la (881) dà £ = 1128 kg/cmq. Perciò ogni chiodo 
può sopportare 1128 - 2,27 = 2560 kg; e i 40 chiodi sopportano 102400 kg. 

Invece ii tubo, di sezione A = 95 cmq, può sopportare 1200 - 95 = 114000 kg. 


Esercizio 1079. — Calcolare il momento torcente che la chiodatura dell’eser- 
cizio 1077 può ancora sopportare, oltre a uno sforzo di trazione Gi 90000 kg. 

Soluzione. Lo sforzo di trazione e la tensione in ogni chiodo valgono N = 2250 
k:, o = 991 kg/emq. 

Dalla (881) si deduce T/N = 0,537; quindi si ha T = 1208 kg, cui corrisponde 
M, = 1570000 kgem. 


Esercizio 1099. — I due tubi dell’esercizio 1077 sono senza flangia e sono im- 
boccati l’uno nell’altro. Studiare la chiodatura in modo che sopporti circa io 
stesso momento torcente. 

Soluzione. Usiamo dei chiodi di 14 mm (A = 1,54 emq) disposti in due file 
periferiche. Ognuno di essi può sopportare 1540 kg. La distanza di questi sforzi 
dal centro è di 30 em. Quindi il numero di chiodi necessari per sopportare il mo- 
mento M, = 2950000 kgem è 


2950000 


= #0 3)" 63,9 = — 64. (32 in ogni fila) 


La pressione contro la parete dei fori risulta o, = 1540/1,4-0,5 = 2200 
kg/cmq. Per contenerla in 2000 kg/cmq il numero dei chiodi dev'essere 


2950000 


" = 2000 - 1,4 - 0,5 - 30 


== 70. 


560. Le chiodature correnti. 


Con la denominazione di chiodature correnti si indicano quelle che 
uniscono ferri profilati e lamiere per formare una trave composta. 


(®1) Quand’è possibile, è opportuno studiare la chiodatura non per una determinata solle- 
citazione, bensì in modo che possa sopportare circa la stessa sollecitazione massima che può 
sopportare ciascuna delle due parti che si collegano, 
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Le più comuni sono quelle che nelle travi a doppio T uniscono i can- 
tonali all'anima e quelle che uniscono le piattabande ai cantonali. 

Nelle travi di considerevole lunghezza si hanno anche chiodature atte 
a rinforzare mediante coprigiunti le interruzioni dei cantonali, le interru- 
zioni delle piattabande, le interruzioni dell’anima. 

Le chiodature correnti devono assicurare alla trave composta un fun- 
zionamento analogo a quello che avrebbe se fosse un tutto unico; quindi 
devono resistere agli sforzi che i vari elementi si trasmettono in tale 
funzionamento. In esse i chiodi sono sollecitati alla recisione. di solito 
in una sola direzione, e talvolta (nn. 564, 567 è) in due direzioni circa 
ad angolo retto. 


561. Unioni dei cantonali all'anima e alle piattabande. 


Le travi composte più usate hanno la sezione a doppio T (fig. 1224), 
e sono costituite da un’anima di lamiera, da quattro cantonali collegati 
all'anima mediante una prima chiodatura, e da una o più piattabande 
di lamiera in alto e in basso collegate ai cantonali mediante una seconda 
chiodatura (!*). La prima chiodatura rende solidale con l’anima l'insieme 
dei due cantonali e delle piattabande, e lo costringe a deformarsi, ossia 
ad allungarsi o ad accorciarsi, come 
nel caso di una sezione unica; quindi 
lo cost.inge ad assumere delle o di 
trazione o di compressione proporzio- 
nali alla distanza y dall’asse neutro. 
La seconda agisce in modo analogo 
sulle sole piattabande. 

La prima chiodatura è dunque più 
sollecitata della seconda, perchè deve 
mettere in tensione una parte della sezione di area maggiore. 

a) Unione dei cantonali all’anima. Lo sforzo in ognuno dei chiodi che 
uniscono i cantonali all'anima si determina con ragionamento analogo 
a quello che si fece nel n. 166 per trovare lo sforzo tangenziale longitu- 
dinale 7,,0 dr. Consideriamo due sezioni S ed S, della trave (fig. 1224 b) 
fatte in due mezzarie successive dei chiodi e distanti tra loro Ax (dx 
distanza dei chiodi o delle mezzarie). Se T è lo sforzo di taglio in $, il 
momento flettente in S, supera quello in S di AM = TAx; quindi le 
tensioni o, in $, sono maggiori (se 7 è positivo) delle o che si hanno in 
S. Gli sforzi totali di compressione o di trazione sopportati dall’insieme 
dei due cantonali e delle piattabande nelle due sezioni $, ed S differiscono 


Fig. 1224. 


(33) Numerose tabelle di uso immediato per Io studio delle travi composte si trovano ad es* 
nel volume Stahl im Hochbau, Berlino, springer, ediz. 1930, sez. 5, VII, pagg. 434-483. 
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tra loro di (n. 166 a) 
TAx 


<il 


essendo $; il momento statico dell’area tratteggiata A; rispetto all’asse 
neutro, e J il momento d'inerzia dell’intera sezione. 

Questa differenza è sopportata dal chiodo esistente a metà del tratto 
Ax, che collega tale insieme all'anima. Perciò, se 7 è la tensione tangen- 
ziale nelle due sezioni resistenti del chiodo e se 0, è la pressione del gambo 
contro la parete del foro dell’anima di spessore s, si ha 


(892), (883) 7-2 TA g PR 


4 di Sia JT Se. 


Da queste relazioni si ricava 4x per un dato valore di d, o viceversa. 
Si ottiene così 


_J 984 
2 "Te 9 do = Ni 


(884), (335) Ag = LOT T'S TS 


e si assume il minore dei due valori trovati. 

Se si pone t = (4/5)k e o, = 27 = (8/5)%, si ha anche 
(884,), (885,) Az = 1,26 sca ci; Ax = 1,6 E c. 

Per evitare il calcolo di J e di $S;, si può con buona approssimazione 
sostituire //S; con Ra(1 + 9/6), dove pg = As/A; (A, sezione dell'anima, 
A; sezione dei due cantonali e delle piattabande, A, altezza dell'anima). 

L'intervallo Ax si calcola per la sezione in cui T è massimo, e di so- 
lito si mantiene costante nell’intera trave. 

b) Unione delle piattabunde ai cantonali. Il ragionamento non diffe- 
risce da quello fatto in a); però ora $; è il momento statico della sezione 
delle sole piattabande rispetto all’asse neutro, e quiudi lo sforzo da sop- 
portare è minore. 

I chiodi hanno ora una sola sezione resistente alla recisione, ma ci 
sono due chiodi; quindi la /x è ancora data dalla (884). Invece la com- 
pressione 0, preoccupa meno, perchè i due chiodi premono contro due 
fori dei cantonali. 

A parità di diametro d, la 4x risulta maggiore di quella trovata in 
a); tuttavia si assume uguale, per collocare questi chiodi sfalsati rispetto 
a quelli considerati in a). Se $; è molto minore, si può eventualmente 
assumere un diametro d minore. 

c) Quando i chiodi sono vicini tra loro, la sezione longitudinale dell'anima 
fatta all’altezza dei chiodi è molto indebolita dai fori. Perciò, specie se lo spessore 
dell’anima è piccolo e se il taglio è forte, è prudente verificarne la resistenza alla 
tensione tangenziale longitudinale, che si riduce a calcolare la 7,, che si avrebbe 
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nell'anima se non ci fossero i fori e a moltiplicarla per Ax :(4x — d) (perchè lo 
sforzo totale r,,.s/4x agente nel tratto Ax dev’essere sopportato dall’area resi- 
dua s(4x— d), nota 8). 

d) Nel caso delle travi curve, lo sforzo di trazione o di compressione nei 
cantonali e nelle piattabande genera una risultante in direzione radiale, 
che dev'essere sopportata dai chiodi che mumiscono i cantonali all’anima 
e che può affaticarli notevolmente (es. 1084). 


Esercizio 1081. - Una trave di ferro a T (fis. 1224) è costituita da 
un'anima alta &, = 150 cm e spessa s = 1,4 em, da quattro cantonali di 150 x 
x 150 x 14 mm e da due piattabande in alto e due in basso, larghe 33 cm e spesse 
1,2 cm. La chiodatura corrente è fatta con chiodi di 26 mm. Determinare il carico 
totale ammissibile, essendo la trave lunga 15 m e appoggiata alle estremità. 

Soluzione. a) La sezione più indebolita è quella fatta in corrispondenza dei 
chiodi che uniscono le piattabande ai cantonali. Per essa si ha 


J = (27,8 - 154,83 — 1,5 - 1503 — 22 - 147,23 — 2,8 - 1203) : 12 = 1893000 cm4, 
W = 1893000/77,4 = 24460 cm'. 
Il momento che tale sezione può sopportare è 
M = 1200 - 24460 = 29350000 kgem = 293500 kgm. 


Quindi il carico totale ammissibile è 


LE 293500 = 156000 ke. 
15 S; 

b) Il momento d'inerzia della sezione con una sola piattabanda si ottiene 
sottraendo 27,8(154,8° — 152,48) : 12 = 393540 em', e risulta J = 1499460 emi, 
cui corrisponde W = 1499430/76,2 = 19680 em? ed M = 236150 kgm. 

Questo momento si verifica a 3,32 m dal centro della trave. Perciò il tratto 
centrale con due piattabande deve estendersi fino a circa 4 m dal centro (affinchè 
a m 3,32 la seconda piattabanda sia già sufficientemente chiodata, e quindi in 
grado di assumere lo sforzo). 


Esereizio 1082. - Calcolare la distanza Ar dei chiodi che uniscono i cantonali 
all’anima nella trave dell’esercizio 1081. 
Soluzione. a) Con una o con due piattabande si ha 


S; = 27,8 - 1,2 - 75,6 + 22 - 1,4 - 74,3 + 2,8-15- 67,5 = 7645 cm3 
Sj = 27,8-2,4-76,2+ 22 -1,4- 74,3 + 2,8-15-67,5 = 10208 » 


DI 


TI taglio massimo è T = 156000/2 = 78000 kg. Quindi, assumendo % = 1200 
) 


è 
ky/cwy, le (884,), ($85,) danno per i tratti con una sola piattabanda 
1200 - 2,6? 1499460 


Ax = 1,26 73900 ogg” 7 Ha 
1200 - 1,4 + 2,6 1499460 _ 
Ax = 1,6 TE000 645 © 17,6 cm. 


Assumeremo /x = 17,5 cm. 
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A m 3,50 dagli appoggi, dove ha inizio la seconda piattabanda, il taglio è 
T = 41600 kg. Perciò nel tratto centrale si ha 


1200 - 2,62 1893000 


patate 207 SSSvlO: 
da = 1,26 Taoo long = A 
1200 - 1,4 - 2,6 1893000 
= 1,6 di i = 
de 41600 Jozog Sl em. 


Assumeremo Ax = 30 em. 
b) 11 rapporto J/S; vale nei due casi 193,1 cm e 185,4 cm. 
Con una o con due piattabande si ha 4;= 106,2 cino e A,= 139,5 cmq, men- 
tre 4, = 150 - 1,4 = 210 cmq. Quindi nei due casi si ha (n. 561 a) g = 1,977 
e g = 1,505. Se nelle (884,), (885,) si sostituisce .7/S, con h(1+ 9/8), si ottiene 
nei due casi 199,4 cm e 187,6 cm, con errori rispettivi di 1,7% e di 1,2%. 


Esercizio 1083. — Nella trave dell’esercizio 1081 calcolare la chiodatura che 
unisce le piattabande ai cantonali. 

Soluzione. Limitandoci a considerare i tratti con una scla piattabanda, il 
momento statico di questa è 


S, = 27,8 - 1,2 - 75,6 = 2522 cm. 
Perciò la distanza dei chiodi risulterebbe 


1200 - 2,6? 1499460 


= 0g tto 4 3 = 77 
Ax = 1,26 800 9522 TT n 
1200 - 1,4 - 2,6 1499460 _ _,,, 
Ax = 1,6 78000 — "Sa © 53,3 cm. 


:i potrebbe adottare de = 53 cm, ma per ragioni costruttive si conserva lo stesso 
Jx = 17,5 cm trovato per i chiodi che uniscono i cantonali all'anima. iuvece 
si possono adottare chiodi di 20 o di 17 mm. 


Esercizio 1084. — Una trave curva, costituita da un’anima dello spessore di 
12 mm e da quattro cantonali di 80 x 30 x 10 mm (fi- 
gura 1225), ha il raggio interno di 50 cm. Supposto che 
la o media nei cantonali interni, dovuta al momento 
flettente, sia 0, = 1200 kg/emq. calcolare gli sforzi 
nella chiodatura (chiodi di 17 mm, distanti Ax = 
= 10 cm). 

Soluzione. Lo sforzo totale in un cantonale è S = 
= Om. se A, è la sezione netta del cantonale. I due 
sforzi S inclinati tra loro sono equilibrati da una forza 
radiale # sopportata dal chiodo (fig. 1225 b), data da 


o 90 006 


Fig. 1225. = 28 sen g/2 = — 28 - p/2= Sp =S-Ax/r,. 


Nel nostro caso si ha A,=15,1 — 1,7-:-1= 13,4 cmq, S=1200-134 = 
= 16080 kg, r, = 54,5 cm, t = 16080 - 10/54,5 = 2450 kg. Quindi la tensiore 
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(oli 


tangenziale (radiale) nella sezione del chiodo e la pressione del gambo contro il 
foro dell'anima risultano 


= 2950/2,27 = 1300 kg/emg, 0,=2-2950/1,7-1,2 = 2892 kg/emq. 


562. Interruzioni dei cantonali. 


Come si è già accennato, quando la lunghezza della trave è maggiore 
di quella dei cantonali del commercio (ossia è maggiore di circa 12 m), 
è necessario interrompere i cantonali ed eseguire giunzioni chiodate atte 
a trasmettere lo sforzo da un tronco all’altro del cantonale interrotto. 
Tali giunzioni si effettuano sovrapponendo ai due tronchi un pezzo di 
cantonale di dimensioni minori (in modo che le ali non sporgano), ma 
di spessore maggiore (in modo che la sezione dello spezzone sia circa 
uguale a quella del cantonale da congiungere). La lunghezza dello spez- 
zone dev'essere tale da contenere tanti chiodi che possano sopportare lo 
sforzo trasmesso. Se nei chiodi si assume T = (4/5)k, la sezione nad? 4 
degli » chiodi posti da ciascun lato della giunzione dev'essere almeno 
uguale a 5/4 della sezione netta del cantonale o del coprigiunto. 

in tal modo le giunzioni risultano robuste quanto i] cantonale conti- 
nuo; tuttavia è opportuno farle capitare nei tratti in cui il momento 
flettente ha valori modesti, e sfalsare tra loro le giunzioni dei vari can- 
tonali. 


Esercizio 1085. — Studiare una giunzione di uno dei cantonali della trave 
dell’esercizio 1081. 

Soluzione. Il cantonale di 150 x 150 x 14 mm usato in tale trave ha la se- 
zione di 40,3 cmq. Useremo come coprigiunto un cantonale di 130 x 130 x 18 
mm, il quale non sporge dai cantonali da congiungere, e tuttavia ha la sezione di 
39,3 cmq, cioè poco diversa dall’altra. 

La sezione netta del coprigiunto è 39,3 — 2,6 - 1,6 = 35,1 cmq. Quindi il 
numero dei chiodi (di 26 mm) dev'essere n = 1,25 - 35,1/5,31 = — 8. Perciò, 
essendo Ax = 17,5 cm, il coprigiunto dev'essere lungo circa 2 + 8 - 17,5 = 280 cm. 


563. Interruzioni delle piattabande. 


Per le giunzioni delle piattabande interrotte valgono delle conside- 
razioni analoghe a quelle che si sono fatte per le giunzioni dei canto- 
nali. Come copriginnto si usa un pezzo di piattabanda avente uguali 
spessore e larghezza di quella da congiungere. Il numero dei chiodi e la 
lunghezza del coprigiunto si determinano come per i cantonali. 

Nel caso di più piattabande sovrapposte, non sempre occorre interrom- 
perle tutte, perchè quelle esterne, esistenti solo in certi tratti, hanno lun- 
ghezze modeste. Quando invece ciò sia necessario (caso di travi molto lunghe), 
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——_____________: 


si sfalsano le giunzioni a scala (fig. 1226), in modo che ciascuna piatta- 
banda serva da coprigiunto a quella più interna, e si aggiunge un solo 
spezzone di piattabanda che ripristina 

— i la sezione primitiva in corrispondenza 

di ciascuna interruzione. Se le interru- 

zioni non si disponessero così riunite, 

occorrerebbe un coprigiunto per cia- 

Fig. 1226. scuna di esse. 


Esereizio 1086. — Studiare il coprigiunto per un pacchetto di tre piattabande 
di 33 x 1,2 em che si devono interrompere. 

Soluzione. Se i chiodi sono di 26 mm, la sezione netta di una piattabanda 
è 27,8 -1,2 = 33,36 cmq. Quindi la sezione totale dei chiodi capace di trasmet- 
tere lo sforzo da una piattabanda all’altra è (5/4)33,36 = 41,7 cmq, cui corri. 
spondono 41,7/5,31 = — 8 chiodi. Avendosi i chiodi affiancati due a due, occorre 
una lunghezza 7 = 44x = 4 - 17,5 = 70 em. Perciò la lunghezza totale del co- 
prigiunto (fig. 1226) è 4-70 = 280 cm. 


564. Interruzioni dell'anima. 


a) Giunzioni trasversali. Quando non si dispone di una lamiera lunga 
come la trave, l’anima risulta interrotta in una o in più sezioni. Quindi 
si devono studiare delle giunzioni atte a sopportare lo stesso momento 
flettente .1I/, e lo stesso sforzo di taglio T, che sopporta l’anima (depu- 
rata dai fori dei chiodi necessari per la giunzione), ossia atte a trasmet- 
tere M, e 7, da un tronco all’altro dell'anima. Tali giunzioni sono costi- 
tuite da due coprigiunti di lamiera (fig. 1227) aventi lo spessore almeno 
uguale alla metà s/2 di quello dell'anima. I chiodi si dispongono in una 
o più file verticali dalle due parti dell’interruzione. 

Le lamiere dei coprigiunti possono avere un’altezza limitata al tratto 
compreso fra i cantonali (fig. 1227 a). In questo caso occorre in com- 
penso uno spessore maggiore di s/2; oppure si rinforza la giunzione con 
quaitro strisce di lamiera sovrapposte ai cantonali. 

È preferibile impiegare coprigiunti della stessa altezza dell’anima 
(fic. 1227 b); ciò che costringe però a interrompere i cantonali nel tratto 
occupato dal coprigiunto e a rinforzare l’interruzione sovrapponendo 
quattro spezzoni di cantonali di dimensioni e di lunghezza opportune 
(n. 562). Se le lamiere del coprigiunto hanno lo spessore minore di quello 
Gei cantonali interrotti, si completa lo spessore con un imbottimento 
fatto con strisce di lamiera sotto i cantonali aggiunti. 

b) Se M è il momento flettente nella sezione della trave corrispondente 
all’interruzione, il momento M, sopportato dall'anima è My, = M(J;/I), 
essendo J, il momento d’inerzia della sezione dell'anima depurata dai 
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à 


fori e J quello dell’intera sezione della trave (perchè la curvatura è la 
stessa). Il momento M, tende a far ruotare ciascuna parte dell’anima 
rispetto ai coprigiunti intorno a un centro 0, e provoca nelle sezioni dei 
chiodi degli sforzi tangenziali t = 7 - 2@,, essendo 2, le due sezioni resi- 
stenti di un chiodo. 

Si ammette che le tensioni 7 siano normali alle congiungenti dei chiodi 
con 0 (fig. 1228), e che siano proporzionali alle distanze 7 da 0. Perciò, 
se si indica con 7; la tensione che si avrebbe in un chiodo distante r = 1 
da O, si ha 7 = tr, e lo sforzo sopportato da un chiodo è è = tir 20 


Fig. 1228. 


Quindi. dovendo essere nulla la somma delle componenti degli sforzi f 
in qualunque direzione, risulta (n. 125 c) che O è il baricentro dell’in- 
sieme delle sezioni dei chiodi. 

Per l’equilibrio con M,, dev'essere 


Ztr = 12Zo0g° = Ma, da cui ti=MZor. 


Quindi si ottiene 

386) Mar n M f'nax 
5 — Meta) = Sr” 
a * 2Zwr * mae © 2% 


Se si indica 2,7? con J, e si pone J./tma = W., (momento d’inerzia 
polare e modulo di resistenza della chiodatura), si ha anche 


(5361) Tmax Mi/Wi . 


Invece di far dipendere la chiodatura dal momento M, (che varia 
al variare della condizione di carico), è più razionale (nota 11) richiedere 
che la chiodatura abbia la stessa capacità di resistenza dell’anima depu- 
rata dai fori, che ba W, = 2J/ha. La o ai lembi dell’anima è minore 
della Ome = £ che si ha ai lembi della trave (perchè l’altezza A, dell’a- 
nima è un po’ minore dell’altezza H della trave), e si ha o = k - h./H. 
Fissato il valore massimo di 7, la chiodatura e l’anima possono soppor- 
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tare lo stesso momento flettente se 
(837) tW.,=ocW,, ossia se tW.H =KkW,h,. 


Nel caso di una sola fila di chiodi la 7 risulta orizzontale. e le distanze 
r diventano le distanze verticali y da O. Ciò è press’a poco vero anche 
nel caso di due file, specie se l’altezza è grande rispetto alla distanza delle 
due file. Perciò si può sostituire Zwr® con Low? 

Si dimostra facilmente che in questo caso il modulo W, è dato anche dall’e- 
spressione semplificata (13) 

nb N + 1 
W. 6 int nl’ 


dove n, ed n, sono i chiodi nelle file verticali e orizzontali e A, è la distanza verti- 
cale dei chiodi estremi. Per cui si ha anche 


6M, n—1 
(886.) Cmax T nh 0 n, E 1 . 


c) La chiodatura deve sopportare anche lo sforzo di taglio 7 che si 
ha nella sezione. Ammesso che ogni chiodo sopporti la stessa quoia £/%, 
la tensione tangenziale verticale nei chiodi risulta 


(888) t,=T2hn0,. 


Sovrapponendo la 7 dovuta a MI, alla 7. dovuta a 7, si ha una 7 totale, 
che si ottiene componendo vettorialmente le due. Nel caso in cui la 7 
sia orizzontale o quasi, risulta 


(889) T7=VE+Ta. 


d) Giunzioni longitudinali. Quando l’altezza 
h, dell'anima è maggiore della larghezza della 
lamiera disponibile, è necessario costituire l’ani- 
ma con due o più lamiere collegate longitudi- 
nalmente. La giunzione si fa mediante due co- 
prigiunti longitudinali, e disponendo una o due 
file di chiodi sopra e sotto l'interruzione aa 
(fig. 1229). STA 

Se T,. è la tensione tangenziale longitudinale nell’anima all’altezza 
dell’interruzione, e se 4x è la distanza orizzontale dei chiodi, lo sforzo 
che le due sezioni resistenti del chiodo devono sopportare è 7,.s/x. Quinci 
la t nei chiodi è determinata dall’equazione 


(a) T:s4x = 1:20. 


(*) I risultati si trovano già calcolati per vari casi in una tabella a pag. 447 de volume 
già citato (nota 12) Stahl im Hochbuu. 
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Se l’interruzione capita a metà dell’altezza A, si ha (190) 7,, = T$,/.78, 
essendo $, il momento statico di metà sezione rispetto all’asse neuuru. 
Perciò, posto t = (4/5)k, si ottiene 

2 
(890) Ax = 1,26 li $ S. . 

Una buona approssimazione si ha sostituendo J/S, con k,(1+ 9/6): (14 9/4), 
dove è lo stesso rapporto 4,/4; considerato nel n. 561 a) (4, sezione dei due 
cantonali e delle piattabande). 

e) Irrigidimenti dell’aninea. Per evitare il pericolo dello svergolamento dell’a- 
nima, spesso occorre irrigidirla con ferri profilati (cantonali) disposti vertical. 
mente a distanze opportune. Ciò è tanto più necessario quanto più piccolo è il 
rapporto fra lo spessore e l’altezza dell’anima. Si veda in proposito il Cap. XXXIII. 


Esercizio 1087. — Studiare la giunzione trasversale dell’anima nella trave del- 
l’esercizio 1081. 


Soluzione. a) Adottiamo due coprigiunti alti come l’anima (150 x 40 em), 


dello spessore di almeno 7 mm, e disponiamo da ambo i lati dell’interruzione due 
p 


file di 15 chiodi di 20 mm, distanti tra loro verticalmente e orizzontalmente 4 = 
= 10 cm. 

Il momento d’inerzia lordo .7, dell'anima integra, quello 7, da detrarre per 
i fori, quello netto J, e il modulo di resistenza valgono 

J, = 1,4 - 1503/12 = 393750 cm' 
J,= 2,8 -2(10° + 202 + 302 + 40° + 50° + 60? + 702) = 78400 cm* 

Ja = 393750 — 78400 = 315350 cmi, W, = 815350/75 = 4205 cm3. 

Il momento d’inerzia dell’insieme delle sezioni resistenti delle due file di chiodi 
e il modulo di resistenza valgono (confondendo le distanze r con le y) 

J,= 23,14 -4(102 + 20? + 302 + 402 + 502 + 60° + 70°) = 351680 cm* 

W,= 351680/70 = 5024 cm, 


Essendo H = 154,8 em (con due piattabande), dalla (887) si ricava 
T = 1200 - 4205 - 150/5024 - 154,8 = 973 kg/emq. 


Questa tensione si verifica quando la sezione della trave è soggetta a M = 293500 
kgm (es. 1081 a). 
b) Sela sezione è soggetta anche allo sforzo di taglio 7 = 42000 kg (es. 1082 a), 
si ha nei chiodi 
T, = 42000/80 - 3,14 = 223 kg/cmq. 


Quindi la tensione tangenziale complessiva risulta 
T= v973%+ 223? = 998 kg/emq. 


e) A questo valore di 7 corrisponde una pressione 0, alquanto elevata con- 
tro le pareti dei fori (perchè d/s = 1,43 > 1,3): 


o, = 998 -2-3,14/2-1,4 = 2238 kg/emqgi 
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Esercizio 1088. — Idem, usando chiodi di 14 mm. 

Soluzione. Disponiamo da ambo i lati dell’interruzione quattro file di 15 
chiodi, distanti tra loro 4 = 10 em verticalmente e orizzontalmente. Coprigiunti 
di 150 x 80 cm, spessore almeno 0,7 cm. 


JT, = 1,96 - 2(102 + 202° + 302 + 40? + 502 + 602 + 70?) = 54880 em' 
Ja = 393750 — 54880 = 338870 cm', Wa, = 338870/75 = 4518 cm. 


In questo caso si devono computare le vere distanze oblique r, e si ha 


Ji=21,54[2(25+ 225) + 4(125 + 325 + 425 + 625+ 925 1125 + 
+ 1625 + 1825 + 2525 + 2725 + 3625 + 3825 + 4925 + 5125)] = 36$060 cm* 
W.,= 368060/71,6 = 5141 cm8, 


Quindi si ottiene 


t=—% = 1200 - 4518 - 150/5141 - 154,8 = 1022 kg/emq 
= 42000/120 - 1,54 = 227 kg/emq 
te IGT 2272? = 1047 kg/emq. 


Componendo invece vettorialmente 7 e 7, risulta 7 = 1092 kg/emqa. 


> = 1092 -2-1,54/1,4-1,4 = 1716 kg/cmq. 


Esercizio 1089. — Per costruire la trave dell’esercizio 1081 non si dispone dî 
una lamiera alta 150 em, bensì di due lamiere alte 75 cm. Studiare la giunzio1 e 
longitudinale dell’anima. 

Soluzione. Adottiamo due coprigiunti alti 20 cm e dello spessore di almeno 
0,7 cm, e disponiamo una fila di chiodi di 20 mm da ambo i lati dell’interruzione. 

Nei tratti con una sola piattabanda si ha (es. 1082) .J = 1499460 emi .«d 
S, = 7645+ 1.4 - 752/2 = 11582 em8. Quindi, per 7 = 78000 kg, si ha a metà 
altezza dell'anima (se fosse intera) 


78000 - 11582 


= 20900 = 450 bel , 
Tma: = 1499460 - 1,4 © 430 Kg/emq 


Se invece si sostituisce J/S, con Ry(1+ 9/6): (1+ g/4), dove g = 1,977 (es. 
1082 b), si Ottiene tma; = 417 kg/emq, con l’errore del 3%. 

Disponendo i chiodi alla distanza mutua 4x=10 em, lo sforzo tangenziale 
longitudinale in tale tratto è T,masS/x = 430 - 1,4 - 10 = 8020 kg. Quindi nelle 
due sezioni resistenti di un chiodo si ha 7 = 6020/2 - 3,14 = 959 kg/cmq, mentre 
contro la parete del foro si ha 0, = 6020/2 - 1,4 = 2150 kg/cniq. 


565. Le travi composte soggette a torsione. 


a) Sappiamo (n. 158) che le travi aventi sezioni aperte, analoghe a quelle 
della fig. 207 b-g), resistono pochissimo alla torsione. Ancora minore è la resi- 
stenza se le travi, anzichè semplici, sono composte di diversi elementi (lamiere 
e protilati, fig. 1230 a, b), perchè un momento torcente provoca nelle chiodature 
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deile tensioni che di solito sono maggiori delle 7 provocate nella sezione della 
trave (14); ciò che costringe a limitare ulteriormente il momento torcente. Per- 
tanto, in queste travi è bene evitare che i carichi agiscano in 
modo da sollecitarle a un sensibile momento torcente. 

b) La resistenza a torsione è molto maggiore (n. 158 a) se la se- a) 
zione è chiusa (fig. 1230 c). Indicando con £ l’area racchiusa dal 
contorno medio della sezione, per la (179) lo sforzo tangenziale rs 
che agisce sull’unità di lunchezza del contorno, oppure sull’unità 
di lunghezza della sezione longitudinale (fig. 203 b), è dato da b) 
ts = M,/20. Perciò, se /x è l'intervallo dei chiodi a o b, lo sforzo 
che agisce nel tratto 42 della sezione longitudinale, e che un chiodo 
deve assumersi per trasmetterlo da una lamiera a un cantonale, è 


(a) t= MAx20. 


Dividendo # per la sezione 7742/4 del chiodo, si ottiene la 7 nel 
chiodo stesso. 


Esercizio 1090. — Una trave avente la sezione della fig. 1230 c) è soggetta 
a] momento torcente M, = 30000 kgm. Calcolare la 7 nei chiodi, essendo d = 
-: 26 mm e Ar = 10 em. 
Soluzione. Applicando la (a) si ottiene 
3000000 - 10 
= -—_— = 4764 ke. 
2-ei5-aLa = 
Quindi nei chiodi si ha 7 = 4764/5,31 = 897 kg/emq. 
Per la (179), la tensione nella lamiera più sottile risulta 7 = 397 kg/ema. 
Perciò la sezione della trave potrebbe sopportare un momento torcente circa 
due volte e mezzo maggiore, che invece non è consentito dalla chiodatura. 


566. Le chiodature di forza. 


Si chiamano chiodature di forza quelle che uniscono tra loro le di- 
verse strutture di una stessa costruzione metallica. Fra le più impor- 
tanti sono quelle che collegano l’estremità di una trave a un pilastro o 
a un’altra trave disposta ad angolo retto (ad es., nei ponti, i longoni 
alle traverse, e queste alle travi principali); e quelle che collegano tra 
loro le varie aste concorrenti in un nodo di una costruzione reticolare 
pina o spaziale. 

Queste chiodature sono più importanti di quelle correnti, perchè de- 
7ono sopportare e trasmettere le forze esterne. 

La loro eventuale rottura provoca spesso lo sfasciamento della co- 
struzione, a meno che questa non abbia vincoli (esterni o interni) sovrab- 
bondanti. 


(*) Si veda ad es. il primo volume, pagg. 107-109, dell’opera di F. BLEICH: Stahlhochbauten, 
Berlino, Springer, 1932. 
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567. Unione di due travi ad angolo retto. 


a) Per far sostenere una trave a I da un’altra disposta ad angolo 
retto, si chioda l’anima della prima fra le ali di due cantonali, e si 
chiodano le altre due ali di questi contro l’anima della seconda trave 
(five. 1231 a). Spesso la trave portante sopporta due travi disposte in 
prolungamento l’una dell’altra (fig. 1231 b), come nel caso dei longoni 


Fig. 1231. 


di un ponte metallico sostenuti dalle traverse; ciò che elimina o riAuce 
la torsione nella trave portante. Quando la trave portata è meno alta 
della portante e deve trovarsi superiormente allo stesso livello di questa 
(fig. 1231 c), si dispone sotto la prima un pezzo di cantonale (squadra), 
che concorre a sopportarne il peso. 

b) La chiodatura €’ che unisce l’anima della trave portata ai canto- 
nali funziona come quella che unisce l’anima ai coprigiunti nel caso delle 
giunzioni dell’anima (n. 564 b, c). Questa chiodatura è sollecitata da un 
momento M' da valutare caso per caso (n. 567 4) e dalla reazione verti- 
cale A dell’appoggio. Il calcolo non differisce da quello già indicato. 

c) La chiodatura €’ che unisce i cantonali all'anima della trave por- 
tante è sollecitata da un momento M" un po’ diverso da M' (perchè 
questa chiodatura corrisponde a una sezione della trave portata distinta 
dalla sezione corrispondente alla prima chiodatura) e dalla reazione A. 
I chiodi sono soggetti a trazione per effetto di MW" e a tensione tangen- 
ziale verticale per effetto di A. 

Se si ammette che le ali dei cantonali siano abbastanza rigide da non 
incurvarsi (fig. 1233 a), si può anche ammettere che le tensioni o nei 
chiodi dovute a M'' siano proporzionali alle distanze y dei chiodi dal- 
l’asse » intorno al quale i cantonali tendono a ruotare (fig. 1232); asse 
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che comcide evidentemente col lembo inferiore dei cantonali, perchè 
questi non possono penetrare nell’anima della trave portante. 
Se si indica con c; la tensione che si avrebbe in un chiodo distante 
y=1 da n, si ba c= 0,y. Per l’equilibrio con MH", dev'essere 
Zow,+y= 0;Z0y = M", da cui c= U"/Zowy?. 


Quindi si ottiene 


My M'Ymaz 
(891) o= Ewgf* Cra Zog 
Indicando Zw.y? con J e ponendo JT /ma = W/, si ha anche 
(891,) Cnn = MW. 


x 


La tensione tangenziale 7, dovuta alla reazione A è data da T, = 
= A/2n0., essendo » i chiodi che mmiscono ciascuno dei due cantonali 
all'anima della trave portante (essi banno una sola 
sezione che resiste ad A). 

Di solito questo numero » di chiodi è uguale 
a quello dei chiodi che uniscono l’anima della 
trave portata ai due cantonali. Quindi il numero 
totale delle sezioni resistenti è 2» in entrambe le 
chiodature. Se anche il diametro è lo stesso, la 7. 
risulta uguale in entrambi i casi. Invece la Gaz 
provocata da M° in questa chiodatura è molto 
minore della 7, provocata nell’altra chiodatura, 
perchè W{ è molto maggiore di W° (circa il dop- 
pio. mentre J{ è circa il quadruplo di J;), ed M'' differisce poco da 3°. 

Noti i valori di o e 7, si usa giudicare della resistenza mediante il cri- 
terio della 0.4, che è data dalla (209,); per cui dev'essere (0, = 0) 


Cia = 0,350 + 0,65V0? + 47? < k. 


d) Nel caso in cui la trave portante sopporti una trave da una sola parte 
(fig. 1231 a, c), il momento d’incastro di questa è molto piccolo, causa la piccola 
rigidezza a torsione della trave portante. Perciò si usa ritenere nullo il momento 
M' che sollecita la chiodatura €’, mentre la chiodatura €, il cui centro 
O dista e dal piano della chiodatura C‘, ossia da A, è soggetta al mo- 
mento positivo M’ = Ae. Oppure si ritiene nullo 13’ e si assume M” = — de. 
(È meglio però calcolare entrambe le chiodature per un momento M'=|M"|=Ae.) 

Anche nel caso in cui le travi portate siano due, in prolungamento l’una del- 
l’altra (fig. 1231 b), il momento d’incastro è molto minore di quello d’incastro 
perfetto, causa la deformabilità delle ali dei cantonali che sono a contatto con 
l’anima della trave portante (fig. 1233 a). Per ridurla, si usano cantonali del 
maggior spessore e si colloca la fila interna dei chiodi vicina per quanto è pos- 
sibile all'angolo dei cantonali. 

Una buona coutinuità fra le due travi opposte si consegue però soltanto se 
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si collegano superiormente con una striscia di lamiera (fi- 
gura 1233 b) (es. 1092). 

In certi casi è opportuno verificare se la sezione della 
trave, indebolita dai fori dei chiodi, può sopportare il 
momento M’ considerato. 

e) Quando si voglia evitare la torsione nella trave 
portante, si elimina l’incastro (e i cantonali), si appog- 
gia la trave portata a una lamiera abbastanza grossa 
(fig. 1234), e si impedisce lo spostamento longitudinale 
della trave portata fissandola a una squadra. 


Esercizio 1091. — Due travi a T N 40 in prolunga- 
mento l’una dell’altra sono sostenute da una trave di- 
sposta ad angolo retto (fig. 1231 b). Studiare il collega- 
mento supponendo M° = | 117} = 3000 kgm e A = 15000 ks. 

Soluzione. Usiamo due cantonali di 160 x 160 x 19 mm, 
e disponiamo due file di 5 chiodi di 20 mm in ogni ala dei 
cantonali, distanti tra loro verticalmente A = 7 cm. 

a) Unione della trave portata ai cantonali. Si ha 


Ji = 23,14 -4(72+ 142) = 6154 emi 
Wi = 6154/14 = 440 cm8, 


Tmaz= 300000/440 —= 682 kg/emq 
t, =15000/20-3,14 = 239» 
t =V6822+ 239° 723 è ‘4 


Il 


b) Unioni dei cantonali alla trave portante. Si ha 


24,5? + 31,52) = 25387 cm4 


ds = 3,14 - 4(3,52 + 10,5 7,52 + 
25387 a 806 an, 


se 
Wo = 


C:naz = 300000/806 = 372 kg/emq, 7, = 239 kg/emq, 
Gia = 0,35 -372+ 0,65 3722 + 4- 239° = 524» , 


Esercizio 1092. — Studiare il collegamento della fig. 1233 b), essendo le due 
travi opposte a I N 36 e la lamiera che le collega superiormente larga 140 mm 
e spessa 24 mm. 

Soluzione. Se i chiodi che fissano tale lamiera sono di 20 mm, la sezione netta 
di questa è di 24,0 cmq, e lo sforzo di trazione che può sopportare è di 28800 kg. 
L’asse neutro coincide col lembo inferiore dei cantonali d’attacco. Perciò, se si 
trascura il contributo dei chiodi usati per i cantonali, il momento d’incastro am- 
missibile è M, = — 28800 - 35,2 = — 1013760 kgem = — 10138 kgm. Questo mo- 
mento è poco diverso da quello che può sopportare la sezione netta della trave 
(7, = — 875 cm, M=-10500 kgm). 

Se la lamiera si fissa con 10 chiodi da ambo i lati, si ha nei chiodi 7 = 
= 28800/10 - 3,14 = 917 kg/cmq. 


SI 
o 
i 
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Esercizio 1093. — Studiare l’unione ad appoggio semplice (fig. 1234) di una 
trave a I a una trave ad angolo retto, essendo la reazione A = 54 t. 
Soluzione. Fissiamo all'anima della trave portante una piastra di lamiera di 
34 x 26 x 2 cm, mediante 12 chiodi di 26 mm. Questi sono sollecitati dalla ten» 
sione tangenziale 
t = 54000/12 - 5,31 = 847 kg/emq. 


La squadra sottostante impedisce un eventuale spostamento longitudinale. 
Per impedire lo sfiancamento dell’anima della trave portante è opportuno 
irrigidirla posteriormente con un cantonale, ad es. di 100 x 100 x 12 mm. 


Fig. 1235. 


Esercizio 1094. - Una trave a mensola a T di lunghezza 7 sopporta nn carico 
P all’estremità libera (fig. 1235). Studiare il collegamento dell’altra estremità a 
un pilastro metallico. 

Soluzione. Le due chiodature 0” e 0° si calcolano come nel caso del}’eserci. 


zio 1091. La prima è soggetta al momento | M'| = PY, e la seconda al momento 
| 3'| = PI; entrambe sono soggette al taglio uguale a P. 


568. I nodi delle strutture reticolari. 


a) Le varie aste che concorrono in un nodo di una travatura retico- 
lare sono collegate tra loro mediante una o due piastre di lamiera, cui 
sono unite ciascuna mediante una chiodatura capace di resistere allo 
sforzo trasmesso dall’asta al nodo. Tali sforzi possono essere di trazione 
o di compressione (sforzi principali, Cap. XIV, A). Nel caso in cui si siano 
determinati gli sforzi secondari (n. 472), nel calcolo della chiodatura si 
tiene conto anche della coppia che l’asta trasmette al nodo. 

I chiodi di queste chiodature sono generalmente sollecitati soltanto 
a recisione. La tensione 7 nel gambo dei chiodi e la pressione 0, del gambo 
contro la parete del foro si calcolano mediante i criteri esposti nel n. 559. 

Nella formazione dei nodi si cerca di realizzare per quanto è possibile le ipo- 
tesi che si fanno nel calcolo delle travature reticolari (eccettuata naturalmente 
quella delle aste articolate tra loro). Perciò si fa in modo che gli assi geometrici 
delle varie aste (che sono le rette d’azione degli sforzi) concorrano in uno stesso 
punto, che è il nodo teorico; senza di che gli sforzi secondari aumenterekbero 
per effetto delle eccentricità. Inoltre tali assi devono giacere nel piano medio 
della travatura, per evitare che questa sia soggetta a coppie in piani normali 
al suo. Per lo stesso motivo, e per affaticare ugualmente tutti i chiodi, si distri. 
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buiscono questi in modo che il baricentro delle loro sezioni sia sull’asse geo- 
metrico dell'asta; ciò che si ottiene facilmente se si usano aste di sezione sim- 
metrica rispetto al piano medio della travatura (un cantonale o un ferro a (_ iso- 
lati non soddisfano a questa condizione). Se un’asta è costituita da vari elementi 
(lamiere e ferri sagomati), è opportuno chiodare ciascuno di essi alla piastra cel 
nodo, per trasmettere loro direttamente la parte corrispondente dello sforzo. 

b) La piastra d’attacco nel nodo, soggetta agli sforzi trasmessi dalle varie 
aste, o meglio dai chiodi, è sede di tensioni difficilmente valutabili (essa 
costituisce un sistema piano, n. 580). Perciò è prudente usare uno spes- 
sore considerevole, avuto riguardo anche ai possibili 
sfiancamenti per instabilità dell'equilibrio elastico, 

Di solito si ammette che lo sforzo 
trasmesso alla piastra da un’asta inte- 
ressi una zona che si allarga secondo 
due rette inclinate di 20° con l’asse 
dell'asta (fig. 1226), mentre lo sforzo 
stesso va man mano crescendo per il 
contributo dei chiodi successivi. Per 
ui lo sforzo totale S è sopportato 
Fig. 1236. dalia larghezza db. Fig. 1237. 


Esercizio 1095. — Dal vertice di una capriata discende un’asta verticale 
(fig. 1237) costituita da due ferri a T ad anima bassa di 100 x 50 x 8,5 mm. 
Calcolare la chiodatura. 

Soluzione. Se si usano chiodi di 17 mm, la sezione netta dell’asta è A, = 18.2 
ema, e lo sforzo massimo ammissibile nell’asta è 18,2 + 1200 = 21840 kg. Con sei 
chiodi, la tensione nel gambo risulta 7 = 21840/6 + 2 - 2,27 = 802 kg/emq. 

La piastra dev'essere fissata ai correnti pure con sei chiodi di 17 mm. 


Esercizio 1098. — In una travata reticolare un’asta verticale di parete è costi. 
tuita da una trave ad ali larghe (Differdingen) N 30. Studiare la chiodatura, in 
modo che abbia la resistenza non minore di quella dell’asta. 

Soluzione. Se si usano chiodi di 23 mm disposti su due file in ogni metà del- 
l’ala (fig. 1238), la sezione netta dell’asta risulta A, = — 116 emq. Assumendo 
i carichi di sicurezza di 1200 ks/emq per l’asta e di 960 kg/ cmq per i chiodi, la 
chiodatura e l’asta hanno la stessa resistenza se si ha 


n 4,15 -960 = 116 - 1200, da cui n=r35. 


Disporremo perciò 38 chiodi, cioè 9 in ogni mezza ala. 


Fsercizio 1097. — Nel nodo corrispondente all’appoggio di una trave retico- 
lare concorrono due aste (fig. 1239), una orizzontale e una inclinata di 60°. La 
prima è costituita da due cantonali di 160 x 80 x 12 mm e la seconda da due 
cantonali di 160 x 160 x 19 mm. Calcolare le chiodature della piastra d’attacco, 
essendo la reazione dell’appoggio A = 92 t. 
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Soluzione. Gli sforzi nelle due ‘aste risultano $S, = + 53120 kg, S, = 
= — 106240 kg. 

Adottando chiodi di 20 mm per la prima asta, il loro numero dev'essere tale 
che sia n, -2-3,14 = 53120/960, da cui n = —9. 

Adottando chiodi di 28 mm per la seconda asta, si deve avere n, - 2 - 5,31 = 
= 106240/950, da cui n, = 10,4 + 11. 

Iu pratica le due aste terminano come indica la tig. 1239 b). 


Di 


R_> 


Fig. 1238. Fig. 1239. Fig. 1240. 


Esercizio 1998. — In un nodo (fig. 1240) concorrono due aste di parete (una 
verticale e una inclinata). La prima è costituita da due cantonali di 120 x 80 x 10 
mm, la seconda da due cantonali di 150 x 100 x 12 mm. Studiare le chiodature, 
proporzionandole alla resistenza delle aste. 

Soluzione. a) Asta verticale. Se quest’asta è tesa. disponendo due file di chiodi 
di 20 mm, la sezione netta dell’asta è 4, = — 30,2 emq. Con 6 chiodi, la resi- 
stenza della chiodatura è 6 - 2 - 3,14 - 950 = 36170 kg, mentre la resistenza del- 
l’asta a trazione è 30,2 - 1200 = 36240 kg. 

b) Asta inclinata. Se quest’asta è compressa, e se la sua lunghezza è tale 
che il coefficiente © (n. 283) risulti 1,40, lo sforzo di compressione ammissibile 
è 1200 - 57,4/1,40 = — 49000 ks. Perciò, usando chiodi di 23 mm, il loro nu- 
mero dev'essere n = 49000/2 - 4,15 = — 6. 


Esercizio 1099. — Nel nodo dell’esercizio 1098 calcolare i chiodi che fissano 
la piastra al corrente superiore. 

Soluzione. La piastra è soggetta alla risultante R degli sforzi S, nell’asta ver- 
ticale ed S, nell’asta inclinata. Costruita e valutata la È (fig. 1240), la sezione 
resistente n - 20, dei chiodi dev'essere tale che risulti 7 -n -20,= — R. 

(Se il nodo è scarico, la È è diretta secondo il corrente; se è carico, ha una 
direzione diversa.) 
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Esercizio 1100. — Un palo a traliccio (fig. 1241 2) 
è costituito da due montanti a [_ collegati da ambc 
i lati con cantonali di 50 x 50 x 5 mm, fissati con 
un chiodo di 17 mm. Calcolare le tensioni nel'a 
chiodatura provocate da una forza orizzontale P= 
= 2000 kg agente in sommità. 

Soluzione. Ammettendo che gli sforzi nei mon- 
tanti non abbiano una componente orizzontale (ciò 
che equivale a trascurare gli sforzi secondari, n. 472), 
lo sforzo in ciascuno dei cantonali è S= (P/2)y2 = 
= 1414 kg. Perciò nei chiodi si ba 7 = 1414/2,27 
= 623 kg/emq. La pressione del gambo contro iu 
parete del foro è o, = 1414/1,7 - 0,3 = 1664 kg/cma. 


Esercizio 1101. —- Idem, con collevamenti costituiti da traversi di lamiem 
(calastrelli) (fi. 1241 b) di 400 x 200 x 7 mm (h = 40 em, A = 60 em). 

Soluzione. Il palo si comporta come una trave Vierendeel avente i traversi 
pressochè rigidi. Per le (715) e (714,), il taglio in ciascuno dei due calastrelli di 
un traverso e il momento flettente alle loro estremità valgono 


T’' = (1000 + 1000)60/2 - 40 = 1500 kg, = (1000 + i000)60/4 = 30000 kgem. 


to) 


Queste sollecitazioni provocano nei chiodi (4 = 7 
sioni tangenziali 


cm, d = 17 mm) le ten- 


t, = 1500/3 - 2.27 = 220 kg/emq, t, = 30000/14 - 2,27 = 944 kg/emq . 


Quindi la tensione risultante è 7 = 220? + 944° = 969 kg/cmq. 
rn” 


569. Caldaie, tubi. serbatoi. 


Nelle caldaie si hanno unioni longitudinali per conginngere i lembi 
delle lamiere e formare il corpo cilindrico; unioni trasversali per congiun- 
gere due o più corpi cilindrici quando la caldaia è molto lunga; e unioni 
che collegano i fondi al corpo cilindrico, le quali funzionano in modo 
poco diverso dalle unioni trasversali. 

L’unione per semplice sovrapposizione delle due lamiere, sempre scon- 
sigliabile, si può usare soltanto nel caso di pressioni modeste, mentre per 
pressioni elevate si impiega il doppio coprigiunto, che funziona in modo 
più sicuro, ha una tenuta molto migliore, e richiede un numero di chiodi 
dimezzato. 

Il requisito principale di queste unioni è l’ermeticità, che richiede 
l'adozione di una piccola distanza A fra i centri dei chiodi (2,54 < 4 < 
< 3,34). Ciò indebolisce però notevolmente la lamiera, perchè ne riduce 
molto la sezione resistente, causa la vicinanza dei fori. La riduzione è 
data dal rapporto a = (4 — d):4 (nota 8), ed è necessario aumentare 


to 
(Tal 
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lo spessore s della lamiera in misura inversa. È consigliabile perciò di- 
mezzare il numero dei chiodi di ciascuna fila esterna (fig. 1242 a), in modo 
che lungo tale fila, dove la lamiera sopporta ancora tutto lo sforzo (n. 559 j), 
la distanza diventi 2/4 e la riduzione della sezione diventi a = (24 — d) 24 
(es. 1102). 

Ricordiamo che nelle zone lontane dalle chiodature la lamiera è sog- 
getta a una tensione periferica c; e @ una tensione longitudinale o, che 
sono date da (92), (120) 

i 


r 
Gi='D "Fa Pag 


Dividendole per a. si ottengono le o nelle sezioni indebolite (15). 

Nel caso delle caldaie a vapore, la cui rottura è accompagnata daliò 
scoppio. è prudente adottare valori modesti dei carichi di sicurezza per 
la o nella lamiera e per la 7 nei chiodi: ad es. 800 kg/cmq e 640 kg:emq 
rispettivamente. Se invece la caldaia contiene un liquido sotto pressione 
(senz’aria), la rottura non è pericolosa, perchè provoca soltanto un 
getto di liquido; quindi si possono adottare valori maggiori. 

Per lo studio dei tubi vale quanto si è detto per le caldaie. 

Per i serbatoi cilindrici valgono le stesse considerazioni. Può essere 
corveniente tener conto della variazione della pressione idrostatica p al 
variare della profondità sotto la superficie libera del liquido, per variare 
lo spessore s della lamiera e la robustezza delle chiodature. Per i serba- 
toi aventi la forma di una superficie di rivolu- n 


; n i à s : CL 
zione le tensioni lungo i paralleli e lungo i meri. 4 T 
diani sono dati dalla teoria delle membrane (v. il JE 
Cap. XXVII). ali 


I particolari costruttivi di queste strutture si 
trovano nelle opere specializzate. 


Fsercizio 1102. — Una caldaia a vapore di m 1,60 di 
diametro interno sopporta la pressione di 15 kg/cmq. 
Calcolare lo spessore della lamiera e la chiodatura lon- 
gitudinale. 

Soluzione. Adottando l’unione con doppio coprigiun- 
to, e disponendo i chiodi come nella fig. 1242 a), con 
distanza 4 = 3d, la tensione nella lamiera lungo la 
linea 1 è o, = (6/5)o,. Fra 1 e 2 i chiodi della prima 
fila hanno già assorbito 1/5 di o,, e si ha 0; =(4/5)0% sario a 


(*) In prossimità del bordo dei fori le cy e 07 risultano inoltre molto aumentate per effetto 
delle torti concentrazioni di tensioni ivi esistenti (nn. 114 d, 600 d). Tuttavia tali aumenti, che si 
avrebbero se il comportamento del metallo fosse elastico, risultano smorzati in virtù delle defor- 
mazioni plastiche. Perciò non se ne tiene conto, e ci si limita a ridurre opportunamente il carico 
di sicurezza. 
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Lungo la linea 2 la tensione è c, = (3/2)c; = (3/2)(4/5)o, = (6/5), = c,. In 
modo analogo si trova che lungo la linea 3 la tensione è 0; = (3/5)o,. Perciò la 
massima tensione nella lamiera si ha lungo le linee 1 e 2. dove vale 6 a; = 
= (6/5)c,= (6/5)pr/s. Assumendo il carico di sicurezza £ = 800 kg/emq, si ottiene 


15 


6 p . 
800 


s Lp 
5 ko 5 


80 = 1.8 em. 


Lo sforzo 0.8 - 2/1 agente nel tratto largo 24 è sopportato da 5 chiodi che 
hanno 10 sezioni resistenti. Se si assume d = 14 mm, la tensione nei chiodi ri- 
sulta 

0,8 +24 (pr/s)s - 6d 


T 7 1077d2/4 107d2/4 


= 0,764 2 = 0,764 0a 


= 654 kg/cmq . 
Esercizio 1103. — Studiare la chiodatura trasversele che unisce due tronchi 
della caldaia dell’esercizio 1102. 
Soluzione. Adottando l'unione con doppio coprigiunto (fig. 1242 b), la ten- 
sione uella lamiera lungo la linea 1 è 1 = (3/2)0;. Perciò questa tensione massima 
risulta 


3 3 pr_3 15-S0__ I 
Tmax =30=3 5 = 7a kg/cmq . 
Nei chiodi si ha 
AA _ palpa SI oo nam 10:98 Zar 
t= 4nd2/4 — 2d2 = 0,477 “de 0,477 Fn 409 ke/emq . 


Questi risultati valgono anche per la chiodatura che unisce i fondi al corpo 
cilindrico. Se invece questa unione è fatta per semplice sovrapposizione, la 7 
diventa doppia; per cui è opportuno adottare tre file di chiodi. 


Esercizio 1104. — La caldaia dell’esercizio 1103 è lunga 10 m ed è appoggiata 
alle estremità. Calcolare la tensione longitudinale nella lamiera e nella chioda- 
tura trasversale provocate dalla flessione. 

Soluzione. Il peso della caldaia e dell’acqua (supposta la caldaia piena) è 
q= —5750 kg/m, cui corrisponde il momento flettente massimo M = 5750 - 
» 102/8 = 71875 kgm = 7187500 kgem. Il modulo di resistenza della sezione della 
caldaia (48) è W=r?s=3,14 - 80? - 1.8= 36170 cm8. Perciò la tensione mas ‘na 
nella lamiera, lontano dalla chiodatura, risulta max o, = 7187500/36170 = 99 
kg/cmq. Lungo la linea 1 si ha max o; = (3/2)199 = 298 kg/emq. 

Una fila di chiodi ne contiene circa 120, per cui tutti i chiodi situati da un 
lato dell’interruzione hanno 480 sezioni resistenti a recisione. Il loro modulo di 
resistenza è (es. 38) W, = 480 - 1,54 - 80/2 = 29570 cm?. Perciò, se la giunzione 
è in mezzaria. la tensione tangenziale massima nei chiodi risulta T.,naz = 7187500/ 
/29570 = 243 kg/cmqa. 

Per effetto della pressione interna (supposto che sia ancora p = 15 kg/emq) 
e della flessione si ha complessivamente max o) = 500 + 298 = 798 kg/cmq nelia 
lamiera e T,maz = 409+ 243 = 652 kg/cmq nei chiodi. 


SI 
vI 
i 
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570. Unioni con bulloni. 


Si usano bulloni (fig. 1243 a) invece di chiodi nel caso di opere provvisorie 
che debbano essere frequentemente smontate. Si usano anche quando manca lo 
spazio necessario per effettuare una buona ribaditura; oppure quando lo spessore 
totale s, dei ferri da unire è maggiore di quattro volte il diametro 
d dei fori, perchè allora è difficile ricalcare i chiodi in modo da 
riempire completamente i fori. I chiodi si escludono anche quando 
si devono unire parti di ghisa, la cui fragilità non consente la 
ribaditura. Infine i bulloni sono più indicati dei chiodi nel caso 
in cui siano soggetti a sforzi di trazione elevati, che farebbero 
facilmente saltare le teste dei chiodi. 

1 bulloni possono essere grezzi oppure torniti. I primi sì 
usano nel caso in cui i fori siano erossolani e le unioni siano tem- 
poranee, oppure per tener insieme provvisoriamente i vari pezzi 
che poi devono essere chiodati. I secondi si usano quando i fori 
si siano resi perfettamente combacianti mediante l’alesaggio, per- 
chè consentono un riempimento pressochè perfetto dei fori. È opportuno filet- 
tare soltanto la parte che deve sporgere dal foro. 

Talvolta, quando lo spessore s, è elevato (rispetto a d), si usano bulloni leg- 
germente conici (fis. 1243 b), con le generatrici inclinate di 1/80 + 1/100; ciò 
che richiede un’accurata preparazione dei fori con alesatore conico. 

La tensione 7 di recisione nel gambo e la pressione o, del gambo contro la 
parete del foro si calcolano come per i chiodi, cioè usando la (876) o la (877) e 
la (878). I valori ammissibili per T e 0, sono minori che per i chiodi: di solito 
800 kg/emq per la 7 e 1600 kg/cmq per la G,. Solo nel caso di fori perfettamente 
combacianti e bene riempiti dal gambo si possono raggiun- 
gere gli stessi valori di 1000 kg/emq e di 2000 kg/emq con- 
sentiti per i chiodi. 

Quando i bulloni sono soggetti a trazione. si fa natural. 
mente assegnamento soltauto sulla sezivue ucita della parte 
filettata. 


571. Unioni snodate. 


Le unioni snodate si usano quando le due (o più) part 
da unire devono poter ruotare l’una rispetto all'altra. Per i 
passato erano di uso frequente nei nodi delle strutture ret: 
solari, ma furono abbandonate perchè l’attrito non conser. 
tiva di realizzare l’ipotesi di uno snodo perfetto, e il lor. 
costo era elevato. Ora si impiegano in pochi casi. ad es. nelle 
catene dei ponti sospesi. Le unioni unilaterali (fig. 1244 a) 
sono da evitare, perchè la pressione del perno contro le pa- 
reti dei fori si distribuisce in modo troppo irregolare e provoca forti deforma- 
zioni nei bordi dei fori. È preferibile il tipo della fig. 1244 b), oppure queliu iuui- 
tiplo della fig. 1244 c). 


LI. 1244, 
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Le € 'mensioni delle varie parti devono essere tali che non si abbiano detor- 
mazioni permanenti, sia pure locali, che ostacolerebbero la rotazione. Perciò il 
calcolo non può essere basato, come nel caso dei chiodi, sui valori medi @elle 
tensioni, che si realizzano solo in seguito alle deformazioni plastiche, bensi de- 
V'essere tale da individuare i valori massimi delle tensioni locali. 

a) Calcolo delle teste a occhio. Possono avere le forme indicate nella fig. 1245. 
Se lo spessore della testa è uguale a quello del gambo, per le varie dimensioni 
(fig. 1245 a) vengono suggeriti valori empirici diversi, che si possono così riassu- 
mere: 

d = 0.60 + 1,20 -d, a= 0,55 - 0,75 -b, ce= 0,65 — 0,75 -b. 


Quando c = a, la testa assume la forma della fig. 1245 b). 

Per ridurre i valori massimi delle tensioni locali è consigliabile però aumentare 
lo spessore della testa a occhio; ciò che si può ottenere mediante la fucinatura 
(tig. 1245 a”), oppure aggiungendo due pezzi di lamiera chiodati (fi. 1245 ce’). 


e 


Fig. 1245. 


Nella sezione i-î (fig. 1245 a) la tensione è variabile e assume il valore mas- 
simo c, nei lembi interni. Il valore di 0) è circa tre volte maggiore (nn. 114 b, 
600 5) della tensione media o-,=P/2as nella sezione stessa. Perciò, se si vogliono 
evitare le deformazioni permanenti, si deve far in modo che 0) = — 3P/2as non 
superi la o, al limite di elasticità. 

b) Calcolo del perno. Per quanto si è detto, non si possono trascurare le ten- 
sioni dovute alla flessione del perno, che sono le più elevate. La loro deternn- 
nazione richiede l’ausilio della Teoria dell’elasticità, perchè la teoria elementare 
della flessione (Cap. VI) non è applicabile, essendo il perno una trave molto corta. 
Valori abbastanza attendibili si ottengono estendendo al 
caso del perno cilindrico i risultati che si trovano studiando 
una trave di sezione quadrata di lato a=d. Si trova così (1%) 
che la tensione massima è la o, di compressione nella di- 
rezione dell’ asse del perno e nella zona immediatamente 
sotto il carico P (fig. 1246). Essa si può esprimere con 


Oz = Mmaz/W? + (2/3)1,27pn arctg 0,42d4/, Fig. 1246. 


(14) Si veda la memoria di F. BLEICH: Der gerade Stab mit Rechteckquerschnitt als ebenes Pro- 
blem, « Der Bauingenieur », 1923, pag. 255; oppure il volume dello stesso: Theorie und Berech- 
nung der eisernen Briicken, Berlino, Springer, 1924, $ 65, pagg. 324-332, nel quale si trovano 
anche maggiori particolari per il calcolo delle teste a occhio (pagg. 249-252, 255-262). 
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dove M,., = PÀ/2 è il momento flettente massimo dovuto a P, p, = P/d -27 
è la pressione media sotto P, e 1,27p,, è circa il valore della p massima sotto P. 
Nella direzione y del carico si ha. nella stessa zena. g, = 1,27p,,. Perciò le ten- 
sioni ideali (n. 122) nella zona suddetta risultano (209,) (rt = 0) 


Oria | 


Oy ia ) 


( Gx — 0,38Pm 


= 0,35(0, + 0,) + 0,65(c, — 0,)= ) 0,300, + 1,27p 
Use x 1354Pmo 


La tensione tangenziale 7 nella sezione del perno è ripartita con legge molto 
più complessa di quella che risulta dalla teoria elementare del taglio (Cap. VIII). 
Essa raggiunge il valore massimo a una certa distanza dai lembi superiore e infe- 
riore del perno, e si può esprimere con (nota 16) 


Tmax = [1,10 + 0,02(4/27)* + 0,25 arcto 27/d]T,. (Tm = P/2 : 7d*/4= 2P/nd?) 


Per la resistenza del perno, le due tensioni ideali non devono superare la 0, 
al limite di elasticità; e la 7,,,-, che di solito ha valori modesti, non deve supe- 
rare 0,$0,. 


Esercizio 1105. — Calcolare l’unione snodata della fig. 1247, che 
deve sopportare la forza P = 100 t. 
Soluzione. Assumiamo d = 12 em, 7 = 3 em, a = 13 em. 
a) Teste a occhio. Con le dimensioni suddette, si ha nei lembi 
interni della sezione i-i 


3 » 100000 


u Song * 1923 kg/cmq < 0,. 


La pressione media contro la parete del foro risulta pn = 
= 100000/12 - 6 = 1389 kg/emq; per cui 1,27 p, = 1764 kg/ecmq. 
b) Perno. Il momento massimo nel perno vale M,az = 100000 - 3/2 = 
= 150000 kgem. il modulo di resistenza è W = x - 6/4 = 169,6 cm8. Inoltre si 
ha 0,424/% = 0,42 - 12/3 = 1,68 e arctg 1,68 = 1,034. Quindi si ottiene 


Fig. 1247. 


0, = 150000/169,6 + (2/3)1,27 - 1389 - 1,034 = 2100 kg/emq, 
Cz ia = 2100 — 0,38 - 1389 = 1572 kg/emq 
Oy ia = — 0,30 - 2100 + 1,27 - 1389 = 1134». 


Infine, si ha T,, = 50000/113,1 = 442 kg/emq. Quindi si ottiene 


Tmax = [1,10 + 0,02(12/6)* + 0,25 arctg 6/12]442 = 573 kg/cmq. 


B) SALDATURE. 
572. Le saldature. 


a) Da alcuni decenni si tende a sostituire i collegamenti chiodati con 
quelli saldati, che presentano diversi vantaggi. Anzi tutto con questi si 
evita l’indebolimento delle parti dovuto ai fori, che nelle chiodature im- 
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pedisce di utilizzare in pieno la capacità di resistenza delle parti stesse. 
Inoltre i collegamenti riescono più semplici, perchè le saldature richie- 
dono meno spazio delle chiodature (ciò che riesce utile specialmente nella 
formazione dei nodi delle strutture reticolari), e perchè nelle unioni di 
forza si possono anche eliminare i cantonali d’attacco necessari con le 
chiodature. Ha una notevole importanza anche il fatto che si evitano 
gli allentamenti che si hanno nelle chiodature col ripetersi degli sforzi; 
ciò che rende meno deformabili le strutture. Infine, le saldature riescono 
spesso più economiche, perchè le parti da unire non richiedono alcuna 
preparazione ossia foratura (salvo il taglio di sbieco dei bordi delle ia- 
miere grosse nelle unioni di testa, n. 572 c). 

Per contro. il buon esito delle saldature richiede un’esecuzione accu- 
rata e perfetta, ciò che in gran parte dipende dalia capacità e dalla co 
scienza dell’operaio cui è affidata; ed è questo il motivo principale che 
spesso rende titubanti nel sostituire le chiodature con le saldature. Inol- 
tre il riscaldamento delle parti da unire può, se eccessivo, peggiorarne le 
qualità. Spesso poi il riscaldamento e il successivo raffreddamento pro- 
vocano deformazioni e contorsioni mutue delle parti (fig. 1248 a’, d’, d’‘) (1), 
che si possono attenuare soltanto cominciando la saldatura con una op- 
portuna imbastitura per punti. Infine, non è ancora studiato sufticien- 
temente il comportamento « lle saldature agli sforzi molte volte ripe- 
tuti. Tuttavia le numerose prove di laboratorio dimostrano che le sal- 
dature bene eseguite hanno una buona resistenza, non minore di quella 
dei pezzi che esse collegano (spesso nelle prove la rottura avviene fuori 
della saldatura). E d’altra parte la pratica conferma che le costruzioni 
saldate, oramai numerose, si comportano in modo soddisfacente. 

Come nelle chiodature, anche nelle saldature si hanno le unioni cor- 
renti che uniscono tra loro i vari elementi che costituiscono una trave 
composta (n. 574), e le unioni di forza che uniscono tra loro le varie parti 
di una stessa costruzione (n. 575). 

b) Il procedimento di saldatura più usato è queilo ad arco, che si fa 
scoccare tra un elettrodo costituito da una bacchetta del metallo (ferro 
o acciaio) di riporto e i pezzi da unire. L’arco fonde l’estremità della 
bacchetta e ne fa colare il metallo sulle parti da saldare, che subiscono 
anch’esse una fusione superficiale; così che l’unione riesce intima. 

I diametri delle bacchette variano da 3 a 6 mm, a seconda della grossezza 
del cordone di saldatura che si vuole ottenere. Esse sono di solito rivestite con 
sostanze (talco, amianto, ecc.) atte a rendere l’arco più stabile, a sviluppare dei 
gas che proteggono il metallo fuso, e a migliorare il metallo della saldatura. La 
lunghezza più opportuna dell’arco è intorno a 3 mm. La tensione della corrente 


(**) Per ciò che riguarda queste deformazioni si veda il manuale di F. SCHLEICHER citato 
nel n. 576, pagg. 1633-1639. 
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è di circa 20 V e l’intensità è di 8 — 10 A per mmq di sezione della bacchetta. 
Il consumo di energia è di circa 0,75 kwo per kg di metallo depositato. 

c) Si usano vari tipi di saldature per i vari tipi di unioni. 

I cordoni di testa uniscono due lamiere o due ferri disposti in prolun- 
gamento l’uno dell’altro. Il cordone può essere a V (fig. 1248 a) o a X 
(fig. 1248 b). Se lo spessore delle due lamiere è piccolo, non occorre al- 
cuna preparazione dei bordi, che si accostano lasciando un piccolo inter- 
vallo; altrimenti si tagliano i bordi di sbieco. 


e) 


d”) 


Fig. 1248. 


Più frequenti sono i cordoni d’angolo, che si dispongono nei diedri 
formati dai pezzi da unire (fig. 1248 c, d). Possono essere frontali (j) 0 
longitudinali (1) (fig. 1248 e). Essi devono riempire bene il diedro fino 
allo spigolo. In certi casi possono essere sufficienti cordoni a tratti, an- 
zichè continui. 

Quando lo spazio non è sufficiente per creare cordoni aventi la lun- 
ghezza totale necessaria per la resistenza, si usano anche cordoni d’an- 
golo disposti entro tacche (fig. 1248 fÎ). 

Per lo stesso scopo si usano talvolta anche saldature a tappo entro 
fori che attraversano i pezzi da saldare (fig. 1248 g). Esse non differiscono 
sostanzialmente dai chiodi. 


573. Le tensioni nelle saldature. 


In alcuni casi le tensioni che nascono nei cordoni 
delle saldature sono semplici e ben definite, mentre 
in altri casi sono assai complesse e si possono calco- 
lare soltanto in modo convenzionale. 

a) Nel caso dei cordoni di testa che uniscono ad 
es. due ferri piatti (fig. 1249). per effetto di uno sforzo 
normale N (di trazione o di compressione), o di un CE 
momento flettente M, o di uno sforzo di taglio T' si 


hanno nella sezione della saldatura le stesse tensioni Fig. 1249 
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che si avrebbero se il ferro fosse di un solo pezzo (se lo spessore del 
cordone è uguale a quello dei ferri). Così N genera delle o uniformi, M 
genera delle o proporzionali alla distanza y dall’asse neutro, e 7 genera 
delle 7 variabili secondo una parabola. 

Come spessore resistente del cordone si considera quello s dei due 
ferri, anche se il cordone è sporgente dai ferri; oppure lo spessore minore, 
se i due ferri hanno spessori differenti. Perciò si ha nei tre casi suddetti 


(892) o = N/sÀ, Omar = + 61/73, Toe: =D D/SA . 


Se invece la saldatura di testa unisce un ferro piatto a un eorpo più 
rigido, che ostacola la deformazione del ferro piatto. la 7 varia con legge 
sconosciuta, e si suppone perciò uniforme nell’altezza; per cui t = 7/s4. 

Se % è il carico di sicurezza del ferro di saldatura, come valori ammis- 
sibili delle tensioni si assumono di solito 0,75% a trazione, 0,55% a com- 
pressione, 0,80% a flessione, 0,65% a taglio (®). 

b) Anche nei cordoni d’angolo longitudinali che fissano un ferro sog- 
getto a sforzo normale N (fig. 1250 a) le tensioni sono abbastanza bene 
definite, poichè essi sopportano una tensione 7 longitudinaie di recisione, che 
è massima nella sezione longitudinale di minima larghezza. Se il cordone 
ha la sezione triangolare isoscele (fig. 1250 b), la larghezza minima a della 
sezione fatta col piano bisettore del diedro è a = a,/y2 = 0,7a,. Se il 
cordone è convesso, si assume la a della fig. 1250 c), che vale ancora 
a = 0,7a;. Se è concavo, la a è quella della fig. 1250 d). 

La tensione 7 non è uniformemente distribuita nella lunghezza 4 della 
sezione longitudinale del cordone, ma è maggiore alle estremità, per un 
motivo analogo a quello detto per le chiodature (n. 559 c, es. 1076). Tut- 
tavia si considera una tensione media (1°) 


(893) t=N/Zaà, 


dove % è la lunghezza di ciascun cordone. La Innghezza 7 è qnella del 
cordone diminuita dei due tratti estremi irregolari, di luuguezza circa 
uguale ad a; per cui = 4, — 2a. 


(15) Anche se il materiale usato per la saldatura è ugnale a quello dei due ferri che si unf= 
scono, si ammettono per le o dei valori ridotti (0,75 — 0,85 - #) per tener conto dei possibili di- 
fetti del cordone, e sopra tutto del peggioramento che subisce il materiale dei due ferri in prossi» 
mità della saldatura per effetto del riscaldamento. 

(1*) Se il materiale della saldatura è duttile, le deformazioni plastiche che precedono la rote 
tura tendono a rendere uniforme la t, come nel caso delle chiodature (note 3 e 4). D’altra parte 
le prove di laboratorio mostrano che la forza di rottura è circa proporzionale a 4% e ad a. 

L’uniforme ripartizione della 7 è abbastanza bene realizzata quando le estremità dei due 
ferri piatti sono rastremate come nella fig. 1221 (per lo stesso motivo accennato nella nota 10). 
D'altra parte la rastremazione è anche un mezzo per poter aumentare la lunghezza dei cordoni 
di saldatura. 

Comunque, la comsiderazi n: del valore medio di 1 è sempre lecita, salvo limitarne conve- 
mientemente il vaio.c second, i risultati sperimentali. 
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Come valore ammissibile per 7, si può assumere 0,65%. 

c) Nel caso dei cordoni d’angolo frontali che uniscono due ferri test 
o compressi, la sezione minima a è soggetta a una tensione che non è 
nè tangenziale nè normale al suo piano. Si considera perciò la tensione 
obliqua g (fig. 1251 a) agente sulla sezione a, data da 


(894) o = N/Zaà. 


Se un ferro teso o compresso è fissato con cordoni d’angolo frontali 
e longitudinali (fig. 1248 e), si considera una tensione media unica @ 
(obliqua nei primi e tangenziale nei secondi) che si ottiene dividendo lo 
sforzo totale N per la somma delle sezioni resistenti dei vari cordoni; 
per cui o = N/Za) (es. 1111). 


a) 
bd) hc) NO 
di -di 
Fig. 1250 Fig. 121 


Se il ferro è sollecitato a flessione e taglio (fig. 1251 b), per effetto 
di .V le sezioni dei vari cordoni d’angolo sono soggette a delle tensioni 
o. che si suppongono proporzionali alla distanza » dal baricentro @ del 
complesso delle sezioni e dirette normalmente a r. Perciò. come nel caso 
delle chiodature (n. 564 3), si considera il momento polare J, delle se- 
zioni rispetto a G e si calcola 0, mediante una formula analoga alla (886). 
Per effetto di 7 si considera un’unica 9, media, diretta parallelamente 
a T. Si ha così 
(895) Q1 mar = Mrmo:/In,  09= T/ZaA. 


Quindi si usa comporre vettorialmente la 01 ma: € la 0° (es. 1120). 

Anche per queste tensioni convenzionali 0 si assume come valore 
ammissibile 0,65%. 

d) Le saldature devono essere in grado di assumere e di trasmettere senza 
sensibili alterazioni gli sforzi dall’una all’altra delle parti che esse collegano. Ad 
es., la saldatura che unisce due tratti di una trave deve poter sopportare in ogni 
suo punto le stesse tensioni che si avrebbero nella sezione della trave se fosse di 
un solo pezzo, in modo da non alterare il flusso naturale delle tensioni che si 
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hanno nelle altre sezioni della trave. Senza di che il 
regime statico nella trave cambierebbe fino a una certa 
distanza dalla saldatura; e questa a sua volta sarebbe 
34) ‘ soggetta a degli ingorghi o concentrazioni di tensione, 
e =" sempre pericolosi data la scarsa duttilità del suo ma- 

b) teriale. 

Le varie parti di una saldatura si devono disporre 
in modo da ridurre per quanto è possibile gli eventuali 
sforzi secondari. Ad es., nel caso di due ferri piatti 
uniti con semplice coprigiunto è sconsigliabile la di- 
sposizione della fig. 1252 a) che provoca la deformazione indicata in a’): per 
cui sono preferibili le disposizioni b) e c). Inoltre si deve far sì che il baricentro 
dell’insieme delle sezioni resistenti dei vari cordoni di saldatura che fissano un ferro 
teso o compresso sia possibilmente sull’asse geometrico del ferro (es. 1123). perchè 
allora lo sforzo nel ferro risulta assiale e i vari cordoni sono ugualmente affaticati. 

e) Non si deve poi dimenticare che le saldature sono soggette a considerevoli 
autotensioni dovute al raffreddamento che segue la loro esecuzione, nonchè al- 
l'eventuale impedita deformazione delle parti che esse uniscono. Queste tensioni 
sono assai complesse e dipendono da troppe circostanze, per cui non è possibile 
valutarle teoricamente (2°). Esse sono talvolta così elevate da provocare crina- 
ture che possono compromettere la resistenza della saldatura. Perciò si deve 
cercare di attenuarle con ogni mezzo, ad es. mediante una giudiziosa successione 
nell’esecuzione delle varie parti. 


Fig. 1252. 


Esercizio 1106. — Un ferro piatto largo b = 20 em e spesso s = 1,5 em è fissato 
a un altro corpo mediante cordoni longitudinali lunghi Z, = 30 em ed è soggetto 
a uno sforzo di trazione (fig. 1253). Che grossezza devono avere i cordoni affinchè 
la saldatura abbia la stessa resistenza del ferro piatto? 

Soluzione. Il ferro piatto può sopportare N = 20 - 1,5 - 1200 = 36000 kg. 
Perciò, assunto 7 = 800 kg/cmq e 7 = — 28 cm. dev'essere 


2-28-a-800 = 36000, da cui a=0,8 cm. 


Quindi i cordoni devono avere a, = 12 mm. 


Esercizio 1107. — Due ferri piatti 
larghi b = 24 cm e spessi s= 1,2 cm 
sono uniti mediante due cordoni fron- 
tali (fig. 1254 a) aventi a, = 12 mm. 
Calcolare lo sforzo di trazione N am- 


@ missibile. 
Soluzione. Assunto 0 = 800 kg/cmq e = -—22 cm, si ha 
N =2-22-0,85- 800 = 29920 kg. 


I ferri piatti potrebbero sopportare N = 24-1,2- 1200 = 34560 kg. 


(*) Si veda ad es. il manuale di F. SCHLEICHER citato nel n. 576, pagg. 1616 e 1633-1639. 
che contiene anche un’estesa bibliografia. _ 
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Esercizio 1103. — Due ferri piatti Jarghi > = 16 cm e spessi s = 2 em sono 
uniti mediante doppio coprigiunto (fig. 1255 a) e cordoni frontali aventi a, = 
= 10 mm. Calcolare la resistenza della saldatura a trazione. 

Soluzione. Si ha 7 = — 14,5 cm, per cui si ottiene 


N =2-14,5-0,7-800 = 16240 kg, 
mentre i ferri piatti potrebbero sopportare N = 16 - 2 - 1200 = 38400 kg. 
Esercizio 1109. — Nel caso dell’esercizio 1108 aggiungere delle saldature entro 
tacche in modo da uguagliare la resistenza dei ferri. 


Soluzione. La lunghezza totale 7 dei cordoni che uniscono uno dei copri- 
giunti a uno dei due ferri dev'essere tale che si abbia 


2-0,7- 277-800 = 38400 da cui Z} = 34,3 cm. 


Fig. 1255. Fiz. 1256. Fig. 1257. 


Occorrono dunque tacche aventi il contorno di circa 20 em. Fsse potranno es- 
sere ‘unghe 8 em e larghe 4 em (fig. 1255 b). I coprigiunti devono essere spessi 
almeno 12 mm per compensare il loro indebolimento dovuto alle tacche. 

Si possono invece usare due coprigiunti più stretti dei due ferri e aggiungere 
dei cordoni longitudinali. 


Esercizio 1110. — Unire due ferri piatti larghi © = 20 cm e spessi s = 1,6 em, 
rastremando le estremità in modo che la saldatura abbia la stessa resistenza dei 
due ferri (fig. 1256). 

Soluzione. Assunto a, =10 mm, e quindi a = 7 mm, la lunghezza totale 
Z7 dei cordoni dev'essere tale che si abbia 


0,7-27-800 = 20-1,6-1200, da cui Z7 = 68,6 + 70 cm. 
Risultano così le dimensioni indicate nella figura. 
Esercizio 1111. — Il ferro piatto della fig. 1257 a) è largo b=12 cme spesso 


8 = 1,4 cm. Calcolare la lunghezza totale dei cordoni di saldatura (a; = 12 mn, 
a = 3,5 m.n) vifiuchè la resistenza a trazione sia uguale a quella del ferro suddetto. 
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Soluzione. Si deve avere 
0,85 - ZZZ - 800 =12-1,4-1200, da cui Z) = 39,5 cm. 


Perciò i cordoni longitudinali devono essere lunghi circa 14 cm. 


Esercizio 1112. — Calcolare il momento flettente ma--imo che può soppor- 
care la saldatura dell’esercizio 1107, essendo c = 16 cm (fig. 1254 Db). 

Soluzione. Il momento d’inerzia polare J, =J,+4%, della sezione dei due 
cordoni rispetto al suo baricentro è (28) 


J,=2-0,85- 223/12 + 2-0,85 - 22 - 8° = 3902 cm. 


D 
Dalla relazione (895) si ricava 
M = $00 - 5902/13,6 = 229% keem. 


La sezione di un ferro ha W = 115,2 cm? e può sopportare M = 138240 kgcm. 


Fsereizio 1113. — Calcolare la lunghezza della giunzione saldata di due ferri 
per una trave di cemento armato. 
Soluzione. La saldatura dovrà avere almeno la stessa resistenza di ognuno 
dei due ferri. Supposto che le due sezioni resistenti ab e cd (fig. 1258) abbiano 
la larchezza complessiva uguale a d/2, la lunghezza i; della 
ci7 saldatura dev'essere tale che si abbia 


i t:)-d/2> kad?/4, da cui 2> (7/2k/IMA. 


Per tT= %/2 risulta 7 > 3,24. È prudente però assumere 
Fig. 1258. una lunghezza maggiore, ad es. 7 = 3 + 10 + d. 
L’eccentrieità dello sforzo N non provoca momento rispetto alla saldatura, 
perchè i ferri sono immobilizzati dal calcestruzzo. 


574. Le saldature correnti. 


Sono quelle che uniscono tra loro i vari elementi di una trave composta. 

a) Il calcolo dei cordoni d'angolo che uniscono i cantonali all’anima 
di una trave a T composta non differisce sostanzialmente da quello dei 
chiodi (n. 561 a). Se la saldatura è a tratti di lunghezza 4 posti a distanza 
Ax (fig. 1259), basta sostituire nella (882) la sezione 42/4 di un chiodo 
con la sezione resistente a del tratto di cordone. Si ha così 


TAx è T da Si 
(896) t-2a4 ==} Sis da cui = F°* 


n momento statico S; è quello della sezione dei cantonali e delle piatta- 
bande rispetto all’asse neutro. 
Spesso i cordoni sono continui, nel qual caso nella (896) si pone z= dr 
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I cordoni di saldatura che uniscono le 
piattabande ai cantonali sono meno affati- 
cati (n. 561 bd). 

b) Le giunzioni dei cantonali si esegui- 
scono sovrapponendo un pezzo di cantonale 
di sezione circa uguale e saldandolo con 
cordoni di lunghezza e di grossezza sufficienti per trasmettere da un 
tronco all’altro del cantonale lo sforzo cui esso è soggetto. 

c) Nel caso dell’interruzione di una sola piattabanda, si sovrappone 
un coprigiunto di uguale sezione, che si salda da ambo le parti dell’interru- 
zione con una lunghezza di cordone sufficiente per trasmettere lo sforzo. 
È opportuno che lo spezzone sia rastremato (es. 1115). 

Nel caso dell’interruzione di tutte le piattabande del pacchetto, con- 
viene sfalsare le interruzioni come nella fig. 1226, saldando ciascuna di 
esse con un cordone di testa, e rinforzando l’insieme con un coprigiunto 
sovrapposto. 

d) Le giunzioni trasversali dell’anima si eseguiscono con doppio copri- 
giunto e con cordoni d’angcio sufficienti per trasmettere il momento 
flettente M, sopportato dalla sola anima (n. 564 bd) e lo sforzo di taglio 
(es. 1117). Oppure si studia la giunzione indipendentemente dalle solle- 
citazioni esistenti nella sezione, e si fa tale che abbia la stessa resistenza 
che ha l’anima dove non è interrotta (es. 1116). 

Nel caso della giunzione longitudinale, può essere sufficiente una sal- 
datura di testa. Oppure si dispone un doppio coprigiunto che si salda ai 
bordi con cordoni d’angolo. Se si vuole che questa giunzione abbia la 
stessa resistenza che avrebbe l’anima se fosse intera, basta porre nella 
(a) del n. 564 d) 7,, = 0,8k, tr = 0,65 e sostituire @, con adx. Si ottiene 
così la relazione 0,8s = 0,65 - 2a, da cui a = 0,62s. 


Esercizio 1114. — Nella trave degli esercizi 1081, 1082 calcolare i cordoni di 
saldatura che uniscono i cantonali all’anima. 

Soluzione. Nei tratti laterali della trave dove esiste una sola piattabanda si 
ha T = 78000 kg, J = 1499460 cmi, S; = 7645 cm8. Quindi la sezione dei cor- 
doni, supposti continui, deve avere 


78000 7645 


® = 3.300 1499460 — 025 om. 


Basterebbe un cordone avente aj = — 4 mm; tuttavia per ragioni pratiche si 
adotterà a, = 7 - 8 mm. Si può anche usare un cordone a tratti, avente ad es. 
A=0,34x, nel qual caso occorre a = 0,83 cm, a, = 12 mm. 

Nel tratto centrale con due piattabande risulta un valore di a minore. 


Esercizio 1115. — Determinare le dimensioni del coprigiunto per collegare le 
due parti di una piattabanda interrotta (fig. 1260), avente è = 30 cm, s = 1,2 cm. 
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Soluzione. Se si vuole che l’unione abbia la 
stessa resistenza della piattabanda, si usa un co- 
prigiunto avente la stessa sezione, e si dispongono 
dalle due parti dell’interruzione dei cordoni aventi 
a = 0,85 cm e una lunghezza 27 tale che sia 


eee = r"_—_T_r_oot 800 - 0,85 - 2Z = 1200 - 30 - 1,2, 
Fig. 1260. da cui Z) = 63,5 > 67 cm. 


Esercizio 1116. - L’anima di una trave composta ha lo spessore s e l'altezza 
h,. I due coprigiunti di un’interruzione dell'anima sono alti soltanto h,< ha. e 
sono saldati all'anima soltanto con cordoni d’angolo nei tratti verticali. Calcolare 
la grossezza dei cordoni in modo che la giunzione abbia la stessa resistenza del- 
l’anima. 

Soluzione. Il modulo di resistenza della sezione dell’anima è W, = sh?;6. 
Quella delle due sezioni dei cordoni è W, = 2ah?/6. Affinchè la giunzione possa 
sopportare lo stesso momento che può sopportare l’anima, si deve avere 


0,65% - 2ah3/6 = k-sh?/6, da cui a=0,77s(h/h). 


Esereizio 1117. — Il ferro dell’esercizio 1108 è soggetto in corrispondenza della 
giunzione a un momento flettente M = 360 kgm e a uno sforzo di taglio T = 
= 4000 kg. Calcolare le tensioni nelle saldature. 

Soluzione. I due cordoni che uniscono uno dei due ferri ai coprigiunti hanno 
W =2-0,7-14,5°2/6 = 49 cmî, e 4 =2-0,7-14,5 = 20,3 cmq. Perciò la ten- 
sione orizzontale dovuta a M e quella verticale dovuta a 7 risultano 


0, = 36000/49 = 735 kg/emg, =, = 4000/20,3 = 197 kg/cmq. 


575. Le saldature di forza. 


Sono quelle che uniscono tra loro le varie strutture costituenti una 
costruzione metallica, come ad es. quelle che collegano l’estremità di una 
trave a un pilastro o a un’altra trave disposta ad angolo retto, e quelle 
che uniscono le varie aste concorrenti in un nodo di una travatura re- 
ticolare. 

a) Le saldature che uniscono un’estremità di una trave a un pilastro, 
o a un’altra trave disposta ad angolo retto e che sopporta la prima, si 
studiano con gli stessi criteri esposti nel n. 567 e tenendo presente ciò 
che si è detto nel n. 573 c). Vari esempi sono studiati negli esercizi 1118- 
1122. 

b) Rispetto ai nodi chiodati, i nodi saldati riescono più semplici, per- 
chè di solito le saldature richiedono una lunghezza minore; per cui anche 
le piastre d’attacco risultano di dimensioni minori. Valgono gli stessi 
criteri esposti nel n. 568. Si veda l’esercizio 1124. 
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Esercizio 1118. — Il ferro piatto dell’esercizio 1111 sporge per una lunghezza 

= 50 cm ed è soggetto al carico P = 800 kg all'estremità (fig. 1257 b). Calco- 
lare le tensioni nella saldatura. 

Soluzione. Il baricentro G della sezione dei cordoni di saldatura dista 9,1 cm 

dalla sezione d’incastro. Il momento polare della sezione stessa rispetto a & è 


J,=J,+J,= 20,85 -14-62+ 0,85 - 122/12 + 
+ 2(0,85 - 148/12 + 0,85 - 14 - 2,12) + 0,85 - 12 - 4,92 — 1718 cmf. 
La massima distanza da G è r,,ax = 10,9 cm. Il momento di P rispetto a G è 
M = 800-59,1 = 47280 kgem. Quindi risulta 
Q1 maz = 47280 - 10,9/1718 = 300 kg/emq. 
Il taglio provoca la tensione 


0: = 800:(2-0,85-14+ 0,85 -12) = 24 kg/emq. 


Esercizio 1119. — Una mensola di lamiera di spessore s = 2,5 cm. larca bh = 
= 20 cm e lunga {= 40 cm, disposta orizzontalmente, è unita a un pilastro mediante 
due cordoni di saldatura aventi a = 7 mm (fig. 1261). Calcolare il carico P am- 
missibile all’estremità. 

Soluzione. Per un calcolo grossolano, si può ammettere che il braccio della 
coppia interna con cui la saldatura reagisce sia s + a = 8,2 cm. Assunto 7 = 
= 18,5 cm, il momento che la saldatura può sopportare è 


M = 800-0,7-18,5-3,2 = 33152 kgem. 
Più esattamente, il modulo di resistenza delle due strisce a è 
W =[18,5(3,9° — 2,5°) : 12]: 1,95 = 34,5 cm* 5 
per cui 


M = 800 - 34,5 = 27600 kgem. 


La lamiera può invece sopportare soltanto M = 1200 - 20 - 2,52/6 = 25000 
kgem. Quindi il carico ammissibile è P = 25000/40 = 625 kg. 


ID 


Fig. 1261. Fig. 1262. 


Esercizio 1120. - Una mensola lunga 50 cm è costituita da un ferro a T N 24, 
saldato a un pilastro mediante cordoni d’angolo aventi a = 7 mm, disposti ai 
lati dell’anima e nella parte esterna delle ali (fig. 1262). Calcolare il carico P am- 
missibile all’estremità. È 

Soluzione. È prudente supporre che la sezione terminale della mensola non 
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tocchi la parete alla quale è saldata, così che la saldatura è tesa in alto e com- 
pressa in basso e il suo asse neutro è a metà altezza. (Se invece si avesse un buon 
contatto, l’asse neutro coinciderebbe col lembo inferiore della sezione, n. 567 e, 
e si avrebbero valori molto maggiori di J e di W.) 

La lunghezza efficace dei cordoni verticali è 7 = 20 cm e quella dei cordoni 
orizzontali è 7 = 9,2 cm. Si ha così 


W =2°0,7-202/6+ 2-0,7-9,2-12,35 = 252,4 cm, 
Quindi risulta (895) 
M = 800 - 252,4 = 201920 kgem, P = 201920/50 = 4038 kg. 
lenendo conto anche del taglio, si ha 
02 = 4038:(2-0,7+20+2-0,7-9,2) = 99 kg/emq, 
0 = 800° + 99° = 806 kg/cmq. 


Esercizio 1121. — Una trave a T N 16 lunga m 3 e caricata con P= 1800 kg 
nel punto di mezzo, appoggia su due cantonali di 150 x 150 x 18 mm, larghi 
10 cm, saldati a due pilastri mediante due cordoni verticali (fig. 1263). Verifi» 
care la resistenza dei cantonali e delle saldature. 

Soluzione. a) Cantonali. Per determinare in che punto agisce la reazione d’ap- 
poggio, uguagliamo l’angolo a di rotazione di un’estremità 
della trave a quello della mensola costituita dall’ala orizzon- 
tale del cantonale. Per la trave si ha (272) 


a = 1800 - 3002/16 - 2 - 10% - 935 = 0,0054. 


Il momento d’inerzia della sezione dell’ala del cantonale è 
J =10-1,8°/12 = 4,86 cm*. Quindi la distanza d della rea- 
zione dall’incastro del cantonale è tale che (261) 


Fig. 1263. 900d2/2 - 2 + 10* + 4,88 = 0,0054, da cui d= 10,8 om, 


Risulta così nella sezione all’incastro 
| M,| = 900 -10,8 = 9720 kgem, —Omas =6 9720/10 - 1,8 = 1800 kg/cmq. 


Questo valore di Omaz NON è pericoloso, perchè se l’ala si deforma plasticamente, 


diminuisce la distanza d e quindi anche M,. 
b) Saldatura. Supposto che l’ala verticale del cantonale sia a contatto con 


la parete alla quale è saldata, si usa ritenere che risultino tesi i due terzi superiori 
dei cordoni. Perciò, se la lunghezza efficace dei cordoni è Z = 13,5 cme sea = 
= 0,7 cm, detta 01 la massima tensione orizzontale nella saldatura, si ha 


2(0,/2) -0,7 + (2/3)13,5 + (2/3)13,5 = 9720, da cui Q,=171 kg/emq. 
E superfluo calcolare 03 dovuta al taglio. 


Esercizio 1122. - Una trave (fig. 1264 a) ha le estremità appoggiate sopra 
due tronchi di ferro a T di 140 x 140 x 15 mm, lunghi d=15 cm, saldati a pila- 
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stri mediante cordoni d’angolo ai lati dell’anima e nella parte 
inferiore dell’ala (fig. 1264 b). Calcolare il valore massimo am- 
missibile della reazione d’appoggio. 

Soluzione. Supposto che la sezione del ferro a T non tocchi 
la parete, e che perciò la sezione dei cordoni sia tesa in alto e 
compressa in basso, si ha per quest’ultima 


ya= (10 -12+ 2-122/2):(10+ 2-12) = 7,76 cm 
J =0,7-10 -122-+ 2-0,7 - 123/3 — 0,7 -34 - 7,76? = 381 cm* 
® =381/7,76 = 49 cm 
Mimmissiite = 800 + 49 = 39200 kgem. 


Questa mensola è pressochè rigida, per cui, contrariamente al caso dell’eser- 
cizio 1121, la trave appoggia all’estremità. Quindi la reazione massima è A = 
= 39200/15 = 2610 kg. 

Tenendo conto anche del taglio, si ha 0, = 110 kg/cma, 0 = 808 kg/emq. 


Fsercizio 1128. — Un cantonale di 160 x 80 x 14 mm è saldato a una parete 
mediante due cordoni d’angolo (fig. 1265 a) aventi a = 0,7 cm, ed è teso da una 
forza assiale P = 35000 kg. Determinare le lunghezze 7, e 4, dei cordoni in modo 
che essi sopportino la stessa 7. 

Soluzione. Le distanze del baricentro G della sezione dai lembi superiore e 
inferiore (fig. 1265 b) sono è, = 5,8 em, d, = 10,2 em. I due cordoni 4, e 4, de- 
vono avere il loro baricentro all’altezza di G; inoltre la lunghezza Z,+ 4, dev’es- 
sere tale da poter sopportare P. Perciò, se a è la sezione 
minima dei cordoni si ha 


Ax 3Aa= 021010 A+ Ag=P/ta, 


ò 
8. 


da cui 


Fig. 1265. Ta Ò1 "P Òa ’ 


Coi dati del problema si ottiene Z, = 39,8 cm, 4, = 22,7 cm. 


Esercizio 1124. — Il nodo dell’esercizio 1098 è saldato anzichè chiodato. Pro- 
porzionare le saldature alle resistenze delle aste. 

Soluzione. a) Ciascuno dei due cantonali che costituiscono l’asta verticale 
ha A, = 19,1 cmq. I due cordoni di saldatura che fissano un cantonale alla pia- 
stra del nodo (a = 0,7 cm) devono avere una lunghezza complessiva 


4° = 19,1 - 1200/0,7 - 800 = 41 cm. 


Analogamente, per l’asta inclinata si ha A, = 28,7 cmq, e pera = 0,85 cm 
si trova 7/= 51 cm. 
Queste lunghezze Z si distribuiscono come nell’esercizio 1123. 
b) La piastra dev'essere saldata al corrente superiore con cordoni di lun- 
ghezza sufficiente per sopportare la risultante E (es. 1099). 
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Esercizio 1125. — Nel palo dell’esercizio 1101 fissare i calastrelli ai montanti 
mediante saldature. 

Soluzione. Saldando ciascuna estremità di un calastrello con un cordone d’an- 
golo frontale (fig. 1241 b’) (a = 0,5 cm, = 19 cm), si ha (es. 1101) 


€, = 6 - 30000/0,5 - 19? = — 1000 kg/cemq , 0, = 1500/0,5 - 19 = 158 kg/emq. 


Il valore di 0, è eccessivo, per cui conviene usare calastrelli di 1 cm di spes- 
sore, per avere a = 0,7 cm e ridurre così 0, a 712 kg/cmq. 


Esercizio 1126. — La caldaia dell’esercizio 1102 ha la saldatura longitudinale 
effettuata con semplice sovrapposizione. 

Soluzione. Non essendo la lamiera indebolita dai fori dei chiodi, lo spessore 
risulta s = pr/k = 15 - 80/800 = 1,5 em. 

Usando un cordone d’angolo esterno e uno interno (come nella fig. 1254 a), 
avente a = ] cm, in essi si ha 


2ao = sk, da cui o = sk/2a = 1,5 - 800/2-1 = 600 kg/emq. 


Esercizio 1127. — Idem, con doppio coprigiunto (fig. 1255 a). 

Soluzione. Se i coprigiunti hanno lo stesso spessore della lamiera della cal. 
daia, i cordoni di saldatura possono avere a = 1 cm. Quindi si ottiene lo stesso 
valore o = 600 kg/emq. 


Esercizio 1128. — Studiare la saldatura trasversale che unisce due tronchi 
della caldaia dell’esercizio 1126, e calcolare le tensioni provocate dalla pressione 
e dalla flessione (cfr. l’es. 1104). 

Soluzione. In questo caso si ha W = 3,14 - 802 - 1,5 = 30140 cmì. Quindi, 
ritenendo che sia ancora max M = — 70000 kgm, la tensione longitudinale nella 
lamiera (fuori della saldatura) risulta 


o, = 15 + 80/2 - 1,54 7000000/30140 = 400 + 232 = 632 kg/emq. 


Se i due coprigiunti hanno lo spessore di 1,5 cm, e se quindi i cordoni di sal. 
datura hanno a = 1 cm, la tensione o nei due cordoni (esterno e interno) è tale 
che 

Q2a = 08, da cul @ = 632 - 1,6/2-1= 474 kg;jcmq. 
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Determinazione: 

— dei fattori f,,: 

— — col metodo: 

— — — di Banachiewicz, 295 

— — — di Gauss, 284 

— dei punti fissi, 368 

— della posizione più gravosa dei 
carichi, 144 

— del momento massimo assoluto, 
148 

— diretta delle linee d’influenza, 95 

— sperimentale delle linee d’influen- 
za, 132, 133 

Diagramma degli spostamenti: 

— orizzontali, 229 

— verticali, 229 

Diagrammi delle sollecitazioni mas- 
sime, 137-150 


E 


Eddy, metodo, 204 

Elasticità: 

—, ellisse, 5, 19 

—,—, costruzione, 20 

—, —, determinazione nel caso gene- 
rale, 60 

—;—; studio dei portali semplici me- 
diante, 449 

—, —, teoria, 1-70 

—, —, — estensione, 266 

—,—,— teoremi fondamentali, 8 

—,—,— utilità, 13 

—, equazioni, 276 

—, modulo di, 584 

Elica, trave a, 532 

Ellisse: 

— di Culmann, 5 

— di elasticità, 5, 19 

— —, costruzione, 20 

— —; determinazione nel caso gene- 
rale, 60- 

— —; studio dei portali semplici me- 
diante, 449 


Elisse di elasticità, teoria, 1-70 

— —;,— estensione, 266 

— —,— teoremi fondamentali, 8 

— —,— utilità, 13 

— di inerzia, 11 

Ellissi: 

—, composizione in serie, 63 

—, di travi in parallelo, composi. 
zione, 61 

Engesser, metodo, 452 

Equazione: 

— dei cinque momenti, 390 

— dei quattro momenti, 339 

— —,impiego, 387 

— dei sei momenti, 390 

— delle cinque rotazioni, 342 

— —, pregi, 345 

— omogenea, integrazione, 236 

Equazioni: 

— dei piani, 393 

— di congruenza, 276 

— di elasticità, 276 

—, risoluzione, 275-338 

—,— col metodo: 


—,— — di Banachiewiez, 287 

—, — — di Gauss, 280 

—,— mediante la regola di Cra- 
mer, 278 


—;— per eliminazione, 280 

—.— per iterazione, 298 

—, — per successivi incrementi delle 
incognite, 302 

Equivalenza: 

— nello spazio, 504 

—. principio, 373 

—. utilità, 375 

Eulero, formula, 596, 598 


F 


Facce triangolari, strutture a gra- 
ticcio chiuso, 565 

Fattori f,,. determinazione: 

— con il metodo: 

— — di Banachiewicz, 295 

— — di Gauss, 284 

Ferro, 585-587 
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Ferri piegati, 645 

—, quantità e distribuzione, 650 

Flessione, 259 

— deviata, 633 

— semplice, 254 

Formula: 

— di Eulero, 596, 598 

— di Rankine, 597, 598 

— di Simpson, 356 

Formulari, ausilio dei, 460 

Formule empiriche di Sejourné, 218 

Forza: 

—, chiodature, 721 

—, decomposizione, 541, 547 

—,—,metodo grafico, 542 

—, saldature, 742 

—, spostamento provocato da una, 
8, 15 

—, unioni di, 701, 734 

Forze: 

— concorrenti, composizione, 538 

—, decomposizioni successive in due, 
542 

—, metodo delle, 275 

— nello spazio, 537 

— —, composizione, 538 

— orizzontali, linee d’influenza, 127 

—, parallelo fra il metodo delle de- 
formazioni e quello delle, 352 


G 


Gauss, metodo, 284 

—, determinazione dei fattori f,, con 
il metodo, 284 

Gehler, metodo, 391 

Gerber, trave, 123 

Ghiaia, 581 

Graticcio, strutture a, 565. 


I 


Incastro perfetto, 373 

Incognite: 

—, risoluzione di equazioni per suc- 
cessivi incrementi, 302 

— sovrabbondanti, scelta delle, 304 - 


Incognite, strutture a infinite, 475 

Inerzia, ellisse, 11 

Influenza, linee di, 73-136 

— dei momenti di nocciolo, 126 

—, determinazione: 

—, — diretta, 77, 95 

—,— sperimentale, 132 

— di reazione, 99 

— di rotazioni, 96 

— di sollecitazioni, 99, 107 

— di spostamenti, 96 

— integrali, 128 

—, metodo sperimentale semplificato 
per la determinazione, 133 

— per coppie mobili, 129 

— per forze orizzontali, 127 

— termiche, 134 

—, vari usi, 75 

Ingredienti del calcestruzzo, 581 

Integrazione della equazione omo- 
genea, 236 

Interruzioni: 

— dei cantonali, 715 

— dell’anima, 716 

— delle piattabande, 715 

Intersezioni, linea, 209, 215 

Inviluppo, curve, 209, 215 

Iperstatiche, strutture a molte, 273- 
478 

Ipotesi semplificative del calcolo delle 
strutture, 467 

Irrigidimenti dell'anima, 719 

Iterazione: 

— continua, 299 

—, risoluzione delle equazioni per, 298 


K 


Klinker, 581 


L 


Land, teorema, 107 

Lastre, solette funzionanti come, 673 
Laterizi, solai con, 663 

Lavoro di deformazione, 267 
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Linca: 

— delle intersezioni, 209, 215 

— di influenza, 73 

Linee di influenza, 73-136 

— dei momenti di nocciolo, 126 

—, determinazione: 

—,— diretta, 77, 95 

—,— sperimentale, 132 

— di reazioni, 99 

— di rotazioni, 96 

— di sollecitazioni, 99, 107 

— di spostamenti, 96 

— integrali, 128 

—, metodo sperimentale semplificato 
per la determinazione, 133 

— per coppie mobili, 129 

— per forze orizzontali, 127 

— termiche, 134 

—, vari usi delle, 75 


M 


Maxwell, teorema di, 484 

Metodi: 

— generali per la determinazione del- 
le linee d’influenza, 95 

— per il calcolo delle strutture: 

— —, approssimati, 467 

— —, esatti, 465 

— —,semiempirici, 474 

Metodo: 

— dei momenti, 542 

— — statici fittizi, 447 

— dei punti fissi: 

— —, estensione, 444 

— —, semplificato, 367 

— della spinta addizionale, 221 

— della sezione, 562 

— — trasformata, 257 

— delle componenti, 541 

— delle deformazioni, 275 

— —,;introduzione, 319 

— —, parallelo tra il metodo delle 

forze e quello delle, 352 
— —, vantaggi, 323 


Metodo delle forze, 275 
— —;parallelo fra il metodo delle 
deformazioni e quello delle, 
352 
— di Banachiewicz, 287, 295 
— —,determinazione dei fattori f,,, 
295 
— di Cross, 379 
— —;, estensione, 411 
— —,semplificazioni, 382 
— di Eddy, 204 
— di Engesser, 452 
— di Gauss, 280, 284 
— —,determinazione dei fattori f,,, 
284 
— di Gehler, 391 
— grafico di decomposizione di una 
forza, 542 
— sperimentale semplificato per la de- 
terminazione delle linee d’influen- 
za, 133 
— , impiego nei pilastri  snelli, 
598 
Modulo di elasticità del calcestruzzo, 
584 
Molle: 
— elicoidali, 525 
— — soggette a: 
— — — compressione, 526 
— — — torsione, 527 
— — — trazione, 526 
— piane, 250 
Momento massimo assoluto, ricerca, 
148 


Momenti: 

— di nocciolo, linee d’influenza, 126 

— di secondo ordine, calcolo, 355 

—,e delle rotazioni lungo le travi, 
propagazione dei, 361 

—, equazione: 

—, —, dei cinque, 390 

—,—,dei quattro, 339 

—,—,— impiego, 387 

—,— dei sei, 390 

—, metodo, 542 

—, statici fittizi, metodo dei, 447 
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N 


Nervature, calcolo, 667 

Nocciolo, linee d’influenza dei mo- 
menti, 126 

Nodi delle strutture: 

— che non si spostano, 338-386, 476 

— che si spostano, 386-478 

— reticolari, 725 

Nodo, calcolo dello spostamento, 575 


P 


Parete, piena, travi a, 15 

Passaggio. punto di, 88 

Perno, calcolo, 732 

Pesi elastici, coincidenza dell’ellisse 
di elasticità e dell’ellisse d’iner- 
zia, 11 

Peso: 

— elastico, 7, 16, 18, 62 

— specifico del calcestruzzo, 585 

Piani, equazioni, 393 

Piano di sollecitazione, 2 

Piattabande: 

—, interruzione, 715 

—, unione dei cantonali, 711 

Pilastri: 

—, base, 599-600 

—,— armata, 599 

—, — inerte, 599 

— cerchiati, 594-596 

— comuni semplicemente compressi, 
591 

— snelli, 596-598 


— —,impiego: 

— —,— della formula di: 

— —,— — Eulero, 596, 598 
— —,— — Rankine, 597, 598 


— —,— del metodo @, 598 

Poligoni, procedimento dei cinque, 207 

Poligono delle successive risultanti, 
167 

Ponte, arco da, 227 

Ponti metallici, controventamento, 
574 

Portale semplice a due cerniere, 462 


Portali: 

— con cerniera, 462 

— multipli, calcolo senza equazioni, 
434 

— semplici, studio mediante l’ellisse 
di elasticità, 449 

— soggetti a forze e a coppie normali 
al loro piano, 496 

— —,condizioni di congruenza, 497 

— —.reazioni sovrabbondanti, 498 

Pressioni. curva, 167 

Pressoinflesse, travi, 675, 680, 683 

Principio di equivalenza, 373 

— nello spazio, 504 

—, utilità, 375 

Problemi staticamente indeterminati, 
39 

Procedimenti semplificativi del calcolo 
delle strutture, 460-478 

Procedimento: 

— dei cinque poligoni, 207 

— di Simpson, 207 

— di Takabeya, 403 

Progetto, calcolo, 610-614, 625, 680 

Propagazione dei momenti e rota- 
zioni lungo le travi, 361 

Punti fissi: 

—, determinazione, 368 

—, metodo, 367 

—, —, estensione, 444 

—, —, semplificato, 367 

Punto di passaggio, 88 


R 


Rankine, formula, 597, 598 

Reazioni: 

— d’incastro perfetto, 373 

—, linee d’influenza, 99 

— sovrabbondanti dei portali, 498 

Regola di Cramer, 278 

Resistenza del calcestruzzo: 

— cubica, 583 

— meccanica, 583 

Rete, cupole a, 571 

Rette di azione delle forze, corrispon- 
denza con i centri di rotazione, 2 
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Rigidezza: 

— delle travi: 

— — in parallelo, 358 

— — in serie, 359 

— di una trave: 

— — articolata, 357 

— — semplice, 357 

Risoluzione: 

— delle equazioni: 

— — col metodo: 

— — — di Banachiewiez, 287 

— — — di Gauss, 280 

— — mediante la regola di Cramer, 
278 

— — per eliminazione, 280 

— — per iterazione, 298 

— — per successivi incrementi delle 
incognite, 302 

Risultanti successive, poligono delle, 

167 

Ritiro: 

— del calcestruzzo, 584 

—, tensioni provocate, 637 

Rotazioni: 

—, equazioni delle cinque, 342 

—, —, pregi, 345 

—, propagazione nelle travi, 361 

Rotazioni provocate da: 

— una coppia, 7, 14 

— una forza, 7, 15 


S 


Sabbia, 581 

Saldature: 

— a tappo, 735 

— correnti, 740 

— di forza, 742 

— frontali,735 

— longitudinali, 735 

—, tensioni, 735 

Schedler, cupole, 566-571 

— con carichi qualsiansi, 568 
— con carico simmetrico, 567 
Sejourné, formule empiriche, 218 
Semiasse: i 


— longitudinale, 17 


Semiasse trasversale, 17 
Separatrice, verticale, 88 

Serbatoi, 728 

Sezione: 

— a T, 628 

— costante, arco circolare di, 233 
— delle travi a curvatura semplice: 
— —,a2 I, 261 

— —, circolare, 261 

— —, qualsiasi, 262 

— —,rettangolare, 261 

— —,trapezo dale, 261 

— —, triangolare, 261 

— intera, 691 

—, metodo, 562 

— non rettangolare, travi a, 683 
— rettangolare con armatura: 

— — doppia, 622 

— — —, calcolo: 

— — —,— di progetto, 625 

— — —,— di verifica, 622 

— — semplice, 604-610, 614, 621 
— simmetrica di forma qualsiasi, 631 
— —,asse neutro, 631 

— —, calcolo grafico, 631 

— trasformata, metodo, 257 

— variabile, travi, 355 

Sforzi, secondari, 429 

Sforzo, normale, 258, 259 
Simpson, 

—, formula, 356 

—, procedimento, 207 

Sistema di carichi: 

— antisimmetrici, 325 

— simmetrici, 325 

Solai: 

— con laterizi, 663 

— con nervature, 662 

— di-cemento armato, 661 

— misti, 663, 672 

Solette, 661 

—, calcolo (in una sola direzione), 664 
Solette, funzionanti come lastre, 673 
Sollecitazione, 

—, piano, 2 

Sollecitazioni, 663 

—, linee d’influenza, 99, 107 
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Solai massime e minime, diagram- 
mi, 137-150 

—, M, N e T. relazioni fra le, 153 

— spaziali negli archi dei ponti, 524 

Spazio: 

—, composizione: 

—,— di coppie, 539 

—,— di forze, 537, 538 

—, principio di equivalenza, 504 

—, strutture reticolari, 537-577 

—, travi, 481, 536 

Spinta addizionale, metodo, 221 

Spostamenti: 

—, linee d’influenza, 96 

— orizzontali, diagramma, 229 

— relativi, 52 

— verticali, diagramma, 229 

Spostamento: 

— di un nodo, calcolo, 575 

— provocato da: 

— — una coppia, 7, 14 

— — una forza, 8, 15 

Staffe, 648 

—, quantità e distribuzione, 650 

Struttura: 

— a graticcio, 565 

— principale, 275 

— — a connessione semplice, 367 

— — iperstatica, assunzione di una, 

309 

— — scelta della, 304 

Strutture: 

— a graticcio chiuso a facce trian- 
golari, 565 

— a infinite incognite, 475 

— a molte iperstatiche, 273-478 

—, calcolo: 

—,—;ipotesi semplificative, 467 

—, —, metodi: 

—,—,— approssimati, 467 

—,—,— semiempirici, 474 

—, —, procedimenti semplificativi, 

460-478 

— complesse, 562-565 

— composte, 561, 562 

—, considerazioni generali, 275-338 

— contenenti travi ad arco, 417 


Stutture i cui nodi: 

— — non si spostano, 338-386, 476 
— — si spostano, 386-460, 477 

— reticolari: 

— — iperstatiche, 576-577 

— — nello spazio, 537-377 

— semplici, 557-561 

— simmetriche, 325 

— —, osservazioni, 332 


sE 


Taglio, tensioni provocate dal, 641 
Takabeya, procedimento, 403 
Tappo, saldature a, 735 

Telai, 487 

—, calcolo: 

—,— in generale, 391 

—,— per il procedimento di Taka- 


beya, +03 

—,— per successive approssimazioni, 
379, 411 

Tensioni: 


— nel calcestruzzo, 636 

— nelle chiodature, 703 

— nelle saldature, 735 

— nelle travi spaziali, 481 

— —,di sezione: 

— —,— circolare, 482 

— —,— qualsiasi, 482 

— provocate da: 

— — ritiro, 637 

— — taglio, 641 

— tangenziali, 269 

Tensoinflesse, travi, 685 

Teorema: 

— di Land, 107 

— di Maxwell, 484 

Teoremi fondamentali della teoria 
dell’ellisse di elasticità, 8 

Teoria: 

— dell’ellisse di elasticità, 1-70 

—, —, estensione, 266 

—,—,teoremi fondamentali, 8 

—,—, utilità, 13 

— statica, fondamenti, 587-591 

Testa, cordoni di, 735 
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Teste a occhio, calcolo, 732 

Tiranti, 600-602 

Torsione: 

—, molle elicoidali soggette a, 527 

— nelle travi di cemento armato, 689 

—, travi composte soggette a, 720 

Travate, 374 

Trave: 

— ad anello soggetta a momenti di- 
stribuiti nei piani radiali, 517 

— —,a grande curvatura, 519 

—!—,a piccola curvatura, 518 

— ad arco circolare, 506 

— —; equazioni: 

— —,— di elasticità, 507 

— —,— di equilibrio, 507 

— —,iutegrali particolari, 509 

— —,integrazione delle equazioni 

omogenee, 508 

— a elica, 532 

— appoggiata, 81 

— — percorsa da: 

— — — un carico concentrato, 137 

— — — un carico uniforme, 139 

— — — untreno di carichi, 141, 143 

— articolata, rigidezza, 357 

— collegata in serie, 359 

— continua su tre appoggi, 101 

— da balcone, 506 

— di controventamento, 574 

— di controvento, 574 

— incastrata: 

— — alle due estremità, 533 

— — a un’estremità e libera dal. 

l’altra, 533 

— — elasticamente, 365 

— semplice, rigidezza, 357 

—, Vierendeel, 452 

Travi: 

— a carico indiretto, 83 

— a curvatura semplice, 152-269 

— —, sezione, 261, 262 

— ad angolo retto, unione di due, 722 

— ad arco: 

— —, calcolo, 154-253 

— —, strutture contenenti, 417 


Travi a grande curvatura, 152, 253- 
269, 687 

— —,teoria elementare, 254 

— a parete piena, 15 

— a piccola curvatura, 152 

— collegate in parallelo, 358 

— collegate in serie, 359 

— composte soggette a torsione, 720 

— di altezza: 

— — costante, 642 

— — variabile, 643 

— di cemento armato, torsione, 700 

— di sezione variabile, 355 

—, Gerber, 123 

— inflesse, 602-604 

— — con armatura: 

— — — doppia, 602 

— — — semplice, 602 

— in parallelo: 

— —; composizione delle ellissi, 61 

— —,rigidezza, 358 

— in serie, rigidezza, 359 

— isostatiche, caso, 119 

— nello spazio, 481-536 

— piane soggette a forze e a coppie 
normali al loro piano, 484 

— precompresse, 692 

—, propagazione dei momenti e delle 
rotazioni lungo le, 361 

— reticolari, 18, 86 

— — pressoinflesse, 675, 680, 683 

— — —, calcolo: 

— — —,— di progetto, 680 

— — —,— di verifica, 675 

— — —;sezione non rettangolare, 

683 

— —, trazione, 685 

— spaziali, tensioni, 481, 482 

Trazione, molle elicoidali soggette a, 
526 

Tronco: 

— elementare, deformazioni, 265 

— prismatico, caratteristiche elasti- 
che, 15 

Tubi, 728 

— di spessore costante, 248 
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Unione: 

— delle piattabande ai cantonali, 712 
— di due travi ad angolo retto, 722 
—, modi di, 701-746 


Unioni: 

— con bulloni, 731 

— correnti, 701, 734 

— dei cantonali all’anima, 711 
— di forza, 701, 734 

— lontitudinali, 718 

— mediante chiodature, 701-733 
— —, tensioni, 703 

— snodate, 731 

— trasversali, 716 
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V 


Variazioni termiche, 216 

Verifica: 

—, calcolo di, 604-609, 622, 675 

— dell’aderenza, 660 

Verticale separatrice, 88 

Vertice, abbassamento, 227 

Vierendeel, trave, 452 

Vineoli: 

—, cedimenti, 185, 216 

— di un corpo col suolo, 549 

— successivi in serie e in parallelo 
(collegamenti), 360 

Volte a botte reticolari, 572 


Z 


Zimmermann, cupole, 572 
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